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�.�. � µ¨, �.�. � ³©«®¢, �.�. �¨¹¥ª®, �.�. � ° ¬®®¢, �.�. �®¬ ®¢,

�.�. �°®«®¢ , �.�. �¥°¢¿ª®¢.

�¢²®°» ¾¡¨«¥©®£® ¢»¯³±ª :

�.�. �³¶ { ¯°®´¥±±®° ª ´¥¤°» ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿ �¬��,

�.�. �°¨ª¥¢¨· {  ±¯¨° ² ª ´¥¤°» ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿
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� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥

±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥

1999. �»¯. 4, ±.5-14.

��� 930.9

������ ��������������� �������

�.�. �³¶

The World History can have di�erent inconsistent variants. The principles of

construction of such theory of many-variant history are discussed.

�®¦¥² «¨ ¨±²®°¨¿ ª ª ° ±±ª § ® ¯°®¸¥¤¸¥¬,  ¯°¨¬¥° �®±±¨¨, ±³¹¥±²¢®-

¢ ²¼ ¥ ¢ ®¤®¬ ¢ °¨ ²¥? �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¬®£³² «¨ ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¤¢  ³·¥¡-

¨ª  ¯®¤  §¢ ¨¥¬ À�±²®°¨¿ �®±±¨¨Á, ¢ ª®²®°»µ  ¸¥ À®¡¹¥¥Á ¯°®¸«®¥ XIII-

XV ¢¢. ®¯¨± ® ±®¢¥°¸¥® ° §«¨·»¬ ®¡° §®¬. �®¤ ° §¨¶¥© ®¯¨± ¨¿ ¯®¨-

¬ ¥²±¿ ¥ ®²«¨·¨¥ ¢ ®¶¥ª µ ¨±²®°¨ª ¬¨ ±®¡»²¨©, ² ª®¥ ¢±²°¥· ¥²±¿ ¯®¢±¥-

¬¥±²®,   ¯®«®¥ ®²±³²±²¢¨¥ ¢ ®¤®¬ ³·¥¡¨ª¥ ²®£®, ·²® ¯¨¸¥²±¿ ¢ ¤°³£®¬,

¨  ®¡®°®². � ¯°¨¬¥°³, ¢ ®¤®¬ ³·¥¡¨ª¥ ¯¨¸¥²±¿ ® ²°¥µ±®²«¥²¥¬ ² ² °®-

¬®£®«¼±ª®¬ ¨£¥,  ¢¨±¸¥¬  ¤ �³±¼¾,   ¢ ¤°³£®¬ £®¢®°¨²±¿ ® ¬®£®« µ ª ª ®

°³±±ª¨µ ¢®¨ µ, ª®²®°»¥   ¯°®²¿¦¥¨¨ 100-200 «¥² ¢¥«¨ § ¢®¥¢ ¨¿ ¢ �¢°®¯¥,

�¨¡¨°¨ ¨ �¨² ¥.

�¥², ±ª ¦³² ¨±²®°¨ª¨, ² ª®¥ ¥¢®§¬®¦®. �®·¥¬³? �  ¯°®±²® ¯®²®¬³, ®²-

¢¥²¿² ®¨, ·²® ¯®ª®«¥¨¿ ±¥°¼�¥§»µ ¨±²®°¨ª®¢ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ª°®¯®²«¨¢®£® ¨

²¿¦¥«®£® ²°³¤  ¯® ª°³¯¨¶¥ ±®¡° «¨ ¢®¥¤¨® ¨¬¥® ²³ ª °²¨³ ¯°®¸¥¤¸¥£®

°³±±ª®£®  °®¤ , ª®²®°³¾ ¬» ¢±¥ ·¨² ¥¬ ¢ ¸ª®«¼»µ ¨ ¢³§®¢±ª¨µ ³·¥¡¨ª µ.

�®¿²®?

�°¨§ ¾±¼ { ¤ , ¯®¿²®, ® ¥ ®·¥¼. �±¥ ª°³¯¨¶»-²® ±®¡° «¨? �¥ ²¥°¿«¨

·¥£®-¨¡³¤¼ ¢ ¯³²¨? �¥ ®²¡° ±»¢ «¨, ¥ ®²¡° ª®¢»¢ «¨ ¥¯®° ¢¨¢¸¨¥±¿ ª°³-

¯¨ª¨? �¥°¿«¨, ®²¡° ±»¢ «¨... � ¯®·¥¬³ ±®¡¨° «¨ ¢ ®¤³ ª³·³,   ¥ ¢ ¤¢¥ ¨«¨

²°¨ ° §»µ? �²ª³¤  ² ª®¥ ±²°¥¬«¥¨¥? �®¦¥², �±¥«¥ ¿ ³±²°®¥  ±«®¦¥¥,

¨ ±«¥¤®¢ «® ²°³¤¨²¼±¿   ¥±ª®«¼ª® Àª³·Á? �®£¤  ¬®¦® ¡»«® ¡» ¯°¨±²°®¨²¼

¨ ¥¯®° ¢¨¢¸¨¥±¿ ª°³¯¨¶». �®¥·®, ½²® ¢¥«® ¡» ª ° §»¬, ¨ ¯®¤· ± ¢§ ¨-

¬®¨±ª«¾· ¾¹¨¬ ª °²¨ ¬ ¯°®¸«®£®. � �®±±¨¨ ¢®§¨ª«¨ ¡» ° §»¥ ¨±²®°¨¨,

¨·¥£® ¨«¨ ¯®·²¨ ¨·¥£® ¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ®¡¹¥£® ° ±±ª §» ® ¥¥ ¯°®¸«®¬. À�¡¹¥¥Á

¯°®¸¥¤¸¥¥ ° ±±»¯ «®±¼ ¡»   À· ±²»¥Á ¥¯®µ®¦¨¥ À¯°®¸«»¥Á.

À� ª®£® ¡»²¼ ¥ ¬®¦¥²!Á { ¥±²¥±²¢¥»© ª°¨ª ¤³¸¨, ¯°¨¢»ª¸¥© ª ¯®°¿¤ª³

¨ ¯®ª®¾. �® ±²®¨² «¨ ¯³£ ²¼±¿ ¯°®¸«®£®, ±³¹¥±²¢³¾¹¥£® ¢ ¬®¦¥±²¢¥ ° §«¨·-

»µ ¨ ¯°®²¨¢®°¥·¨¢»µ ¢ °¨ ² µ? �¥ ²¥°¿¥¬ «¨ ¬» ·¥£®-²® ®·¥¼ ¢ ¦®£®,

¨¤¿ ¯® ²°³¤®¬³ ¯³²¨ ¯®§ ¨¿ ¬¨° , ¥ ¢¨¤¿ ¬®£®¢ °¨ ²®±²¨ ¨±²®°¨¨?

c
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1. � ª®» ¢°¥¬¥¨

À�±®¢»¬ ¢®¯°®±®¬, ®±®¢®© ¯®±»«ª®© ¢±¿ª®© ´¨«®±®´¨¨ ¨±²®°¨¨ ¿¢«¿¥²±¿,

¥±®¬¥®, ¢®¯°®± ® § ·¥¨¨ ¢°¥¬¥¨, ® ¯°¨°®¤¥ ¢°¥¬¥¨, ¯®²®¬³ ·²® ¨±²®-

°¨¿ ¥±²¼ ¯°®¶¥±± ¢® ¢°¥¬¥¨... �¬¥¥² «¨ ¢°¥¬¿ ¬¥² ´¨§¨·¥±ª®¥ § ·¥¨¥? �¢¿-

§ ® «¨ ± ¢°¥¬¥¥¬ ·²®-²® ±³¹¥±²¢¥®¥, ¨¤³¹¥¥ ¤® £«³¡®· ©¸¥£® ¿¤°  ¡»²¨¿,

¨«¨ ¢°¥¬¿ ¥±²¼ «¨¸¼ ´®°¬  ¨ ³±«®¢¨¥ ¤«¿ ¬¨°  ¿¢«¥¨©, ¤«¿ ¬¨°  ´¥®¬¥ «¼-

®£®? �¢¿§ ® «¨ ®® ± ¯®¤«¨»¬ ¡»²¨¥¬, ¨«¨ ¢°¥¬¿ ²®«¼ª® ´¥®¬¥®«®£¨·®,

±¢¿§ ® ²®«¼ª® ± ¿¢«¥¨¥¬ ¨ ¥ ° ±¯°®±²° ¿¥²±¿   ¢³²°¥¾¾ ±³¹®±²¼ ¡»-

²¨¿,   ¢³²°¥¥¥ ¥£® ¿¤°®?Á (�.�¥°¤¿¥¢, [1, ±.50]).

�¥«¼§¿ ¯®§ ²¼ ±³¹®±²¨ ¨±²®°¨¨, ¥ ¯®¿¢ ¯°¨°®¤» ¢°¥¬¥¨. À�²® ¦¥ ² -

ª®¥ ¢°¥¬¿? �±«¨ ¨ª²® ¬¥¿ ®¡ ½²®¬ ¥ ±¯° ¸¨¢ ¥², ¿ § ¾, ·²® ² ª®¥ ¢°¥¬¿;

¥±«¨ ¡» ¿ § µ®²¥« ®¡º¿±¨²¼ ±¯° ¸¨¢ ¾¹¥¬³ { ¥², ¥ § ¾Á (�« ¦¥»© �¢-

£³±²¨ [2, ±.327]). �¥ ¯®½²®¬³ «¨ ¥² ª¨£ ¯® ¨±²®°¨¨, ª®²®°»¥  ·¨ «¨±¼ ¡»

± ° ±±ª §  ® ²®¬, ·²® ² ª®¥ ¢°¥¬¿, ª ª®¢» ¥£® § ª®», ¨ ª ª ¢ ±¨«³ ½²¨µ § ª®-

®¢ ° ±ª°»¢ ¥²±¿ ¯¥°¥¤  ¬¨ ¯°®¸«®¥. � ¨¥ § ª®®¢ ¢°¥¬¥¨, ¥£® ±³¹®±²¨

¯®§¢®«¿¥² ¯° ¢¨«¼¥¥ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ¯°®¸¥¤¸¥¥, ².¥. ¨±²®°¨¾. �±²®°¨ª¨

¡®«¼¸¥ ¤®¢¥°¿«¨ ±¢®¥¬³ ®±®§ ¨¾ ¢°¥¬¥¨, ¤®¢¥°¿«¨ ®¯¨± ¨¿¬ ±¢®¨µ ¯°¥¤-

¸¥±²¢¥¨ª®¢, ª®²®°»¥ ±²°®¨«¨ ±¢®¨ ° ±±ª §» ® ¯°®¸¥¤¸¥¬, ².¥. ¯¨± «¨ ±¢®¨

¨±²®°¨¨, ² ª¦¥   ®±®¢¥ ±¢®¥£® ¨¤¨¢¨¤³ «¼®£® ±®§ ¨¿ ¢°¥¬¥¨. �® ½²®£®

¬ «®. � ±¢®©±²¢ µ ¢°¥¬¥¨, ¥ ¢¯¨±»¢ ¾¹¨µ±¿ ¢ ° ¬ª¨ ¨¤¨¢¨¤³ «¼®£® ·¥«®-

¢¥·¥±ª®£® ±®§ ¨¿, ¬®£® ·¥£® ¢ XX ¢¥ª¥ ³§ «¨, ª ¯°¨¬¥°³, ´¨§¨ª¨. �¥ ¬®¦¥²

¡»²¼ ±¥°¼¥§®© ¨±²®°¨·¥±ª®©  ³ª¨, ¯»² ¾¹¥©±¿ ¯®§ ²¼ ¨±²®°¨¾, ¡¥§ ®¯®°»

  ®¢»¥ § ¨¿, ª ± ¾¹¨¥±¿ ¯°¨°®¤» ¢°¥¬¥¨.

�®§ ¨¥ ±¢®©±²¢ �°¥¬¥¨ ¬®¦¥² ¯°®¨±µ®¤¨²¼ ¥ ²®«¼ª® ¯®±°¥¤±²¢®¬ ´¨-

«®±®´¨¨ ¨ ´¨§¨ª¨. �±«¨ ¢¨¬ ²¥«¼® ·¨² ²¼ ª¨£¨ ¯® ¨±²®°¨¨, ²® ¬®¦® ±´®°-

¬³«¨°®¢ ²¼ ¥ª®²®°»¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿, ª®²®°»¥  §®¢¥¬ § ª® ¬¨ �°¥¬¥¨ [3, 4].

�ª ¦¥¬ ¥ª®²®°»¥ ¨§ ¨µ.

� ª® ® ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ®¯¨± ¨¿. �¥¬ ¬¥¼¸¥ ®²°¥§®ª ¢°¥¬¥¨ ¨±-

±«¥¤³¥¬®£® ¨±²®°¨·¥±ª®£® ±®¡»²¨¿, ²¥¬ ¡®«¼¸¥ ¯®¤°®¡®±²¥©, ®²¾¤¼ ¥

®¡¿§ »µ ¡»²¼ ¥¯°®²¨¢®°¥·¨¢»¬¨.

�«¨ ±¨¬¢®«¨·¥±ª¨:

�D�t � c

1

;

£¤¥ �D { ¨±²®°¨·¥±ª ¿ ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¼, ².¥. ·¨±«® ° ±µ®¦¤¥¨© ¢ ®¯¨± ¨¨

¨±²®°¨·¥±ª®£® ±®¡»²¨¿, § ¨¬ ¾¹¥£® ¢°¥¬¥®© ®²°¥§®ª �t; ·¨±«® ¯°®²¨¢®-

°¥·¨¢»µ ¤¥² «¥©, ª ± ¾¹¨µ±¿ ¨±²®°¨·¥±ª®£® ¤¥©±²¢¨¿, ¯°¨µ®¤¿¹¥£®±¿   ¢°¥-

¬¥®© ®²°¥§®ª �t, c

1

{¥ª®²®° ¿ ª®±² ² .

�²®² § ª® ¿¢«¿¥²±¿ ®±®¢®© ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¬®£®¢ °¨ ²®© ¨±²®°¨¨,

¢¥¤¼ ® ®§ · ¥², ·²® ·¨±«® ¯°®²¨¢®°¥·¨¢»µ ´ ª²®¢  ° ±² ¥² ¯® ¬¥°¥ ²®£®,

ª ª ¬» ¯»² ¥¬±¿ ¡®«¥¥ £«³¡®ª® ¨§³·¨²¼ ª®ª°¥²³¾ ¨±²®°¨·¥±ª³¾ ½¯®µ³. �°¨-

·¥¬ ±¨²³ ¶¨¿ ²¥¬ µ³¦¥, ·¥¬ ¬¥¼¸¨© ®²°¥§®ª ¢°¥¬¥¨ § ¨¬ ¥² ½²  ½¯®µ .

� ª® ® ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ¨±²®°¨·¥±ª®£® ®¯¨± ¨¿ ¤¥©±²¢³¥² ²®«¼ª® ¯°¨
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³±«®¢¨¨ ¢»¯®«¥¨¿ § ª®  { § ª®  ® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¨ ½¯®µ.

� ª® ® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¨ ½¯®µ. �±²®°¨·¥±ª ¿ ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¼ ²¥¬

¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¤ «¼¸¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ®²±²®¨² ¨±±«¥¤³¥¬ ¿ ½¯®µ  ®² ±®¢°¥¬¥®©.

�¨¬¢®«¨·¥±ª¨ ½²®² § ª® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

�D � c

2

��;

£¤¥ �� { ¨²¥°¢ « ¢°¥¬¥¨ ¬¥¦¤³ ±®¢°¥¬¥®© ¨ ¨±±«¥¤³¥¬®© ½¯®µ ¬¨, c

2

{

¥ª®²®° ¿ ª®±² ² .

�®¢»© § ª® ®§ · ¥², ·²® ¤«¿ ¢®±±² ®¢«¥¨¿ ±®¡»²¨©   ¥ª®²®°®¬ ¬ -

«®¬ ¢°¥¬¥¨ ¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» ¨²¥°¥±³¾¹ ¿ ½¯®µ  ¡»«  ¥ ±«¨¸ª®¬ ¡«¨§ª®©

ª ²¥ª³¹¥©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®±² ¾²±¿ ±«®¦®±²¨ ¯°¨ ° ±±«¥¤®¢ ¨¨ ¯°¥±²³¯-

«¥¨© ± ¡®«¼¸¨¬ ±°®ª®¬ ¤ ¢®±²¨; ·¥¬ ¡®«¥¥ ¤°¥¢¨¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥±²³¯«¥¨¥,

²¥¬ ¡®«¼¸¥ ° §®·²¥¨© ¨ ¬¥¼¸¥ ¸ ±®¢ ¤®ª®¯ ²¼±¿ ¤® ¨±²¨». �¯°®·¥¬, ¢

§ ª®®¤ ²¥«¼±²¢ µ ¬®£¨µ ±²°  ½²® ³·¨²»¢ ¥²±¿: §  ¤ ¢¨¥ ¯°®±²³¯ª¨ ¥  -

ª §»¢ ¾². �§ § ª®  ® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¨ ½¯®µ ±«¥¤³¥²:  ¤¥¿²¼±¿   ¯®²®¬ª®¢,

·²® ®¨ ¤®ª®¯ ¾²±¿ ª®£¤ -¨¡³¤¼ ¤® ¨±²¨», ¥ ¯°¨µ®¤¨²±¿.

� ·¥¬ £®¢®°¿² ±´®°¬³«¨°®¢ »¥ § ª®» ¢°¥¬¥¨? �¨ £®¢®°¿² ® ¥-

¢®§¬®¦®±²¨ ¢®±±² ®¢«¥¨¿ �°®¸«®£®. �±±«¥¤®¢ ²¥«¼ ¬®¦¥² ° §° ¡ ²»¢ ²¼

«¨¸¼ ¢ °¨ ² �±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨, ® ª ª¨¬ ¡» ¨ ¡»« ½²®² ¢ °¨ ², ½²®²

° ±±ª § ® �°®¸¥¤¸¥¬, «®£¨·»¬ ¨ ª ³§ «¼® ±²°®©»¬, ® ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¤®-

±²®¢¥°»¬, ª®«¼ °¥·¼ § µ®¤¨² ® ¤®±² ²®·® ®²¤ «¥»µ ®²  ¸¥£® ¢°¥¬¥¨

½¯®µ µ. �®§¬®¦» ¨ ¤°³£¨¥ ¢ °¨ ²» �±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨; ¨µ À¥°¥ «¼®±²¼Á,

À ¤³¬ ®±²¼Á ¢ ¡®«¼¸®© ¬¥°¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ § ª®®¬¥°®±²¿¬¨ ±®¶¨ «¼®©

¯±¨µ®«®£¨¨ ¨ ¨¤¨¢¨¤³ «¼®© ¯±¨µ¨ª¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¥©, ¯¨¸³¹¨µ ³·¥¡¨ª¨ ¯®

¨±²®°¨¨.

2. �®¤¥«¨

� °¨ ² ¨±²®°¨¨ �®±±¨¨ ¯®¤®¡¥ ª¨£¥, ³ ª®²®°®©  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®© ±²° -

¨¶» ¢±¥ «¨±²» ·¨±²»¥, { ½²® ¡³¤³¹¥¥. � ·¨±²»¥ «¨±²» ¢¯¨±»¢ ¥²±¿ ®¢¥©¸ ¿

¨±²®°¨¿. � ² ª®© ª¨£¥-¢ °¨ ²¥  · «® ° ±²°¥¯ «®±¼, ° §¢ «¨«®±¼, · ±²¼ «¨-

±²®¢ ¯®²¥°¿®, · ±²¼ ®¡£°»§«¨ ¬»¸¨,   ¬®£¨¥ § ¨¬±²¢®¢ » ¨§ ¤°³£¨µ ª¨£-

¢ °¨ ²®¢. � ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨, ¯® ¬¥°¥ ¢¯¨±»¢ ¨¿ ²¥ª±²  ¢ ·¨±²»¥ «¨±²»,

ª ² ±²°®´¨·¥±ª®¥ ±®±²®¿¨¥  · «  ª¨£¨ ¯°®£°¥±±¨°³¥² ¨ § µ¢ ²»¢ ¥² ¢±¥

®¢»¥ ¨ ®¢»¥ ° §¤¥«», ¯°®¤¢¨£ ¿±¼ ¯® ±²° ¨¶ ¬ ¢¯¥°¥¤... �¥ «¼®±²¼ ª¨£¨-

¢ °¨ ²  ±¢¿§   ± ²¥¬, ·²® ¥¥ ®¢¥©¸ ¿ · ±²¼ { ½²® À±¥£®¤¿Á � ¡«¾¤ ²¥«¿,

ª®²®°®¬³ ¤ ® ¥£® ®±®§ ²¼: À±¥£®¤¿Á ¤°³£¨µ ª¨£-¢ °¨ ²®¢ ® ¥ ¢¨¤¨², ®

¬®¦¥² ¯®§ ¢ ²¼ ¯°®¸«®¥ ¥ ²®«¼ª® ±¢®¥© ª¨£¨-¢ °¨ ² , ® ¨ ±®±¥¤¨µ ...

�°®¸«®¥ À·³¦¨µÁ ª¨£-¢ °¨ ²®¢ ±² ®¢¨²±¿ ¤«¿ � ¡«¾¤ ²¥«¿ ±²®«¼ ¦¥ °¥-

 «¼»¬, ª ª ¨ ±¢®¥ ±®¡±²¢¥®¥ (°¨±.1)! �®¯»²ª¨ °¥±² ¢° ¶¨¨ ª¨£¨ ¡¥§ ³·¥² 
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�¨±. 1

À�®³±»Á  ¡«¾¤ ¥¬®±²¨ ¯°®¸«®£® � ¡«¾¤ ²¥«¿¬¨. �®±² ª®«¨·¥±²¢  À®¡¹¨µÁ

´ ª²®¢ ¯® 1380 £. ¢ ¤¢³µ ° §»µ ¢ °¨ ² µ, ¤®±²³¯»µ ±®®²¢¥²±²¢¥® � ¡«¾-

¤ ²¥«¾ 1 ¨ � ¡«¾¤ ²¥«¾ 2. � 1900 £. ®¡¹¨¬ ¿¢«¿¥²±¿ ´ ª² �, ® ³¦¥ ¢ 2000

£. À®¡¹¨¬¨Á ¡³¤³² ´ ª²», «¥¦ ¹¨¥   ®²°¥§ª¥ [A;B]. � ª²» ®²°¥§ª  [A;B]

� ¡«¾¤ ²¥«¼ 1 ¬®¦¥² ¢ª«¾· ²¼ ¨µ ¢ ±¢®¾ ª¨£³-¢ °¨ ², µ®²¿ ®¨ ¤®±²®¿¨¥

ª¨£¨-¢ °¨ ²  � ¡«¾¤ ²¥«¿ 2

±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¤°³£¨µ ª¨£-¢ °¨ ²®¢ (  ½²® ¨ ¥±²¼ ²° ¤¨¶¨®»© ¢ ¨±²®-

°¨·¥±ª®©  ³ª¥ ¯³²¼ ±®§¤ ¨¿ ³·¥¡¨ª  ¤°¥¢¥© ¨±²®°¨¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£®

¤ ®© ª¨£¥-¢ °¨ ²³) ¨ ª ·¥¬³ µ®°®¸¥¬³ ¥ ¯°¨¢®¤¨². �¥±² ¢° ²®° ¯»² -

¥²±¿ ³¯®°¿¤®·¨²¼, ±«¥¤³¿ À«®£¨ª¥ ±®¡»²¨©Á, ¯¥°¥¯³² »¥ «¨±²», ±³¤®°®¦®

¨¹¥² ¯°®¯ ¢¸¨¥, ¢®±¯°¨¨¬ ¥² ª ª ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ¨§ · «¼® ¤ ®© ª¨£¥

¢«¥²¥¢¸¨¥ ¢ ¥¥ ®²¤¥«¼»¥ À·³¦¨¥Á «¨±²» ¨ ².¤. �¥°  ¢ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ³¨-

ª «¼®© ª¨£¨-¢ °¨ ²  ¯°¨¢¥¤¥²  ¢²®°  ³·¥¡¨ª  ª ²®¬³, ·²® ®, ± ¬ ²®£®

¥ ¦¥« ¿,  ·¥² ¯°®¯³±ª ²¼ ¥³£®¤»¥ «¨±²», ².¥. ¥ ¢¯¨±»¢ ¾¹¨¥±¿ ¢ ¥£®

«®£¨·¥±ª³¾ ¨ ª ³§ «¼³¾ ª °²¨³ À� ±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨Á,   ¨§ ³£®¤»µ ±®±² -

¢«¿²¼ ²¥ª±² ³·¥¡¨ª . �® ±³²¨ ¤¥« , ½²® ³¦¥ ¡®«¼¸¥ ¯®µ®¤¨²   ¯®¤£®ª³ ¯®¤

§ £®²®¢«¥³¾ ±µ¥¬³, ·¥¬    ³·®¥ ¨§»±ª ¨¥. �¥§ ¨¥ § ª®®¢ ¢°¥¬¥¨

§ £®¿¥²  ¢²®°  ³·¥¡¨ª  { ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¿-¨±²®°¨ª  { ¢ ²³¯¨ª. � °¥§³«¼² ²¥

¢±¥¬  ¬ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¥ ¨±²®°¨¿  °®¤ ,   ¥¥ ¬¨´®«®£¨§¨°®¢ »© ¢ °¨ ².

�²® ² ª¨¥ � ¡«¾¤ ²¥«¨, ® ª®²®°»µ £®¢®°¨«®±¼ ¢»¸¥? � ª ª®©-²® ¬¥°¥ ½²®

¨±²®°¨·¥±ª®¥ ±®§ ¨¥ ®¡¹¥±²¢ , ª®²®°®¥  ±²°®¥®   ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥®¥

¢®±¯°¨¿²¨¥ ¨±²®°¨¨, ³±² ®¢¨¢¸¥¥±¿ ¢ ²¥·¥¨¥ ¤«¨²¥«¼®£® ¢®±¯¨² ¨¿ ¨ ®´¨-

¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬» ®¡° §®¢ ¨¿, ¢ ª®²®°»µ ³· ±²¢³¾² £®±³¤ °±²¢® ¨ ¨±²®°¨ª¨.

�®, ¤³¬ ¥²±¿, ±¬»±« ¢¢®¤¨¬»µ §¤¥±¼ ¯®¿²¨© À ¡«¾¤ ²¥«¼Á, À ¡«¾¤¥¨¥Á

¨ À°¥ «¼®±²¼ ª¨£¨-¢ °¨ ² Á ¡®«¥¥ £«³¡®ª¨© ¨ ¢¬¥±²¥ ± ½²¨¬ ¬¥¥¥ ¢±¥£®

®¡º¿±¨¬»©   ±¥£®¤¿¸¥¬ ½² ¯¥ ° §¢¨²¨¿ ²¥®°¨¨ ¬®£®¢ °¨ ²®© ¨±²®-

°¨¨. �®§¨ª«¨ ¯¥°¥·¨±«¥»¥ ¯®¿²¨¿ ¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® µ®·¥²±¿ ª ª-²® ° ±²®«-

ª®¢ ²¼ ±¥¡¥ ¨ ¤°³£¨¬ ²¥ § ª®» ¢°¥¬¥¨, ª®²®°»¥ ¥®¡µ®¤¨¬® ³·¨²»¢ ²¼ ¯°¨
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¢®±±®§¤ ¨¨ ª °²¨» �°®¸«®£®. � ¬¨ ½²¨ § ª®» ¢°¥¬¥¨ ¡»«¨ ±´®°¬³«¨°®-

¢ » ¢»¸¥. �¨ °¥§³«¼² ² £®«®© ½¬¯¨°¨¨, ®²° ¦¥¨¥ ¯°®¡«¥¬, ¢®§¨ª ¾¹¨µ

¯¥°¥¤ ¨±²®°¨ª ¬¨, ¡¼¾¹¨¬¨±¿  ¤ § £ ¤ª ¬¨ ¯°®¸«®£®. �®¦® ¬®£® ·¥£®

 ´ ² §¨°®¢ ²¼, ¯»² ¿±¼ ¯®¿²¼ ¯®¤®¯«¥ª³ ½²¨µ § ª®®¢, ® ¥ ¬¥¥¥ ¢ ¦®

±¤¥°¦ ²¼ ±¥¡¿, ¥ ¯®¤¤ ¢¸¨±¼ ±®¡« §³ ¯®±²°®¥¨¿ £¨¯®²¥§, ¢ ª®²®°»µ ¥²

®±²°®© ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨.

�®£¨¥ § ¤ ·¨, ²°¥¡³¾¹¨¥ ¯°¨¢«¥·¥¨¿ ±®¢°¥¬¥»µ § ¨© ® ¢°¥¬¥¨, °¥-

¸ ¾²±¿   ®±®¢¥ ¬®£®¬¥°»µ ²¥®°¨© ¯°®±²° ±²¢ -¢°¥¬¥¨. �®½²®¬³ ¬®¦®

¯®¨±ª ²¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¬®¤¥«¼, ª®²®° ¿ ®²° ¦ ¥² ±¨²³ ¶¨¾ ± ¬®£®¢ -

°¨ ²®±²¼¾ ¨±²®°¨¨, ®¯¨± ³¾ ¢»¸¥ ¨ ¯°®¨««¾±²°¨°®¢ ³¾ ± ¯®¬®¹¼¾

°¨±.1. �°¨¡¥£¥¬ ª ¯¿²¨¬¥°®© ²¥®°¨¨ «®°¥¶¥¢»µ ¬®£®®¡° §¨©. �°¥¤±² ¢¨¬,

·²®  ¸  �±¥«¥ ¿,  ¸¥ ¯°®±²° ±²¢®-¢°¥¬¿ { ±«®© ¢ ±«®¥¨¨ ¯¿²¨¬¥°®£®

¬®£®®¡° §¨¿, ª®²®°®¥  §®¢¥¬ �¨¯¥°¯°®±²° ±²¢®¬, ¯®«³·¥®£® ¨§ ±«®¥¨¿

¤¢³¬¥°®£® ª®«¼¶ , ¨§®¡° ¦¥®£®   °¨±.2, ³¬®¦¥¨¥¬   IR

3

.

� ¸  �±¥«¥ ¿ ¨ ¬», ª ª ¥¥ � ¡«¾¤ ²¥«¨, ¥ ¥¤¨±²¢¥» ¢ ½²®© ¬ ²¥-

¬ ²¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ �°¥¬¥¨. � �¨¯¥°¯°®±²° ±²¢¥ ¥±²¼ ¨ À¤°³£¨¥Á ¬¨°». �¨

¯¥°¥¯«¥²¥» ±  ¸¨¬, ¯°¨·¥¬  ¸ ¬¨° ±®¯°¨ª ± ¥²±¿ ± À·³¦¨¬Á ¬¨°®¬, ¨  ¸¥

�°®¸«®¥ ¨ ¯°®¸«®¥ À·³¦®£®Á ¬¨°  ±¡«¨¦ ¾²±¿ ²¥¬ ±¨«¼¥¥, ·¥¬ ¤ «¼¸¥ ®²

� ±²®¿¹¥£® ®²±²®¿² ¯°®¸«»¥ ½¯®µ¨. �  °¨±. 2 ¯®ª § ®, ª ª ½²® ¬®¦¥² ¯°®¨±-

µ®¤¨²¼. �³²°¨ ª®«¼¶ , ª®²®°®¥ ¨§®¡° ¦ ¥² �¨¯¥°¯°®±²° ±²¢®, ¨§®£³²»¥

�¨±. 2

�®¤¥«¼ �¨¯¥°¯°®±²° ±²¢  ± ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨¬¨ ¯°®¸«»¬¨ ª¨£-¢ °¨ ²®¢

¨±²®°¨¨

«¨¨¨ { ½²® �±¥«¥»¥, ª ¦¤ ¿ ±® ±¢®¨¬ � ¡«¾¤ ²¥«¥¬. �¤  «¨¨¿ { ½²®  ¸

·¥²»°¥µ¬¥°»© �¨° 1, ¬» { � ¡«¾¤ ²¥«¼ 1. �¿¤®¬ { ·¥²»°¥µ¬¥°»© �¨° 2,

¥¬³ ®²¢¥· ¥² � ¡«¾¤ ²¥«¼ 2. � ¸¥  ±²®¿¹¥¥ { ²®·ª  X,  ±²®¿¹¥¥ �¨°  2 {

²®·ª  Y . �±«¨ ¬» ®²¯° ¢¨¬±¿ ¢ �°®¸«®¥ ¢ ±²°³¥ ±¢®¥£® ¢°¥¬¥¨, ²® ¡³¤¥¬ ¤¢¨-

£ ²¼±¿ ¯®  ¸¥¬³ �¨°³ 1 ¯°®²¨¢ ±²°¥«ª¨ ¯® «¨¨¨ 1,  ª°³·¨¢ ¿±¼ ¢±¥ ¡®«¥¥

¨ ¡®«¥¥   ®ª°³¦®±²¼ S. � «®£¨·® ³µ®¤ ¢ ¯°®¸«®¥ ¢ �¨°¥ 2 , «¨¨¨ 2 { ½²®
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¤¢¨¦¥¨¥ ¯® «¨¨¨ 2 ¯°®²¨¢ ±²°¥«ª¨ ± ¯®¤®¡»¬ ¦¥  ª°³·¨¢ ¨¥¬   ®ª°³¦-

®±²¼ S. �°®¸«»¥ ¤¢³µ ¬¨°®¢,  ª°³·¨¢ ¿±¼   ®ª°³¦®±²¼ S, ±¡«¨¦ ¾²±¿!

�²® ¯°¨ ½²®¬ ¬®¦¥² ¯°®¨±µ®¤¨²¼?

�«¿ ®²¢¥²    ½²®² ¢®¯°®± ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ £¥®¬¥²°®¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬¨ ¨¤¥¿¬¨

�¦.�¨«¥° , ° §° ¡®² »¬¨ ¨¬ ¯°¨ ±®§¤ ¨¨ ª¢ ²®¢®© ²¥®°¨¨ £° ¢¨² ¶¨¨.

�¬¯«¨²³¤³ ¢¥°®¿²®±²¨ ¯¥°¥µ®¤  ®² �¨°  1 ª �¨°³ 2 ¯°¥¤±² ¢¨¬ ± ¯®¬®¹¼¾

´¥©¬ ®¢±ª®£® ¨²¥£° «  ¯® 5-¬¥°»¬ £¨¯¥°¯°®±²° ±²¢ ¬:
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° ª²¥°¨§³¥² ¶¨ª«¨·®±²¼ ¯® ¯¿²®¬³ ¨§¬¥°¥¨¾ ¢ ²¥®°¨¨ � «³¶»-�«¥© ). �§
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®¡« ±²¨.

�®°¬³«  (3) ®§ · ¥², ·²® ª ª ²®«¼ª® ¯°®¸«»¥ �¨°®¢ 1 ¨ 2 ±¡«¨§¿²±¿ À¤®-

±² ²®·® ¡«¨§ª®Á , ´«³ª²³ ¶¨¨ ¬¥²°¨ª¨  ·³² ¬¥¿²¼ ²®¯®«®£¨¾ ¨ £¥®¬¥²°¨¾

�¨°®¢ 1 ¨ 2; ®¨  ·³² ±ª«¥¨¢ ²¼±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ª°®²®¢»µ ®° { ¯®¿¢¿²±¿ ²³-

¥«¼»¥ ¯¥°¥µ®¤» ¬¥¦¤³ ¬¨° ¬¨. �²® ®§ · ¥², ·²®   ¬¨ª°®³°®¢¥ ¯°®¸«»¥

½²¨µ ¤¢³µ ¬¨°®¢ ¥° §¤¥«¨¬». � ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥   ¬¨ª°®-

³°®¢¥ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¯®±«¥¤±²¢¨¿ ¨   ¬ ª°®³°®¢¥. � ª À¯°¨ª«¥¨¢ ¨¥Á °³·ª¨

ª ®¡« ±²¨ ± ±¨«¼»¬ £° ¢¨² ¶¨®»¬ ¯®«¥¬ ¯°¨¢®¤¨² ª ²¥¯«®¢®¬³ ª®±¬¨·¥-

±ª®¬³ ¨§«³·¥¨¾. �® ½²® ¤ «¥ª® ¥ ¢±¥ ¯®±«¥¤±²¢¨¿ À¢±¯¥¨¢ ¨¿Á £¥®¬¥²°¨¨ ¨

²®¯®«®£¨¨   ¬¨ª°®³°®¢¥.

� ·¥ £®¢®°¿, ¯°®¸«»¥ À° §»µÁ ¬¨°®¢ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾²! �°®¸«®¥ ±² ®-

¢¨²±¿ ®¡¹¨¬.

�¨±. 2 ¥±²¼ ¨·²® ¨®¥ ª ª ¯®¯»²ª  ´®°¬ «¨§®¢ ²¼ ²®, ·²® ¡»«® ¨§®¡° -

¦¥® ¡»«®   °¨±.1. �» ¯¨± «¨ ¢»¸¥ ±«®¢  À·³¦®©Á, À° §»¥Á ¢ ª ¢»·ª µ, ¨¬¥¿

¢ ¢¨¤³ ²®, ·²® ¥ ² ª¨¥ ³¦ ®¨ ·³¦¨¥ ¨ ° §»¥. �¨° 1 { ½²® ª¨£ -¢ °¨ ²

�±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨ 1, �¨° 2 { ª¨£ -¢ °¨ ² �±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨ 2. �®§¬®¦®,

·²® À° §»¥Á ¬¨°» { ±³²¼ ° §»¥ ´¨§¨·¥±ª¨¥ ±®±²®¿¨¿  ¸¥© �±¥«¥®©. �®§-

¬®¦®... �¨¯®²¥§, ¯®¤° ¦ ¿ �¼¾²®³, ¥ ±²°®¨¬.

�¡° ¹¥¨¥ ª ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¯°®±²° ±²¢ -¢°¥¬¥¨, ª®²®° ¿ ¯°¥¤-

±² «  ¯¥°¥¤  ¬¨ ¢ ¢¨¤¥ °¨±.2, { ½²® ®¡° ¹¥¨¥ ª ¬®¤¥«¿¬ �°¥¬¥¨. �²¨ ¬®¤¥«¨

±«®¦», ¨µ ²®·®¥ ®¯¨± ¨¥ ²°¥¡³¥² ¯°¨¢«¥·¥¨¿ ± ¬®© ±®¢°¥¬¥®© ¬ ²¥¬ -

²¨ª¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®² ·¨² ²¥«¿, ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¢®±¯°¨¿²¼ ½²¨ ¬®¤¥«¨ ¨
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¯®¿²¼ ±³¹®±²¼ ®²° ¦¥»µ ¢ ¨µ ±¢®©±²¢ �°¥¬¥¨, ²°¥¡³¥²±¿ § ¨¥ ¨§®-

¹°¥®© ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ª®¶  XX ¢¥ª . �¤®© ¨§ ±²®°® ±®¢°¥¬¥»µ £¥®¬¥²°¨-

·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥© ¯°®±²° ±²¢ -¢°¥¬¥¨, ± ¬®¬¥²  ¯®¿¢«¥¨¿ ± ¬®£® ²¥°¬¨ 

À¯°®±²° ±²¢®-¢°¥¬¿Á ¢ °¥¢®«¾¶¨®®© ±² ²¼¥ �¥°¬   �¨ª®¢±ª®£® ¢ 1908

£®¤³, ¿¢«¿¥²±¿ ®²ª°»²¨¥ ´ ª²   ¡±®«¾²®±²¨ �¨°  ±®¡»²¨©, ª®£¤  �°®¸«®¥,

� ±²®¿¹¥¥ ¨ �³¤³¹¥¥ ¯°¨±³²±²¢³¾² ¢ ¬®¤¥«¨-£¥®¬¥²°¨¨   ° ¢»µ ³±«®¢¨¿µ,

ª ª ¥° §°»¢»¥ · ±²¨ ¥¤¨®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© À´®°¬»Á, ² ª®© ª ª,  ¯°¨¬¥°,

À´®°¬ Á, ¯°¥¤±² ¢«¥ ¿   °¨±.2. �®·ª¨ �¨°  1 { ¥ ·²® ¨®¥ ª ª ¨±²®°¨·¥-

±ª¨¥ ±®¡»²¨¿, ª®²®°»¥ ¡»«¨, ¥±²¼ ¨ ¡³¤³², ® ¬» ¨µ ¢¨¤¨¬ ±° §³ ¢±¥ ¢¬¥±²¥.

�®½²®¬³   ¢®¯°®± �« ¦¥®£® �¢£³±²¨  À� ª ¬®£³² ¡»²¼ ½²¨ ¤¢  ¢°¥¬¥¨,

¯°®¸«®¥ ¨ ¡³¤³¹¥¥, ª®£¤  ¯°®¸«®£® ³¦¥ ¥²,   ¡³¤³¹¥£® ¥¹¥ ¥²?Á ¬®¦® ®²-

¢¥²¨²¼ ¯°®±²®: À�®£³² ¡»²¼, ¯®±ª®«¼ª³, ª ª ¯®ª §»¢ ¾² ¬®¤¥«¼   °¨±.2, ¨

¯°®¸«®¥ ¥±²¼, ¨ ¡³¤³¹¥¥ ¥±²¼, ¨ ®¨ «¥¦ ² °¿¤®¬ ±  ±²®¿¹¨¬Á. � ª¨¬ ®¡° -

§®¬, ¬¥¿¥²±¿ ¢¨¤¥¨¥ �°®¸«®£®,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ ° ±±ª § ® ¥¬, ².¥. ¨±²®°¨¿.

�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¬¥¿¥²±¿ ¢¨¤¥¨¥ �±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨. �®£®¬¥°»¥ ²¥®°¨¨

¯°®±²° ±²¢ -¢°¥¬¥¨ § ±² ¢«¿¾²  ± £®¢®°¨²¼ ® ¬®£®¢ °¨ ²®±²¨ ¨±²®°¨¨.

�¨±. 3

�®¤¥«¼ ¯°®±²° ±²¢ -¢°¥¬¥¨, ¢ ª®²®°®¬ �°®¸«®¥ À ¬ ²»¢ ¥²±¿Á   � ±²®¿-

¹¥¥ ¢ �¨¯¥°¯°®±²° ±²¢¥. � � ±²®¿¹¨¬ À¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾²Á «¨¸¼ ±²°®£® ®¯°¥-

¤¥«¥»¥ ½¯®µ¨ �°®¸«®£®

�°¥¤±² ¢¨¬ ¥¹¥ ®¤³ ¬®¤¥«¼ ¯°®±²° ±²¢ -¢°¥¬¥¨ (°¨±.3). � ½²®© ¬®¤¥«¨

¯°®¸«®¥ À ¬ ²»¢ ¥²±¿Á ¢ �¨¯¥°¯°®±²° ±²¢¥    ±²®¿¹¥¥; ·¥¬ ¡®«¥¥ ¤ «¥-

ª¨¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¸«®¥, ²¥¬ ¡«¨¦¥ ®® ª  ¸¥¬³ � ±²®¿¹¥¬³. �¥°¨¿ ¯°®¸«»µ

½¯®µ ¯°¨¡«¨¦¥  ª  ±²®¿¹¥¬³ À¤®±² ²®·® ¡«¨§ª®Á . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®¨ ¢§ -

¨¬®¤¥©±²¢³¾² ± � ±²®¿¹¨¬. �²® ¯°¨¢¨«¥£¨°®¢ »¥ ½¯®µ¨ �°®¸«®£®.

� ª ·²® ¦¥ ² ª®¥ ¢ °¨ ² ¨±²®°¨¨? �³±²¼ V { ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ ¨±²®°¨·¥-

±ª¨µ ±®¡»²¨©, ª®²®°»¥ ¡»«¨, ¥±²¼ ¨ ¡³¤³² ¢® �±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨. �¡®§ ·¨¬
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·¥°¥§ I ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¨±²®·¨ª®¢. �¥¦¤³ ¨±²®°¨·¥±ª¨¬¨ ±®¡»²¨¿¬¨ ¨ ¨±²®·-

¨ª ¬¨ ±³¹¥±²¢³¾² ¥ª®²®°»¥ ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥»¥ ®²®¸¥¨¿. �±²®·¨ª¨ ±

²®·ª¨ §°¥¨¿ ¨±²®°¨ª  ¯®¤²¢¥°¦¤ ¾² À°¥ «¼®±²¼Á, ¢®§¬®¦®±²¼ ±®¡»²¨¿. �¥

¨±ª«¾· ¥²±¿ ¢ª«¾·¥¨¥ ¨±²®°¨ª ¬¨ ¢ ³·¥¡¨ª ¨±²®°¨¨ ±®¡»²¨©, ¥ ¯®¤ª°¥¯-

«¥»µ  ¤¥¦»¬¨ ¨±²®·¨ª ¬¨, ¨  ¯°®²¨¢, ¬®£³² ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¨±²®·¨ª¨,

¥ ±¢¿§ »¥ ± ª®ª°¥²»¬¨ ¨±²®°¨·¥±ª¨¬ ±®¡»²¨¿¬¨ (½²® ¨±²®·¨ª¨, ª®²®-

°»¬ À¥  ©¤¥® ®¡º¿±¥¨©Á).

�² ®¤®£® ±®¡»²¨¿ ª ¤°³£®¬³ ±®¡»²¨¾ ¨±²®°¨ª ¯°®ª« ¤»¢ ¥² ¶¥¯®·ª¨

¯° ¢¤®¯®¤®¡»µ ° ±±³¦¤¥¨©, ±«¥¤³¿, ª ª ® ¢»° ¦ ¥²±¿, «®£¨ª¥ ±®¡»²¨©. �²¨

¶¥¯®·ª¨ ¬®£³² ¢ª«¾· ²¼ ¨ ¤°³£¨¥ ±®¡»²¨¿. �« ¢»¬ §¤¥±¼ ¿¢«¿¥²±¿ À¦¥«¥§ ¿

«®£¨ª Á ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¿ ¨ ®¯®°    ¯°¨·¨®-±«¥¤±²¢¥»¥ ±¢¿§¨ ¬¥¦¤³ ±®¡»²¨-

¿¬¨ (¥¢ ¦®, ¿¢«¿¾²±¿ «¨ ½²¨ ±¢¿§¨ °¥ «¼»¬¨ ¨«¨ £¨¯®²¥²¨·»¬¨). � ª¨¬

®¡° §®¬, ¥®¡µ®¤¨¬® ¢¢¥±²¨ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ ² ª¨µ ¯°¨·¨-

»µ ¶¥¯®·¥ª C.

� ª®¥¶, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¯®¿²¨¥, ª ª ¤ ²¨°®¢ª  ±®¡»²¨©. � ²¥¬ ²¨·¥-

±ª¨ ½²® ®§ · ¥²  «¨·¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¨§ ¬®¦¥±²¢  ±®¡»²¨©   ¢¥¹¥±²¢¥-

³¾ ¯°¿¬³¾ IR. �³¹¥±²¢³¥² «¨ ³¨¢¥°± «¼ ¿ µ°®®«®£¨¿, ².¥. ®²®¡° ¦¥¨¥

d : V ! IR ² ª®¥, ·²® ¢ ¯°¨·¨»µ ¶¥¯®·ª µ ±®¡»²¨¿-¯°¨·¨» ¨¬¥¾² ¡®«¥¥

° ¨¥ ¤ ²», ·¥¬ ±®¡»²¨¿-±«¥¤±²¢¨¿, { ¢®¯°®± ¨²¥°¥±»©, ®, ¯® ¢±¥© ¢¨¤¨-

¬®±²¨, ®²¢¥²   ¥£® ¤®«¦¥ ¡»²¼ ®²°¨¶ ²¥«¼»¬.

� ¡®° < V;I; C; d > { ½²® ³¨¢¥°± «¼ ¿ ¢±¥®¡º¥¬«¾¹ ¿ À�®¦¥±²¢¥ ¿

�±²®°¨¿Á.

� °¨ ² �±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨ { ½²® ·¥²¢¥°ª  < V

0

;I

0

; C

0

; d

0

>, £¤¥ V

0

� V;,

I

0

� I, C

0

� C, ².¥. ¯®¤¬®¦¥±²¢  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ³¨¢¥°± «¼»µ ¬®¦¥±²¢,

  d

0

: V

0

! IR { µ°®®«®£¨¿ ±®¡»²¨©, ².¥. ¥ª®²®°»© ±¯®±®¡ ¤ ²¨°®¢ ¨¿ ±®¡»-

²¨©. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ °¨ ² ¨±²®°¨¨ ±²°®¨²±¿ §  ±·¥² ®²¡®°  ±®¡»²¨©, ¨±²®·-

¨ª®¢ ¨ ¯°¨·¨»µ ¶¥¯®·¥ª, ª®²®°»¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ª ª ¥¤¨®¥ ¶¥«®¥. �®«-

»© ¢ °¨ ² ¨±²®°¨¨ ¤®«¦¥ ¢®±¯°¨¨¬ ²¼±¿ ª ª ¢¯®«¥ ¢®§¬®¦ ¿ ª °²¨ 

·¥«®¢¥·¥±ª®© ¨±²®°¨¨, ±ª®«¼ ¡» ¥®¡»·®© ®  ¥ ¯®ª § « ±¼. �°¨ ¯°¨¢«¥·¥¨¨

£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥© ¤«¿ ¬®¦¥±²¢  ±®¡»²¨© V

0

¯®¤¡¨° ¥²±¿ ª®ª°¥² ¿

·¥²»°¥µ¬¥° ¿ ¨«¨ ¬®£®¬¥° ¿ ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢  £¥®¬¥²°¨¿.

�« ¢®¥ ²°¥¡®¢ ¨¥ ª ¢ °¨ ²³ ¨±²®°¨¨ { ¥£® ¢³²°¥¿¿ ¥¯°®²¨¢®°¥·¨-

¢®±²¼. � ° ¬ª µ ¢ °¨ ²  ¨±²®°¨ª ¥ ¤®«¦¥ ¯°¨µ®¤¨²¼ ª ² ª¨¬ ¯°®²¨¢®°¥-

·¨¿¬, ª®²®°»¥ § ±² ¢«¿¾² ³±®¬¨²¼±¿ ¢ ¯° ¢¥ ± ¬®£® ¢ °¨ ²    ±³¹¥±²¢®-

¢ ¨¥ ª ª ¯°¥¤¬¥²  ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¨±²®°¨·¥±ª®©  ³ª¨. �¥«ª¨¥, «®ª «¼»¥ ¯°®-

²¨¢®°¥·¨¿ ¢³²°¨ ¢ °¨ ²  ¨±²®°¨¨ ¢®§¬®¦». �µ ³±²° ¥¨¥ ¨«¨ ¯®¯»²ª¨

³±²° ¥¨¿ ±¢¿§ » ± ° §° ¡®²ª ¬¨ ° §«¨·»µ ¢¥°±¨© ±®¡»²¨©. � °¨ ² ¨±²®-

°¨¨ ±®¢¬¥±²¨¬ ± ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥¬ ¬®¦¥±²¢  ¢¥°±¨©. �°¨ ½²®¬ ®¤¨ ¯°·¨»¥

¶¥¯®·ª¨ § ¬¥¿¾²±¿ ¤°³£¨¬¨.

�®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®¿²¨¥ ¨§®¬®°´®±²¨ ¢ °¨ ²®¢ ¨±²®°¨¨. �·¥¢¨¤®,

·²® ®±®¡»© ¨²¥°¥± ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¯®«»µ ¥-

¨§®¬®°´»µ ¢ °¨ ²®¢ �±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨.
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3. �®§¬®¦  «¨ ¬®£®¢ °¨ ² ¿ ¨±²®°¨¿?

�®§¨ª ¥² ¬»±«¼ ®¡ ¨±ª³±±²¢¥®±²¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ° §-

«¨·»µ ¢ °¨ ²®¢ ¨±²®°¨¨ �®±±¨¨. �¥§¢¨¥ �ªª ¬  { ¥ ³¬®¦ © ±³¹®±²¥©

±¢¥°µ ¥®¡µ®¤¨¬®£® { ¡¥±¯®¹ ¤® ®²±¥ª ¥² ² ª®£® °®¤  ³¬®¯®±²°®¥¨¿. � -

»© ¯°¨¶¨¯ ±»£° « ¢¥±®¬³¾ °®«¼ ¢ ° §¢¨²¨¨ ¥±²¥±²¢¥»µ  ³ª: ³±¨«¨¿ ¨±-

±«¥¤®¢ ²¥«¥© ¥ ®²¢«¥ª «¨±¼   ¡®ª®¢»¥ ¯³²¨ { ²¥®°¨¿ ¨ ¯° ª²¨ª  ³¢¥°¥®

¯°®¤¢¨£ «¨±¼ ¯® £¥¥° «¼®© ¬ £¨±²° «¨.

�® ¢ XX ¢¥ª¥ ¥±²¥±²¢¥»¥  ³ª¨, ¨ ¢ ¯¥°¢³¾ ®·¥°¥¤¼ ´¨§¨ª , ±² «¨ ° §-

¢¨¢ ²¼±¿ ¯°¥¥¡°¥£ ¿ ¯°¥¤³¯°¥¦¤¥¨¥¬ �ªª ¬ . � ³ª  ±² «® ¡®«¥¥ ° ±²®·¨-

²¥«¼® ° ±µ®¤®¢ ²¼ ±¢®¨ ±¨«». �±®¡³¾ ±¨«³ ¯°¨®¡°¥«® ° §¢¨²¨¥  «¼²¥° ²¨¢-

»µ ²¥®°¨©. �¨§¨ª  ±² «  ¤®¯³±ª ²¼ ° §»¥ ¢ °¨ ²» ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ²¥®°¨©,

ª ± ¾¹¨µ±¿ ±²°®¥¨¿ ®ª°³¦ ¾¹¥£® ¬¨° . �®«¥¥ ²®£®, ¯°¨ ° §¢¨²¨¨ ª¢ ²®-

¢®© ²¥®°¨¨ ± ¬  �±¥«¥ ¿ ±² «  ¬»±«¨²¼±¿ ¢ ¬®£®·¨±«¥»µ ¢ °¨ ² µ, ª -

¦¤®¬³ ¨§ ª®²®°»µ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±¢®© ±®¡±²¢¥»© � ¡«¾¤ ²¥«¼. �¥·¼ ¨¤¥²

® ² ª  §»¢ ¥¬®© Àmany-worldsÁ ²° ª²®¢ª¥ ª¢ ²®¢®© ¬¥µ ¨ª¨, ¯°¥¤«®¦¥®©

�¢¥°¥²²®¬ ¢ 1956 £®¤³ [6]. �®¦® § ¿¢¨²¼, ·²® ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ ¯°¥¤¬¥²®¬

¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¬¨ª°®¬¨°, ²®£¤  ª ª ¨±²®°¨·¥±ª ¿  ³ª  ¨¬¥¥² ¤¥«®

± ¬ ª°®¬¨°®¬. �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ³¯° ¦¥¨¿ ´¨§¨ª®¢ ± ¬®£®¢ °¨ ²®±²¼¾

¬¨ª°®¬¨°  ¥ ¤®«¦» ¯°®¥¶¨°®¢ ²¼±¿   ·¥«®¢¥·¥±ª³¾ ¨±²®°¨¾. �®¦¥², ®® ¨

² ª, ® ª®±¬®«®£¨, ¨§³· ¾¹¨¥ ±²°®¥¨¥ �±¥«¥®©, ².¥. ¬¨°  §¢¥§¤ ¨ £ « ª²¨ª,

¥ ¯°¥¥¡°¥£ ¾² ¯®±«¥ ²®£® ª ª ¯®¿¢¨« ±¼ °¥«¿²¨¢¨±²±ª ¿ ª®±¬®«®£¨¿ �©-

¸²¥©  ° §¡®°®¬ ± ¬»µ ° §«¨·»µ, ¯®¤· ± ¢§ ¨¬®¨±ª«¾· ¾¹¨µ ¤°³£ ¤°³£ 

¯® ¬®£¨¬ ¯ ° ¬¥²° ¬, ¬®¤¥«¥© �±¥«¥®©. �®£®¢ °¨ ²®±²¼ ¤®¯³±ª ¥²±¿

  ³°®¢¥ ª®±¬¨·¥±ª¨µ ¬ ±¸² ¡®¢!

�®«¦  «¨ ½²®¬³ ±«¥¤®¢ ²¼ ¨±²®°¨·¥±ª ¿  ³ª ? �¥² «¨  °£³¬¥²®¢ ¢

¯®«¼§³ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿  «¼²¥° ²¨¢®£® ¢ °¨ ²  ¨±²®°¨¨ �®±±¨¨ ¨«¨ ª ª®£®-

«¨¡® ¤°³£®£® £®±³¤ °±²¢ ?

� ª¨¥  °£³¬¥²»  ¸¥« ¬ ²¥¬ ²¨ª �.�.�®¬¥ª® [7]. �, ¨±¯®«¼§³¿

¬ ²¥¬ ²¨ª®-±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ ¬¥²®¤», ®¡ °³¦¨« ¥®¡º¿±¨¬»¥ ¢ ° ¬ª µ ²° -

¤¨¶¨®®© ¨±²®°¨·¥±ª®©  ³ª¨ ¤³¡«¨ª ²» ¢ ¤°¥¢¥© ¨ ±°¥¤¥¢¥ª®¢®© ¨±²®°¨¨

¥¢°®¯¥©±ª¨µ  °®¤®¢. �®«¼¸¨¥ ´° £¬¥²» ¨±²®°¨¨ ° §»µ  °®¤®¢, ° §¥±¥-

»¥ ¯® ¢°¥¬¥®© ¸ª «¥   ±®²¨ «¥², ®ª §»¢ «¨±¼  ¯¨± »¬¨ ¯®¤ ª®¯¨°ª³.

� §¨¶  ¡»«  «¨¸¼ ¢ ¨¬¥ µ, £¥®£° ´¨·¥±ª¨µ  §¢ ¨¿µ,   µ®¤ ±®¡»²¨©, ¨µ

¨²¥±¨¢®±²¼ ¨ ª ·¥±²¢¥»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ®ª § «¨±¼ ¨¤¥²¨·»¬¨. �¥²,

 ¯°¨¬¥°, ±³¹¥±²¢¥»µ ° §«¨·¨© ¢ ®¯¨± ¨¨ ¨±²®°¨¨ ¨¬¯¥° ²®°®¢ �¨§ -

²¨¨ ¨ £¥°¬ ±ª¨µ ¨¬¯¥° ²®°®¢ �¢¿¹¥®© �¨¬±ª®© �¬¯¥°¨¨. �±¥¬¨° ¿ ¨±²®-

°¨¿ { °¥§³«¼² ² ¯°®¨§¢¥¤¥®£® ²°¨¦¤» ±¬¥¹¥¨¿ ¢ ¯°®¸«®¥ ®¤®£® ¡®«¼¸®£®

´° £¬¥² . � §¥±¥»¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ª³±ª¨ § ¨¬ ¾² ®²°¥§®ª ¢°¥¬¥¨ ®² 1500

£. ¤® . ½. ¤® 1400 £. .½.! �®¯»²ª  ° §º¿±¨²¼ ®¡ °³¦¥»¥ ±²° ®±²¨ ¢®

�±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨ · ±²® ¨§°¥ª ¥¬®© ¨±²®°¨ª ¬¨ ´° §®© À�±²®°¨¿ «¾¡¨² ¯®-

¢²®°¿²¼±¿!Á ¥ ±¯ ± ¥² ¯®«®¦¥¨¿: ¬¥«ª¨¥ ²»±¿·¥ª° ²»¥ ¯®¢²®°» ¢ ³§®°¥ ¥

®¡¿§ » ±ª« ¤»¢ ²¼±¿ ¢ ²°¨-·¥²»°¥ ¨¤¥²¨·»µ ª³±ª  ®¤®© ±ª ²¥°²¨.

�.�.�®¬¥ª® ¯°¥¤«®¦¨« ¤«¿ ®¡º¿±¥¨¿ ±¢®¥£® ®²ª°»²¨¿ ° ¤¨ª «¼»© ¢»-

µ®¤: ¯®¤«¨»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ²®«¼ª® ®¤¨ ´° £¬¥²,  · «® ª®²®°®£® 300 £. . ½.,
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¢±¥ ¯°®·¨¥ { ´ ²®¬», ¤³¡«¨ª ²», °¥§³«¼² ² ®¸¨¡®·®© ¤ ²¨°®¢ª¨ ¨ ¯°®-

·²¥¨¿ ¤®ª³¬¥²®¢, ±®¢¥°¸¥®© �ª «¨£¥°®¬ ¨ �¥² ¢¨³±®¬ ¢ XVI-XVII ¢¢.

{ ±®§¤ ²¥«¿¬¨ ±®¢°¥¬¥®© µ°®®«®£¨¨ ¨±²®°¨·¥±ª¨µ ±®¡»²¨©. �® ±³¹¥±²¢³,

�.�.�®¬¥ª® ¿¢¨«±¿ ±®§¤ ²¥«¥¬ ¯¥°¢®£® ®¢®£® ¢ °¨ ²  �±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨.

�®¢»© ¢ °¨ ² ¨±²®°¨¨ �®±±¨¨ § ¤®«£® ¤® ¥£® ¯°¥¤« £ « �.�.�®°®§®¢ [8],

¯°¥¤«®¦¨¢¸¨© ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ² ² °®-¬®£®«¼±ª®¥  ¸¥±²¢¨¥ ª ª § ¢®¥¢ ¨¥

�³±¨ °»¶ °¿¬¨- ª°¥±²®®±¶ ¬¨, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¬¨ ª � ²°±ª®¬³ ®°¤¥³ (®²-

±¾¤  ¨  §¢ ¨¥ À² ² °»Á = À² °² °»Á = À² ²°² °»Á). �¢®© ¢ °¨ ² ¨±²®°¨¨

�°¥¢¥£® �£¨¯²  ¯°¥¤« £ « �¬¬ ³¨« �¥«¨ª®¢±ª¨©, ¯¥°¥®±¿ ´ ° ®  � ¬§¥± 

II ¯® ¢°¥¬¥®© ¸ª «¥   ±¥¬¼±®² «¥² [9].

� ª ¢¨¤¨¬, ¢ °¨ ²» ±³¹¥±²¢³¾²! �°³£®¥ ¤¥«®, ·²® ¨µ  ¢²®°» ±·¨² ¾²,

·²® ®¨ ¤®«¦» § ¬¥¨²¼ ²° ¤¨¶¨®»© ¢ °¨ ² �±¥¬¨°®© ¨±²®°¨¨ ¨«¨ ¨±²®-

°¨¨ ª®ª°¥²®£®  °®¤ ,   ²®¬ ®±®¢ ¨¨, ·²® ® ¿¢«¿¥²±¿ ¨±²¨»¬,   ±² -

°»©, ²° ¤¨¶¨®»© ¢ °¨ ² ®¸¨¡®·¥. �±«¨ ½²® ² ª, ²® ¨±²®°¨¿ ¯®-¯°¥¦¥¬³

®±² ¥²±¿ ®¤®¢ °¨ ²®©! �®£®¢ °¨ ²®±²¼ ¨±²®°¨¨, ª ª ®¡º¥ª²¨¢® ±³¹¥-

±²¢³¾¹ ¿ ´®°¬  ½¢®«¾¶¨¨ ¨«¨ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ®¡¹¥±²¢ , ¤ ¦¥ ¥ ¬»±«¨²±¿.

� ¬ ¦¥ ª ¦¥²±¿, ·²® ° §»¥ ¢ °¨ ²» ¯°®¸«®£® ®¡º¥ª²¨¢® ±³¹¥±²¢³¾², ° ¢-

®¯° ¢», ¨   ½²® ³ª §»¢ ¥² ± ¬® ° §¢¨²¨¥ ¨±²®°¨·¥±ª®©  ³ª¨, ª®²®° ¿ ¯®-

±²®¿®  ² «ª¨¢ ¥²±¿   ¢§ ¨¬®¨±ª«¾· ¾¹¨¥ ´ ª²», ª ± ¾¹¨¥±¿ ®¤®© ¨

²®© ¦¥ ½¯®µ¨ ¨ ¯»² ¾¹ ¿±¿ ° §º¿±¨²¼ ½²®, ±±»« ¿±¼   ¯°¥±«®¢³²»© ±³¡º¥ª-

²¨¢¨§¬ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¿.

�¨²¥° ²³° 

1. �¥°¤¿¥¢ �.�. �¬»±« ¨±²®°¨¨. �.: �»±«¼, 1990.

2. �« ¦¥»© �¢£³±²¨. �±¯®¢¥¤¼. �.: �¥¤ «¼´, 1992.

3. �³¶ �.�. �¨´ ® ¢®±±² ®¢«¥¨¨ ¨±²®°¨·¥±ª®© ¯° ¢¤» // � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥

±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥ / �¬��. 1998. �»¯.1. ±.4-12.

4. �³¶ �.�. �®¤«¨ ¿ ¨±²®°¨¿ �®±±¨¨. �¬±ª: �¬��, 1999.

5. �³¶ �.�. �²®µ ±²¨·¥±ª ¿ §¢®«¾¶¨¿ ²®¯®«®£¨¨ ¨ £¥®¬¥²°¨¨ ¯°®±²° ±²¢ -

¢°¥¬¥¨ ¨ 6-¬¥° ¿ ²¥®°¨¿ £° ¢¨² ¶¨¨ // �§¢¥±²¨¿ ¢³§®¢. �¨§¨ª . 1995. N 8.

C.59-62.

6. Everett ,III, Hugh ÀRelative StateÁ Formulation of Quantum Mechanics // Reviews

of Modern Physics. 1957. V. 29. No. 3. P.454-462.

7. �®¬¥ª® �.�. �«®¡ «¼ ¿ µ°®®«®£¨¿. �.: �§¤-¢® ���, 1993.

8. � «¿±ª¨© �.�., � «¾¦»© �.�. �®¢ ¿ µ°®®«®£¨¿ §¥¬»µ ¶¨¢¨«¨§ ¶¨©. �®¢°¥-

¬¥ ¿ ¢¥°±¨¿ ¨±²®°¨¨. �.: ��� À�«¨¬¯Á, 1996.

9. �¥«¨ª®¢±ª¨© �. � ¬§¥± II ¨ ¥£® ¢°¥¬¿. �®±²®¢- -�®³: �¥¨ª±, 1997.

10. �¨«¥° �¦. �° ¢¨² ¶¨¿, ¥©²°¨® ¨ �±¥«¥ ¿. �.: ��, 1962.



� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥

±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥

1999. �»¯. 4, ±.15-33.

��� 514.77

������������� �������

��������������� �����������

� �������������

���������������� ���������

�.�. �°¨ª¥¢¨·

In this article the theorem which states the existences of models of pseudo-

Remain spaces in the context of the Synthetic Di�erential Geometry (SDG)

is proving.

�¥«¼ ¤ ®© ° ¡®²» { ¯®ª § ²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¬®¤¥«¥© ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢»µ

¯°®±²° ±²¢ ¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©, ±®µ° ¿¾¹¨µ ¬¥²°¨ª³ ¢ ° ¬ª µ ±¨²¥²¨·¥±ª®©

¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®© £¥®¬¥²°¨¨ (SDG), ²¥®°¨¨, ° §¢¨²®© ¢ ° ¡®² µ �. �®ª . �®-

ª § ²¥«¼±²¢® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¬®¤¥«¥© ®±®¢»¢ ¥²±¿   ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ¯®«®£®

¨ ²®·®£® ´³ª²®°  ¨§ ª ²¥£®°¨¨ £« ¤ª¨µ ¬®£®®¡° §¨© ¢ ª ²¥£®°¨¨, ¢ ª®²®-

°»µ °¥ «¨§³¥²±¿ SDG.

� ¯®±«¥¤¥© · ±²¨ ° ¡®²» ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¯°®±²° -

±²¢® ±¯¥¶¨ «¼®© ²¥®°¨¨ ®²®±¨²¥«¼®±²¨ ¢ SDG.

�¨²¥²¨·¥±ª ¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼ ¿ £¥®¬¥²°¨¿ °¥ «¨§³¥²±¿ ¢ ª ²¥£®°¨¿µ ®²-

«¨·»µ ®² ª ²¥£®°¨¨ ¬®¦¥±²¢. �®¤ R ¬» ¡³¤¥¬ ¯®¨¬ ²¼ «®ª «¼®¥ ª®«¼¶®

¢ ² ª®© ª ²¥£®°¨¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥  ª±¨®¬¥ �®ª -�®¢¥° ; ¯®¤ ®¡º¥ª²®¬ D -

¯®¤®¡º¥ª² ¨´¨¨²¥§¨¬ «®¢ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ¢ R, ².¥. ¯®¤®¡º¥ª², ®¯°¥¤¥«¿¥-

¬»© ´®°¬³«®©

D = fx 2 Rj x

2

= 0g:

�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ®¡º¥ª²  M ¯°®±²° ±²¢® ª ± ²¥«¼»µ ¢¥ª²®°®¢ TM ¢

SDG { ½²® ®¡º¥ª² M

D

, ².¥. ¯°®±²° ±²¢® ®²®¡° ¦¥¨© ¨§ ®¡º¥ª²  D ¢ ®¡º¥ª²

M . � ª ¯®ª § ®, ¢ [1] ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  � ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼® «¨¥©®, ª ¦¤»©

±«®© ° ±±«®¥¨¿ � : M

D

! M ¿¢«¿¥²±¿ R-¬®¤³«¥¬, ².¥. ®¯°¥¤¥«¥» ´³ª¶¨¨

±«®¦¥¨¿ + : TM �

M

TM ! TM ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«® � : R � TM ! TM .

c
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c
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1. �®¿²¨¥ ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢  ¯°®±²° ±²¢  ¢

SDG

�¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢  ¯°®±²° ±²¢  ¢ ° ¬ª µ SDG ¬®¦®  ©²¨ ¢ °¿¤¥

° ¡®² (±¬. [3],[4]).

�» ¤ ¤¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢®£® ¯°®±²° ±²¢ , § ¯¨± ¢ ª« ±±¨·¥-

±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥   «®£¨·¥±ª®¬ ¿§»ª¥ ª ²¥£®°¨¨. �®§¬®¦®±²¼ ² ª®£® ¯®¤µ®¤ 

®¡®±®¢   ¢ [1]. � ª®© ¯®¤µ®¤ ¯®§¢®«¨²  ¬ ±° ¢¨²¼ ¤ ®¥  ¬¨ ¢ SDG ®¯°¥-

¤¥«¥¨¥ ± ª« ±±¨·¥±ª¨¬ ¢ ª ²¥£®°¨¨ £« ¤ª¨µ ¬®£®®¡° §¨©.

�®²¥«®±¼ ¡» ®²¬¥²¨²¼, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ®²«¨·»© ¯®¤µ®¤ ª ®¯°¥¤¥«¥¨¾

¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢®© ¬¥²°¨ª¨ ¢ SDG. � ±¢®¥© ° ¡®²¥[3] �. �®ª ¤ �e² ®¯°¥¤¥«¥¨¥

¬¥²°¨ª¨ ¢ ° ¬ª µ SDG, ¨±¯®«¼§³¿ ¯®¿²¨¥ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»µ 1- ¨ 2- ®ª°¥±²-

®±²¥© ¤¨ £® «¨ ¨ ¥ ¨±¯®«¼§³¿ ¯®¿²¨¥ ª ± ²¥«¼®£® ¢¥ª²®° .

�¢¥¤�e¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �³±²¼ M { ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼® «¨¥©»© ®¡º¥ª², ²®£¤ 

¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢®© ¬¥²°¨ª®©   M ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ®²®¡° ¦¥¨¥ g : TM �

M

TM ! R ² ª®¥, ·²® ¢»¯®«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:

1. g(u; v) = g(v; u) - ±¨¬¬¥²°¨·®±²¼

2. g(u

1

+ u

2

; v) = g(u

1

; v) + g(u

2

; v) - «¨¥©®±²¼

3. g(� � u; v) = � � g(u; v) -  ¤¤¨²¨¢®±²¼

4. 8v 2 TM g(u; v) = 0) u = 0 - ¥¢»°®¦¤¥®±²¼

� ª ¬» ¢¨¤¨¬, ½²® ª« ±±¨·¥±ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥, ¤ ®¥   «®£¨·¥±ª®¬ ¿§»ª¥

ª ²¥£®°¨¨.

�¯°¥¤¥«¨¬ ² ª¦¥ ¯®¿²¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ª ± ²¥«¼®£® ¯°®±²° ±²¢ , ±®-

µ° ¿¾¹¥£® ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢³ ¬¥²°¨ª³.

� ¤¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ª ± ²¥«¼®£® ¯°®-

±²° ±²¢ 

TM TM
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±®µ° ¿¥² ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢³ ¬¥²°¨ª³ g, ¥±«¨ ¢»¯®«¥® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥:

g(u; v) = g(h(u); h(v)):
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2. �³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¬®¤¥«¥©

�®ª § ²¥«¼±²¢® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¬®¤¥«¥© ¢¢¥¤�e»µ ¢»¸¥ ®¯°¥¤¥«¥¨© ®±®¢»-

¢ ¥²±¿   ±¢®©±²¢ µ µ®°®¸®  ¤ ¯²¨°®¢ »µ ¬®¤¥«¥© SDG. �®¿²¨¥ µ®°®¸®

 ¤ ¯²¨°®¢ ®© ¬®¤¥«¨ ¤ ® ¢ ª¨£¥ �. �®ª  [1]. �²¨ ¬®¤¥«¨ °¥ «¨§³¾²±¿ ¢

ª ²¥£®°¨¿µ E, ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ ²®¯®± ¬¨ �°®²¥¤¨ª   ¤ ª ²¥£®°¨¿¬¨ C

1

-ª®«¥¶.

� §¨±»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ½²¨µ ¬®¤¥«¥© ¿¢«¿¥²±¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ´³ª²®°  ¨§ ª -

²¥£®°¨¨ Mf £« ¤ª¨µ ¬®£®®¡° §¨© ¢ ²®¯®± E, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥£® °¿¤³  ª±¨®¬

±² ¡¨«¼®±²¨. � «¨·¨¥ ½²¨µ  ª±¨®¬ ¯®§¢®«¿¥² ±° ¢¨¢ ²¼ ±¢®©±²¢  ª« ±±¨·¥-

±ª¨µ £« ¤ª¨µ ¬®£®®¡° §¨© ±® ±¢®©±²¢ ¬¨ ®¡º¥ª²®¢ ²®¯®±  E.

�³±²¼ Mf ®¡®§ · ¥² ª ²¥£®°¨¾ £« ¤ª¨µ ¬®£®®¡° §¨© ¨ £« ¤ª¨µ ®²®¡° -

¦¥¨© ¬¥¦¤³ ¨¬¨, £¤¥ ¯®¤ ¬®£®®¡° §¨¥¬ ¬» ¯®¨¬ ¥¬ C

1

-£« ¤ª®¥, µ ³±-

¤®°´®¢® ¬®£®®¡° §¨¥ ±® ±·�e²®© ¡ §®©.

� «¥¥, E { ¤¥ª °²®¢® § ¬ª³² ¿ ª ²¥£®°¨¿, ¢ ª®²®°®© ±³¹¥±²¢³¾² ¢±¥ ª®-

¥·»¥ ¯°¥¤¥«» ¤¨ £° ¬¬, ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ ¬®¤¥«¼¾ SDG.

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ i : Mf ! E ¯®«»© ¨ ²®·»© ´³ª²®° ¨§ ª ²¥£®°¨¨

£« ¤ª¨µ ¬®£®®¡° §¨© ¢ ª ²¥£®°¨¾ E.

�°¨¢¥¤�e¬ §¤¥±¼ ¥ª®²®°»¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿, ¤®ª § »¥ ¢ [1],[4] ¨ ª ± ¾¹¨¥±¿

±¢®©±²¢ ´³ª²®°  i.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 1. �¡º¥ª² R ¥±²¼ ®¡° § ¬®¦¥±²¢  ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«

IR (± ¥±²¥±²¢¥®© ±²°³ª²³°®© £« ¤ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿) ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ´³ª-

²®°  i, ².¥.

R = i(IR):

�°¥¤«®¦¥¨¥ 2. �¡º¥ª² InvR ®¡° ²¨¬»µ ½«¥¬¥²®¢ ¢ R ¥±²¼ ®¡° § ¬®-

¦¥±²¢  ®¡° ²¨¬»µ (¥³«¥¢»µ) ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ´³ª-

²®°  i, ².¥.

InvR = i(InvIR:

�°¥¤«®¦¥¨¥ 3. �³ª²®° i : Mf ! E ª®¬¬³²¨°³¥² ± ®¯¥° ¶¨¥© ®¡° §®-

¢ ¨¿ ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿, ².¥. ±³¹¥±²¢³¥² ¨§®¬®°´¨§¬

i(TM)

�

=

�! T (i(M)) (= i(M)

D

);

£¤¥ TM { ª« ±±¨·¥±ª®¥ ª ± ²¥«¼®¥ ° ±±«®¥¨¥ £« ¤ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ M .

�°¥¤«®¦¥¨¥ 4. �«¿ «¾¡®£® M 2 Mf , i(M) ¿¢«¿¥²±¿ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼®

«¨¥©»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ¨ ®²®¡° ¦¥¨¿

IR� TM TM
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M
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¯¥°¥¢®¤¿²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ i ¢ ±²°³ª²³°³ ¢¥ª²®°®£® ¯°®±²° ±²¢  ª ± ²¥«¼-

®£® ° ±±«®¥¨¿, ¯®«³·¥³¾ ª ®¨·¥±ª¨ ¨§ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼®© «¨¥©®±²¨

i(M).

�®ª § ²¥«¼±²¢® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¬®¤¥«¥© ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨© 1, 2 ¡³¤¥² ®±®-

¢ ®   ²®¬, ·²® ´³ª²®° i ±®µ° ¿¥² ±²°³ª²³°³ ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢®© ¬¥²°¨ª¨

¤«¿ ®¡º¥ª²®¢ ¢¨¤  i(M), £¤¥M { £« ¤ª®¥ ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢® ¬®£®®¡° §¨¥ ¢Mf .

� ±±¬®²°¨¬ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ M ± £« ¤ª®© ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢®© ¬¥²°¨ª®©

g. � ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿, g ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨,  ¤¤¨²¨¢®-

±²¨, ®¤®°®¤®±²¨ ¨ ¥¢»°®¦¤¥®±²¨.

2.1. �¨¬¬¥²°¨·®±²¼,  ¤¤¨²¨¢®±²¼ ¨ ®¤®°®¤®±²¼

�±«®¢¨¿ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨,  ¤¤¨²¨¢®±²¨ ¨ ®¤®°®¤®±²¨ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢Mf

± ¯®¬®¹¼¾ ª®¬¬³² ²¨¢®±²¨ ±«¥¤³¾¹¨µ ¤¨ £° ¬¬:

�¨¬¬¥²°¨·®±²¼

TM �

M

TM TM �

M

TM

-

twist

IR

g

@

@

@

@

@R

g

�

�

�

�

�	

£¤¥ twist(u; v) = (v; u).

�¤¤¨²¨¢®±²¼

IR� IR IR

-

+

TM �

M

TM �

M

TM TM �

M

TM

-

< + � �

12

; �

3

>

?

< g � �

12

; g � �

23

>

?

g

£¤¥ �

i;j

- ¯°®¥ª¶¨¨   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ª®®°¤¨ ²».
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�¤®°®¤®±²¼

TM �

M

TM IR

-

g

IR� TM �

M

TM IR� IR

-

< �

1

; g � �

23

>

?

< � � ��

12

; �

3

>

?

�

�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ´³ª²®° ±®µ° ¿¥² ª®¬¬³² ²¨¢®±²¼ ¤¨ £° ¬¬.

�·¨²»¢ ¿ ²®, ·²® ´³ª²®° i ±®µ° ¿¥² ¢¥ª²®°³¾ ±²°³ª²³°³,   ² ª¦¥ ²®,

·²® ¬¥²°¨ª  g £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ².¥. ¿¢«¿¥²±¿ ±²°¥«ª®© ª ²¥£®°¨¨ Mf , ¬»

¬®¦¥¬ ³²¢¥°¦¤ ²¼, ·²® ¢¥°® ±«¥¤³¾¹¥¥

�°¥¤«®¦¥¨¥ 5. �¡° § ¬¥²°¨ª¨ g ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ´³ª²®°  i

i(g) : T i(M)�

i(M)

T i(M)! R

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨,  ¤¤¨²¨¢®±²¨ ¨ ®¤®°®¤®±²¨

¬¥²°¨ª¨ g ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 1.

2.2. �¥¢»°®¦¤¥®±²¼

� ¯¨¸¥¬ ¥¹�e ° § ³±«®¢¨¥ ¥¢»°®¦¤¥®±²¨ ¬¥²°¨ª¨:

8v 2 TM g(u; v) = 0) u = 0:

� ¯¨± ²¼ ½²® ³±«®¢¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¬³² ²¨¢®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¤¨ £° ¬¬»

±«®¦®, ² ª ª ª ¢ § ¯¨±¨ ½²®© ´®°¬³«» ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ´³ª²®° 8.

�ª¢¨¢ «¥²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ® ¥¢»°®¦¤¥®±²¨ ¬¥²°¨ª¨ ±®±²®¨² ¢ ²®¬,

·²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» g

x

= fg

ij

g ±ª «¿°»µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ¡ §¨±»µ ¢¥ª-

²®°®¢ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x ¬®£®®¡° §¨¿ M ¥ ° ¢¥ ³«¾. �§¢¥±²®, ·²® ®¯°¥-

¤¥«¨²¥«¼ det g

x

±ª «¿°, ².¥. ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ª®®°¤¨ ².

� ª¨¬ ®¡° §®¬,   M ®¯°¥¤¥«¥  ±ª «¿° ¿ ´³ª¶¨¿ det g : M ! IR, ±² -

¢¿¹ ¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x ¬®£®®¡° §¨¿ M § ·¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿

det g

x

¢ ½²®© ²®·ª¥.

� ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿  ¬¨ ¬¥²°¨ª  g 2 C

1

, ².¥. ¢±¥ ´³ª¶¨¨ g

ij

2 C

1

. �®-

£¤  ´³ª¶¨¿ det g ² ª¦¥ £« ¤ª ¿, ² ª ®  ¿¢«¿¥²±¿ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ª®¥·®©

±³¬¬®© ¯°®¨§¢¥¤¥¨© £« ¤ª¨µ ´³ª¶¨© g

ij

. � ª¨¬ ®¡° §®¬, det g { ±²°¥«ª 

ª ²¥£®°¨¨ Mf .

� ±¨«³ ¥¢»°®¦¤¥®±²¨ ¬¥²°¨ª¨ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¥ ° ¢¥ ³«¾,   ±«¥¤®¢ -

²¥«¼® ®¡° ²¨¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ´³ª¶¨¿ det g ¯°®¯³±ª ¥²±¿ ·¥°¥§ ¯®¤¬®-

¦¥±²¢® ®¡° ²¨¬»µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« ¢ ª ²¥£®°¨¨ Mf , ².¥. ª®¬¬³² ²¨¢ 

±«¥¤³¾¹ ¿ ¤¨ £° ¬¬ :
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M R

-

det g

InvIR

@

@

@

@

@R �

�

�

�

��

�

� ¦¤»© ¨§ ®¡º¥ª²®¢ ½²®© ¤¨ £° ¬¬» ±®µ° ¿¥²±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ´³ª²®° 

i.

�·¥¢¨¤®, ·²® ¢»¯®«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢® i(det g) = det i(g), ² ª ª ª ®¯°¥¤¥«¨-

²¥«¼ ¥±²¼ ª®¬¯®§¨¶¨¿ ®¯¥° ¶¨© ³¬®¦¥¨¿ ¨ ±«®¦¥¨¿ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«,  

½²¨ ®¯¥° ¶¨¨ ±®µ° ¿¾²±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ´³ª²®°  i [1]. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬»

¯®«³· ¥¬

�°¥¤«®¦¥¨¥ 6. �¡° § ¬¥²°¨ª¨ g ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ´³ª²®°  i

i(g) : T i(M)�

i(M)

T i(M)! R

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ ¥¢»°®¦¤¥®±²¨ �¯°¥¤¥«¥¨¿ 1.

�±®¢»¢ ¿±¼   �°¥¤«®¦¥¨¿µ, ¤®ª § »µ ¢»¸¥, ¬®¦¥¬ ³²¢¥°¦¤ ²¼, ·²®

¢¥°  ±«¥¤³¾¹ ¿

�¥®°¥¬  1. � µ®°®¸®  ¤ ¯²¨°®¢ »µ ¬®¤¥«¿µ ±¨²¥²¨·¥±ª®© ¤¨´´¥°¥-

¶¨ «¼®© £¥®¬¥²°¨¨ ±³¹¥±²¢³¾² ®¡º¥ª²» ¢¨¤  i(M), £¤¥ M { £« ¤ª®¥ ¯±¥¢-

¤®°¨¬ ®¢®¥ ¬®£®®¡° §¨¥, c ®¯°¥¤¥«�e®©   ¨µ ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢®© ¬¥²°¨ª®©

¢¨¤  i(g), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© �¯°¥¤¥«¥¨¾ 1.

2.3. �°¥®¡° §®¢ ¨¿, ±®µ° ¿¾¹¨¥ ¬¥²°¨ª³

�²¢¥°¦¤¥¨¥ ® ²®¬, ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ h : TM ! TM ±®µ° ¿¥² ¬¥²°¨ª³,

½ª¢¨¢ «¥²® ª®¬¬³² ²¨¢®±²¨ ±«¥¤³¾¹¨µ ¤¨ £° ¬¬:

TM TM

-

h

M

�

@

@

@

@

@R

�

�

�

�

�

�	

TM �

M

TM TMTM �

M

TM

-

h� h

IR

g

@

@

@

@

@R

g

�

�

�

�

�	

� ¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®·¥¢¨¤® £« ¤ª¨¥ ´³ª¶¨¨, ² ª ª ª  ¤ ª ¦¤®© ²®·ª®©

¿¢«¿¾²±¿ «¨¥©»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨.

�³ª²®° i ±®µ° ¿¥² ª®¬¬³² ²¨¢®±²¼ ½²¨µ ¤¨ £° ¬¬,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬»

¯®«³· ¥¬
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�°¥¤«®¦¥¨¥ 3. �¡° § ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ h, ±®µ° ¿¾¹¥£® ¬¥²°¨ª³ ¢Mf ¯®¤

¤¥©±²¢¨¥¬ ´³ª²®°  i

i(h) : T i(M)! T i(M)

±®µ° ¿¥² ¬¥²°¨ª³ i(g).

2.4. �°®±²° ±²¢® ��� ¢ SDG

� ±±¬®²°¨¬ ª« ±±¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® ±¯¥¶¨ «¼®© ²¥®°¨¨ ®²®±¨²¥«¼®±²¨

IR

4

1

c ¬¥²°¨ª®© g, ®¯°¥¤¥«�e®© ±«¥¤³¾¹¥© ´®°¬³«®©:

g(x; y) = x

0

y

0

�

3

X

i=1

x

i

y

i

:

�·¥¢¨¤®, ·²® ®¯°¥¤¥«�e ¿ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬¥²°¨ª  g : IR

4

! IR { £« ¤-

ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¨, ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ �¥®°¥¬» 1, ®  ±®µ° ¨²±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬

´³ª²®°  i.

� ª ±«¥¤³¥² ¨§ [1], i(IR

4

) = R

4

. � ±¨«³ ²®£®, ·²® ¢ ª®®°¤¨ ² µ ¬¥²°¨ª 

g § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª ª®¬¯®§¨¶¨¿  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨© ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨-

±¥«, ±®µ° ¿¥¬»µ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ´³ª²®°  i, i(g) ±®µ° ¨² ±¢®© ¢¥¸¨© ¢¨¤,

  ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ ±¨£ ²³°³. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯®«³· ¥¬ ¯°®±²° ±²¢® R

4

± ¢¢¥¤�e®©   �e¬ ¯±¥¢¤®°¨¬ ®¢®© ¬¥²°¨ª®© ²¨¯  (1,3). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬»

¬®¦¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¢ SDG ®¯°¥¤¥«¥® ¯°®±²° ±²¢® ±¯¥¶¨ «¼®© ²¥®°¨¨ ®²-

®±¨²¥«¼®±²¨ (¯°®±²° ±²¢® �¨ª®¢±ª®£® R

4

1;3

). �³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ¬¥²°¨ª³

²®© ¦¥ ¡³ª¢®© g.

� ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢ , ª®²®°»¬¨ ®¡« ¤ ¥² ½²® ¯°®±²° ±²¢®.

�¢ ¤° ² ¤«¨» ¢¥ª²®°  � ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R

4

1;3

§ ¤ �e²±¿ ´®°¬³«®©

j�j

2

= g(�; �) = (�

0

)

2

� (�

1

)

2

� (�

2

)

2

� (�

3

)

2

:

� ª ¨ ¢ ª« ±±¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨, ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ±¢¥²®¢»¬ ª®³±, ®¡° §®¢ -

»© ¢¥ª²®° ¬¨ �, ¤«¿ ª®²®°»µ j�j

2

= 0,   ± ¬¨ ½²¨ ¢¥ª²®°  ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼

¨§®²°®¯»¬¨, ¨«¨ ±¢¥²®¢»¬¨. �¥ª²®° , «¥¦ ¹¨¥ ¢³²°¨ ª®³±  ¨ ¨¬¥¾¹¨¥

¯®«®¦¨²¥«¼»© ª¢ ¤° ² ¤«¨», j�j

2

> 0, ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¢°¥¬¥¨¯®¤®¡»¬¨

¢¥ª²®° ¬¨. �¥ª²®° , «¥¦ ¹¨¥ ¢¥ ª®³±  ¨ ¨¬¥¾¹¨¥ ®²°¨¶ ²¥«¼»© ª¢ ¤° ²

¤«¨», j�j

2

< 0, ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯°®±²° ±²¢¥®¯®¤®¡»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨.

� ®²«¨·¨¥ ®² ª« ±±¨ª¨, ¢  ¸¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢®§¨ª ¾² ¢¥ª²®°  �, ² ª¨¥,

·²® ¨µ ª¢ ¤° ² ¤«¨» ®¤®¢°¥¬¥® ¡®«¼¸¥ «¨¡® ° ¢¥, ¨ ¬¥¼¸¥ «¨¡® ° ¢¥

³«¿, 0 � j�j

2

� 0,  §®¢�e¬ ½²¨ ¢¥ª²®°  ¡«¨§ª¨¥ ª ±¢¥²®¢»¬.

� ª¦¥ ¬» ¬®¦¥¬ ° ±±¬®²°¥²¼ ¬¨°®¢³¾ «¨¨¾ ª ª®©-¨¡³¤¼ ¬ ²¥°¨ «¼®©

· ±²¨¶». �²  ¬¨°®¢ ¿ «¨¨¿ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

x

0

= ct; x

1

= x

1

(t); x

2

= x

2

(t); x

3

= x

3

(t);

£¤¥ c { ¯®±²®¿ ¿ ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¢ ¯³±²®²¥.
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�¥ª²®° j�j, ª ± ²¥«¼»© ª ¬¨°®¢®© «¨¨¨, ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤

� = (c; _x

1

; _x

2

; _x

3

):

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ v = ( _x

1

; _x

2

; _x

3

) ¢¥ª²®° ±ª®°®±²¨ ¯°®±²° ±²¢¥®£® ¤¢¨¦¥-

¨¿. �®±²³« ² ±¯¥¶¨ «¼®© ²¥®°¨¨ ®²®±¨²¥«¼®±²¨ ® ²®¬, ·²® ¬ ²¥°¨ «¼»¥

· ±²¨¶» ¥ ¬®£³² ¤¢¨£ ²¼±¿ ±® ±ª®°®±²¼¾, ¡®«¼¸¥© ±ª®°®±²¨ ±¢¥²  c, ¡³¤¥²

¨¬¥²¼ ¢¨¤ jvj � c ¨«¨

c

2

� ( _x

1

)

2

� ( _x

2

)

2

� ( _x

3

)

2

� 0:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢¥ª²®° ±ª®°®±²¨ ¬ ²¥°¨ «¼®© · ±²¨¶» ¬®¦¥²

¡»²¼ ¢°¥¬¥¨¯®¤®¡»¬, ¨§®²°®¯»¬ ¨«¨ ¡«¨§ª¨¬ ª ±¢¥²®¢®¬³.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢¥ª²®° � ¡«¨§ª¨© ª ±¢¥²®¢®¬³. �®£¤  ¯®«³·¨¬, ·²® ¤«¿

¥£® ¢¥ª²®° ±ª®°®±²¨ v ®²«¨· ¥²±¿   ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼»© ®¡º¥ª² d, ².¥.

c

2

� v

2

= d;

£¤¥ 0 � d � 0. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¢¥ª²®° ±ª®°®±²¨ ¡«¨§ª®£® ª ±¢¥²®¢®¬³

¢¥ª²®°  � ° ¢¥

v = c �

r

1 +

d

c

2

:

�®°¥¼ ¨§ 1+

d

c

2

®¯°¥¤¥«�e, ² ª ª ª ¥¤¨¨¶  ¯«¾± ¨´¨¨²¥§¨¬ « - ®¡° ²¨¬®¥

·¨±«®[1]. � «¥¥ § ¬¥²¨¬, ·²® ¢¥¸¨© ¢¨¤ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© �®°¥¶  ¢ ¯°®±²° -

±²¢¥ R

4

1

¥ ¨§¬¥¨²±¿,² ª ª ª ¢»¢®¤ ´®°¬» ½²¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ®±®¢»¢ ¥²±¿

  ²¥µ ±¢®©±²¢ µ ¬¥²°¨ª¨ g, ª®²®°»¥ ¥ ¨§¬¥¨«¨±¼ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ¢ ª ²¥£®°¨¾

E.

�¨²¥° ²³° 
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In this paper, we pose and discuss a number of questions about the cutting

planes algorithm for trying to solve integer programming problems.

1. �¢¥¤¥¨¥

�³±²¼ R

n

- n-¬¥°®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ¯°®±²° ±²¢®, Z

n

- ¬®¦¥±²¢® ¥£® ¶¥«®-

·¨±«¥»µ ²®·¥ª (¢¥ª²®°®¢). � ¤ ·  ¶¥«®·¨±«¥®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿ (��)

¬®¦¥² ¡»²¼ ±´®°¬³«¨°®¢   ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

f(x) �! max; (1:1)

x 2M � R

n

; (1:2)

x 2 Z

n

; (1:3)

²® ¥±²¼ ³¦®  ©²¨ �x, ¬ ª±¨¬¨§¨°³¾¹¨© f(x), ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® �x ¶¥«®·¨±«¥-

»©.

�«®¦®±²¼ °¥¸¥¨¿ § ¤ · �� ±³¹¥±²¢¥® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¶¥«¥-

¢®© ´³ª¶¨¨ (1.1) ¨ ¤®¯³±²¨¬®© ®¡« ±²¨ (1.2)-(1.3). � ¨¡®«¥¥ ¨§³·¥»¬¨ ¿¢«¿-

¾²±¿ § ¤ ·¨ ¶¥«®·¨±«¥®£® «¨¥©®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿ (���), ³ ª®²®°»µ

´³ª¶¨¿ (1.1) «¨¥© ,   M § ¤ ¥²±¿ ª®¥·®© ±¨±²¥¬®© «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©

¨ ¥° ¢¥±²¢.

� ± ¨²¥°¥±³¥² § ¤ ·  �� ¢ «¥ª±¨ª®£° ´¨·¥±ª®© ¯®±² ®¢ª¥. �²®¸¥¨¥

«¥ª±¨ª®£° ´¨·¥±ª®£® ¯®°¿¤ª  ¢¢¥¤¥¬ ± ¯®¬®¹¼¾ ´³ª¶¨¨ :

�(x; y) = min

n

i j x

i

6= y

i

; i = 1; : : : ; n

o

, x; y 2 R

n

, x 6= y - ®¬¥° ¯¥°¢®©

ª®®°¤¨ ²» ° §«¨·¨¿ ²®·¥ª x ¨ y.

c



c



c
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ . �¥ª²®° x «¥ª±¨ª®£° ´¨·¥±ª¨ ¡®«¼¸¥ (¬¥¼¸¥) ¢¥ª²®°  y,

x � y (x � y), ¥±«¨ x 6= y ¨ x

!

> y

!

(x

!

< y

!

) ¤«¿ ! = �(x; y).

�¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨, § ¤ ·³ �� ¢ «¥ª±¨ª®£° ´¨·¥±ª®© ¯®±² ®¢ª¥

®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª § ¤ ·³ ¯®¨±ª :

z

�

= lexmax(
 \ Z

n

);
 � R

n

: (1:4)

�³¹¥±²¢³¾¹¨¥ ¯®¤µ®¤» ª °¥¸¥¨¾ § ¤ · �� ¤®±² ²®·® ° §®®¡° §».

� ¨¬ ®²®±¿²±¿ ¬¥²®¤ ®²±¥·¥¨¿, ¬¥²®¤ ¢¥²¢¥© ¨ £° ¨¶, ¤¨ ¬¨·¥±ª®¥ ¯°®-

£° ¬¬¨°®¢ ¨¥ ¨ ¤°. �°¨¶¨¯ ¬¥²®¤  ®²±¥·¥¨¿ § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® ¤®-

¯³±²¨¬ ¿ ®¡« ±²¼ ¤¨±ª°¥²®© § ¤ ·¨ ¯®£°³¦ ¥²±¿ ¢ ¥ª®²®°®¥ ¢»¯³ª«®¥ ¬®-

¦¥±²¢®, ª®²®°®¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® À®¡°¥§ ¥²±¿Á ± ¯®¬®¹¼¾ ¢¢®¤¨¬»µ «¨¥©»µ

®£° ¨·¥¨© (®²±¥·¥¨©) ¤® ¯®«³·¥¨¿ ¥¯°¥°»¢®© § ¤ ·¨ ± ¥®¡µ®¤¨¬»¬¨

±¢®©±²¢ ¬¨.

�¥²®¤» ®²±¥·¥¨¿ ° §«¨· ¾²±¿ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¢»¡®°®¬ °¥« ª± ¶¨®®£®

¬®¦¥±²¢  ¨ ±¯®±®¡®¬ ¯®±²°®¥¨¿ ®£° ¨·¥¨© [8]. � ¤ ®© ° ¡®²¥ ¡³¤³² ° ±-

±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ «¨¥©»¥ ®²±¥·¥¨¿, ª®²®°»¥ ±²°®¿²±¿   ®±®¢¥ L-° §¡¨¥¨©

¯°®±²° ±²¢  R

n

.

2. �¥£³«¿°»¥ ®²±¥·¥¨¿ ¨  «£®°¨²¬»

�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² �x = lexmax(
); �x 62 Z

n

.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ . �¨¥©®¥ ¥° ¢¥±²¢® (; x) � 

0

 §»¢ ¥²±¿ ®²±¥·¥¨¥¬

(¤«¿ § ¤ ·¨ (1.4)), ¥±«¨ (; �x) > 

0

¨ (; z) � 

0

¤«¿ ¢±¥µ z 2 
 \ Z

n

.

� ¬¥· ¨¥ . �¨¥©®¥ ¥° ¢¥±²¢® (; x) � 

0

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®¨¬¨ ª®½´-

´¨¶¨¥² ¬¨ 

i

; i = 1; : : : ; n; 

0

, , ¯®½²®¬³ ¡³¤¥¬  ±±®¶¨¨°®¢ ²¼ ¥£® ± ¢¥ª²®°®¬

� = (

0

; 

1

; : : : ; 

n

) � R

n+1

.

�¥°¥§ A ®¡®§ ·¨¬ ¯°®¶¥±± ®²±¥·¥¨¿ (¡¥§ ®²¡° ±»¢ ¨¿ ¥° ¢¥±²¢) ¤«¿

°¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ (1.4), ¨±¯®«¼§³¾¹¨©   ª ¦¤®¬ ¸ £¥ ª®¥·³¾ ±®¢®ª³¯®±²¼

®²±¥·¥¨© G. �®¤°®¡¥¥ ½²®² ¯°®¶¥±± ¢»£«¿¤¨² ² ª :

� £ 0. �®« £ ¥¬ 


1

= 
.

k-¿ ¨²¥° ¶¨¿.

� £ 1. � µ®¤¨¬ x

k

= lexmax


k

. �±«¨ x

k

2 Z

n

¨«¨ 


k

= ;, ²® ¯°®¶¥±± § ¢¥°-

¸ ¥²±¿. � ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥ ¯®«³·¥® ®¯²¨¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ (1.4), ¢®

¢²®°®¬ - °¥¸¥¨¿ ¥².

� £ 2. �»¡¨° ¥¬ ª®¥·³¾ ±®¢®ª³¯®±²¼ ¥° ¢¥±²¢ G

x

k . �®« £ ¥¬ 


k+1

=




k

\

n

x 2 R

n

j (; x) � 

0

¤«¿ ¢±¥µ � 2 G

x

k

o

. �¢¥«¨·¨¢ ¥¬ k   1 ¨ ¯¥°¥-

µ®¤¨¬ ª (k + 1)-© ¨²¥° ¶¨¨ (  ¸ £ 1).

�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¯°®¶¥±± A °¥¸ ¥² § ¤ ·³ (1.4), ¥±«¨ ® §  ª®¥·®¥ ·¨±«®

¨²¥° ¶¨© «¨¡®  µ®¤¨² z

�

, «¨¡® ³±²  ¢«¨¢ ¥² ®²±³²±²¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬»µ °¥¸¥-

¨©.
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ . �®·ª¨ x; y 2 R

n

¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ L-½ª¢¨¢ «¥²»¬¨, ¥±«¨ ¥

±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© z 2 Z

n

, ·²® «¨¡® x � z � y, «¨¡® x � z � y.

L-½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨. �®°®¦¤ ¥¬®¥ ¨¬

´ ª²®° - ¯°®±²° ±²¢® R

n

=L  §»¢ ¥²±¿ L-° §¡¨¥¨¥¬ ¯°®±²° ±²¢  R

n

,   ¥£®

½«¥¬¥²» - L-ª« ±± ¬¨. L-° §¡¨¥¨¥ ¯°®±²° ±²¢  ¥±²¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¨-

¤³¶¨°³¥² L-° §¡¨¥¨¥ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¬®¦¥±²¢  S � R

n

, ª®²®°®¥ ®¡®§ ·¨¬

S=L.

�²¬¥²¨¬ ¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢  L-° §¡¨¥¨¿[2]:

1) �±¿ª ¿ ¶¥«®·¨±«¥ ¿ ²®·ª  ®¡° §³¥² ®²¤¥«¼»© L-ª« ±±; ®±² «¼»¥ L-

ª« ±±» ±®±²®¿² ²®«¼ª® ¨§ ¥¶¥«®·¨±«¥»µ ²®·¥ª ¨  §»¢ ¾²±¿ ¤°®¡»¬¨.

2) �±«¨ V 2 R

n

=L - ¤°®¡»© L-ª« ±±, ²® ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ r 2 f1; : : : ; ng ¨

a

j

2 Z; j = 1; : : : ; r, ·²®

V =

n

x 2 R

n

jx

j

= a

j

; j = 1; : : : ; r � 1; a

r

< x

r

< a

r

+ 1

o

:

3) �±«¨ S � R

n

®£° ¨·¥®, ²® S=L - ª®¥·®.

4) L-° §¡¨¥¨¥ ±®£« ±®¢ ® ± «¥ª±¨ª®£° ´¨·¥±ª¨¬ ¯®°¿¤ª®¬ ¢ ²®¬ ±¬»±«¥,

·²® ¥±«¨ V

1

; V

2

2 R

n

=L ¨ x

1

� y

1

¤«¿ ¥ª®²®°»µ x

1

2 V

1

; y

1

2 V

2

, ²® x � y

¤«¿ ¢±¥µ x 2 V

1

; y 2 V

2

.

�±®¡»© ¨²¥°¥± ¢ § ¤ ·¥ (1.4) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¬®¦¥±²¢®:




�

=

n

x 2 
jx � z;8z 2 
 \ Z

n

o

;

 §»¢ ¥¬®¥ ¤°®¡»¬  ª°»²¨¥¬ § ¤ ·¨ (1.4). �® ¢ ¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ µ ° ª²¥-

°¨§³¥² À° ±±²®¿¨¥Á ¬¥¦¤³ ¥¯°¥°»¢»¬ ¨ ¶¥«®·¨±«¥»¬ ®¯²¨¬³¬ ¬¨ § ¤ ·¨

(1.4). � ª²®°-¬®¦¥±²¢® 


�

=L ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ L- ª°»²¨¥¬ § ¤ ·¨ (1.4).

�¯°¥¤¥«¥¨¥ . �²±¥·¥¨¥ �  §»¢ ¥²±¿ °¥£³«¿°»¬, ¥±«¨ (; x) > 

0

¤«¿

¢±¥µ x 2 V

�x(
)

, £¤¥ V

�x

(
) - L-ª« ±± ¬®¦¥±²¢  
, ±®¤¥°¦ ¹¨© ²®·ª³ �x.

�¢®©±²¢¥»¥ ¤°®¡»¥ ¯°®¶¥±±» ®²±¥·¥¨¿ (±¬. [3]), ¨±¯®«¼§³¾¹¨¥   ª -

¦¤®© ¨²¥° ¶¨¨ °¥£³«¿°»¥ ®²±¥·¥¨¿,  §»¢ ¾²±¿ °¥£³«¿°»¬¨.

�¢®©±²¢  L-° §¡¨¥¨© ¯®§¢®«¿¾² ¯®«³· ²¼ ¢ ²¥°¬¨ µ L-ª« ±±®¢ ®¶¥ª¨

·¨±«  ¨²¥° ¶¨© °¥£³«¿°»µ ¯°®¶¥±±®¢. �«¿ ½²®£® ¢¢¥¤¥¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ . �«³¡¨®© H(�;
) ®²±¥·¥¨¿ � (®²®±¨²¥«¼® § ¤ ·¨ (1.4))

 §»¢ ¥²±¿ ª®«¨·¥±²¢® ¯®«®±²¼¾ ¨±ª«¾· ¥¬»µ ¨¬ ½«¥¬¥²®¢ L- ª°»²¨¿.

�¥®°¥¬  2.1. [4] �³±²¼ ¤«¿ ¢±¥µ ®²±¥·¥¨© � °¥£³«¿°®£® ¯°®¶¥±±  ¢»¯®«¿-

¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢® H(�;


t

) � h, £¤¥ 


t

- ¬®¦¥±²¢®, ¯®«³·¥®¥   t-© ¨²¥° -

¶¨¨. �®£¤  ·¨±«® ¨²¥° ¶¨© ½²®£® ¯°®¶¥±±  § ª«¾·¥® ¬¥¦¤³ ·¨±« ¬¨

1

h

j


�

=Lj

¨ j


�

=Lj.
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�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨¢¥¤¥®¥ ¢»¸¥ ±¢®©±²¢® L-° §¡¨¥¨¿ ¯®¤ ®¬¥°®¬ 3) ®¡¥±-

¯¥·¨¢ ¥² ª®¥·®±²¼ °¥£³«¿°»µ ¯°®¶¥±±®¢ ¯°¨ ®£° ¨·¥®¬ 


�

. �³¦® ±ª -

§ ²¼, ·²® ¯®«³·¥¨¥ ¥²°¨¢¨ «¼®© ¢¥°µ¥© ®¶¥ª¨ ¤«¿ £«³¡¨ ®²±¥·¥¨© ¿¢«¿-

¥²±¿ ¤®±² ²®·® ²°³¤®© § ¤ ·¥©. �¤¨¬ ¨§ ª« ±±®¢ ®²±¥·¥¨©, ¤«¿ ª®²®°»µ

² ª ¿ ®¶¥ª  ¯®±²°®¥ , ¿¢«¿¥²±¿ ª« ±± P -®²±¥·¥¨© [3], ±®¤¥°¦ ¹¨© ¢ ±¥¡¥

¢¯®«¥ °¥£³«¿°»¥ ®²±¥·¥¨¿ .

P -®²±¥·¥¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬ . �³±²¼ § ¤  ¯ ° ««¥«¥¯¨-

¯¥¤

P =

n

x 2 R

n

ja

j

� x

j

� b

j

; j = 1; : : : ; n

o

;

£¤¥ a

j

; b

j

2 R, j = 1; : : : ; n. � ±±¬®²°¨¬ ª« ±± § ¤ · (1.4), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ

³±«®¢¨¿¬ : 
 � P , �x = lexmax
, �x 62 Z

n

.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ . �¥£³«¿°®¥ ®²±¥·¥¨¥ �  §»¢ ¥²±¿ P -®²±¥·¥¨¥¬, ¥±«¨

(; z) � 

0

¤«¿ ¢±¥µ ² ª¨µ z 2 P \ Z

n

, ·²® z � �x. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯°®¶¥±±»

®²±¥·¥¨¿  §»¢ ¾²±¿ P -¯°®¶¥±± ¬¨ .

�¥®°¥¬  2.2. [3] �³±²¼ 
 � P , � - P -®²±¥·¥¨¥ .�®£¤  H(�;


t

) � n.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ . P -®²±¥·¥¨¥ �  §»¢ ¥²±¿ ¢¯®«¥ °¥£³«¿°»¬ ®²±¥·¥¨¥¬

(®²®±¨²¥«¼® ²®·ª¨ �x ¨ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤  P ), ¥±«¨ (; x) > 

0

¤«¿ ¢±¥µ

x 2 V

�x

(P ), £¤¥ V

�x

(P ) - L-ª« ±± ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤  P , ±®¤¥°¦ ¹¨© ²®·ª³ �x. �®®²-

¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯°®¶¥±±» ®²±¥·¥¨¿  §®¢¥¬ ¢¯®«¥ °¥£³«¿°»¬¨. �« ±± ¢¯®«¥

°¥£³«¿°»µ ®²±¥·¥¨© ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ =(�x; P ).

�±«®¢¨¥, ±´®°¬³«¨°®¢ ®¥ ¢ ¤ ®¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¨, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ®¯°¥¤¥«¥-

³¾ À±¨«³Á ¢¯®«¥ °¥£³«¿°»µ ®²±¥·¥¨©, ¨¡® ²®·ª  �x ¤®«¦  ®²±¥ª ²¼±¿ ¢¬¥-

±²¥ ± ¥ª®²®°»¬ ¥¯³±²»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ V

�x

(P ). � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿, ³±«®¢¨¥ ±®µ° -

¥¨¿ ²®·¥ª z 2 P \ Z

n

, z � �x,  ¯°®²¨¢, ¤¥« ¥² ®²±¥·¥¨¿ ª« ±±  =(�x; P )

À®±²®°®¦»¬¨Á. �  ±¥£®¤¿ ®²±³²±²¢³¥² ª®±²°³ª²¨¢®¥ ®¯¨± ¨¥ ª« ±±  P -

®²±¥·¥¨©. �«¿ ª« ±±  =(�x; P ) ² ª®¥ ®¯¨± ¨¥ ¯®«³·¥® ¢ [6].

3. �° ¢¥¨¥ ¢¯®«¥ °¥£³«¿°»µ ®²±¥·¥¨©

�¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¡®§ ·¥¨¿ :

'(x) = min

n

ijx

i

6= bx

i

c ; i = 1; : : : ; n

o

, ¤«¿ x 62 Z

n

, - ®¬¥° ¯¥°¢®© ¤°®¡®©

ª®®°¤¨ ²» ²®·ª¨ x;

¤«¿ x 2 PnZ

n

¯®«®¦¨¬

J

�

(x; P ) =

n

jjx

j

= a

j

; 1 � j � '(x)� 1

o

;

J

0

(x; P ) =

n

jja

j

< x

j

< b

j

; 1 � j � '(x)� 1

o

;

J

+

(x; P ) =

n

jjx

j

= b

j

; 1 � j � '(x)� 1

o

;

J

k

�

(x; P ) =

n

j 2 J

�

(x; P )jj > k

o

;

�

J

k

�

(x; P ) =

n

j 2 J

�

(x; P )jj < k

o

; £¤¥ � 2

n

�; 0;+

o

.

�³±²¼ 
 � P , ¨ ±³¹¥±²¢³¥² �x = lexmax
, �x 62 Z

n

.
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�¥®°¥¬  3.1. [6] �²±¥·¥¨¥ (; x) � 

0

¿¢«¿¥²±¿ ¢¯®«¥ °¥£³«¿°»¬ (®²-

®±¨²¥«¼® ²®·ª¨ �x ¨ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤  P ) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¥£®

ª®½´´¨¶¨¥²» ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¿¬ :

1) 

'(�x)

> 0;

2) 

k

= 0 ¤«¿ ¢±¥µ k > '(x);

3)



k

�

X

j2J

k

0

(�x;P )



j

(b

j

� �x

j

) +

X

j2J

k

�

(�x;P );

j

>0



j

(b

j

� �x

j

) + 

'(�x)

�

b

'(�x)

�

�

�x

'(�x)

�

�

;

¤«¿ ¢±¥µ k 2 J

0

(�x; P ) [ J

+

(�x; P );

4) 

0

= (; b�xc), £¤¥ b�xc = (b�x

1

c ; : : : ; b�x

n

c).

�³±²¼ � - ®²±¥·¥¨¥ ¢¨¤  (; x) � 

0

. �®«®¦¨¬

Q

p

(�) =

n

x 2 P j(; x) � 

0

o

- ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤  P , ±®µ° -

¿¥¬»µ ®²±¥·¥¨¥¬ �.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ . �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ®²±¥·¥¨¥ �

;

¥ ±¨«¼¥¥ ®²±¥·¥¨¿ �,

¥±«¨ Q

p

(�) � Q

p

(�

;

).

�§ ²¥®°¥¬» 3.1 ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® ¢¯®«¥ °¥£³«¿°®£® ®²±¥·¥¨¿ ¢»-

¡®° ª®½´´¨¶¨¥²®¢ 

k

¯°¨ k 2 J

�

(�x; P ) ¯°®¨§¢®«¥. �»¤¥«¨¬ ¢ =(�x; P ) ¯®¤ª« ±±

U(�x; P ) =

n

� 2 =(�x; P )j

k

� 0; k 2 J

�

(�x; P )

o

:

�¥¬¬  3.1. [7] �«¿ ¢±¿ª®£® � 2 =(�x; P ) ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ �

;

2 U(�x; P ),

·²® � ¥ ±¨«¼¥¥, ·¥¬ �

;

.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ . �²±¥·¥¨¿ �; �

;

2 U(�x; P )  §®¢¥¬ �-½ª¢¨¢ «¥²»¬¨, ¥±«¨



k

= 

;

k

, ¯°¨ k 2 J

�

(�x; P ) [ J

0

(�x; P ).

�²® ®²®¸¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®-

°®¦¤ ¥² ´ ª²®°-¬®¦¥±²¢® U(�x; P )=�. � ª ¦¤®¬ ª« ±±¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¢»-

¤¥«¨¬ ¯® ®¤®¬³ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¾ �

�

,®¯°¥¤¥«¥®¬³ ³±«®¢¨¥¬

�

�

k

=

X

j2J

k

0

[J

k

�

�

�

j

(b

j

� �x

j

) + �

�

'(�x)

(b

'(�x)

�

�

�x

'(�x)

�

); ¯°¨ k 2 J

+

: (3:1)

�¥£ª® ¤®ª § ²¼, ·²® «¾¡®¥ ®²±¥·¥¨¥ ¨§ ½«¥¬¥²  ´ ª²®°-¬®¦¥±²¢ 

U(�x; P )=� ¥ ±¨«¼¥¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ®²±¥·¥¨¿ �

�

. �¡º¥¤¨¨¬ ½²¨ À± ¬»¥

±¨«¼»¥Á ®²±¥·¥¨¿ ¢ ± ¬®±²®¿²¥«¼»© ¯®¤ª« ±±, ª®²®°»© ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§

U

�

(�x; P ) . �²¬¥²¨¬ ¤«¿ ¿±®±²¨, ·²® � 2 U

�

(�x; P ) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®-

£¤  � 2 U(�x; P ) ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ (3.1). �·¥¢¨¤  ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ 

�¥®°¥¬  3.2. [7] �«¿ «¾¡®£® � 2 =(�x; P ) ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ �

;

2 U

�

(�x; P ) ,

·²® � ¥ ±¨«¼¥¥, ·¥¬ �

;

.
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4. �° ¢¥¨¥ ¢¯®«¥ °¥£³«¿°»µ ¯°®¶¥±±®¢,

®±®¢ »µ   ®²±¥·¥¨¿µ ª« ±±®¢ U(�x; P ) ¨

U

�

(�x; P )

�³±²¼ �(~x; P ) - ®²±¥·¥¨¿ (; x� b~xc) � 0, ª®½´´¨¶¨¥²» ª®²®°»µ ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¾² ±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:

1. 

k

= 0 ¯°¨ k 2 J

�

(~x; P );

2.



k

=

X

j2J

k

0

(~x;P )



j

(b

j

� ~x

j

) + 

'(~x)

�

b

'(~x)

�

�

~x

'(~x)

�

�

; ¤«¿ ¢±¥µ k 2 J

0

(~x; P );

3.



k

�

X

j2J

k

0

(~x;P )



j

(b

j

� ~x

j

) + 

'(~x)

�

b

'(~x)

�

�

~x

'(~x)

�

�

; ¤«¿ ¢±¥µ k 2 J

0

(~x; P ):

�³±²¼ ¢¯®«¥ °¥£³«¿°»© ¯°®¶¥±± A (¤«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ (1.4)) ¨±¯®«¼§³¥²

  ª ¦¤®¬ i-®¬ ¸ £¥ ¥ª®²®°®¥ ®²±¥·¥¨¥ ¨§ ±®¢®ª³¯®±²¨ ¢¯®«¥ °¥£³«¿°»µ

®²±¥·¥¨© �(x

i

; P ) ª« ±±  U(�x; P )=�, £¤¥ x

i

= lexmax


i

.

�¥°¥§ A

�

®¡®§ ·¨¬ ¢¯®«¥ °¥£³«¿°»© ¯°®¶¥±±, ¨±¯®«¼§³¾¹¨©   ª ¦¤®¬

¸ £¥ ®²±¥·¥¨¥ �

�

(x

i

; P ) ¨§ ª« ±±  U

�

(�x; P ), ª®½´´¨¶¨¥²» ª®²®°®£® ³¤®¢«¥-

²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¿¬:

1. 

�

k

= 0 ¯°¨ k 2 J

�

(x

i

; P );

2.



�
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=

X

j2J

k

0
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�
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i
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)
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; P );

3.



�
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0
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;P )



�
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'(x
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�
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i

'(x
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)
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; ¤«¿ ¢±¥µ k 2 J

+

(x

i

; P ):

�±®, ·²® ®²±¥·¥¨¥ �

�

(x

i

; P ) ®²«¨· ¥²±¿ ®² (3.1)  «¨·¨¥¬ ³±«®¢¨¿ 2. �»-

¿±¨¬, ª ª ¢»£«¿¤¿² ª®½´´¨¶¨¥²» ®²±¥·¥¨¿ �

�

(x

i

; P ).

�³±²¼ ª« ±± J

0

(x

i

; P ) ±®¤¥°¦¨² p ¨¤¥ª±®¢, ².¥. J

0

(x

i

; P ) = fj

1

; : : : ; j

p

g. �®-

£¤ , ¯®« £ ¿ 

�

'(x

i

)

= 1, ¨§ 2. ¯®«³·¨¬
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= b

'(x
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)
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p
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p
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=
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p
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p
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j

p

� x

i

j

p

+ 1)(b
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p
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+ 1

�

=

=

�
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'(x
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�

j
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i

'(x
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)
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(b

j

p

� x

i

j

p

+ 1)(b

j

p�1

� x

i

j

p�1

+ 1) =

=

�

b

'(x

i

)

�

j

x

i

'(x

i

)

k�

Y

l2J

j

p�2

0

(b

l

� x

i

l

+ 1):

�°®¤®«¦ ¿   «®£¨·»¥ ¢»ª« ¤ª¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® 

j

p�i

, i = 3; : : : ; p� 1, ¯®«³-

·¨¬, ·²® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯°¨ k 2 J

0

(x

i

; P );



�

k

=

�

b

'(x

i

)

�

j

x

i

'(x

i

)

k�

Y

l2J

k

0

(b

l

� x

i

l

+ 1): (4:1)

� ±±¬®²°¨¬ ³±«®¢¨¥ 3: �³±²¼ k 2 J

+

(x

i

; P ). �±«¨ k > j

p

, ²®



�

k

= b

'(x

i

)

�

j

x

i

'(x

i

)

k

;

¥±«¨ j

p�1

< k < j

p

, ²®



�

k

= 

�

j

p

(b

j

p

� x

i

j

p

) + b

'(x

i

)

�

j

x

i

'(x

i

)

k

=

�

b

'(x

i

)

�

j

x

i

'(x

i

)

k�

(b

j

p

� x

i

j

p

+ 1);

� ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¥±«¨ j

i�1

< k < j

i

, i = 2; : : : ; p� 1, ²®



�

k

=

�

b

'(x

i

)

�

j

x

i

'(x

i

)

k�

Y

l2J

k

0

(b

l

� x

i

l

+ 1): (4:2)

�¥¯¥°¼ ¬®¦® ±ª § ²¼, ·²® ¢¯®«¥ °¥£³«¿°»© ¯°®¶¥±± A

�

¨±¯®«¼§³¥² ®²-

±¥·¥¨¥ �

�

(x

i

; P ) ¨§ ª« ±±  U

�

(�x; P ), ª®½´´¨¶¨¥²» ª®²®°®£® ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²

³±«®¢¨¿¬:

1. 

�

k

= 0 ¯°¨ k 2 J

�

(x

i

; P );

2.



�

k

=

�

b

'(x

i

)

�

j

x

i

'(x

i

)

k�

Y

l2J

k

0

(b

l

� x

i

l

+ 1) ¯°¨ k 2 J

0

(x

i

; P );

3.



�
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=

�

b

'(x

i

)

�

j

x

i

'(x

i

)

k�

Y

l2J

k

0

(b

l

� x

i

l

+ 1) ¯°¨ k 2 J

+

(x

i

; P ):

�·¥¢¨¤® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.
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�°¥¤«®¦¥¨¥ 4.1. �¾¡®¥ ®²±¥·¥¨¥ � ¨§ �(x

i

; P ) ¥ ±¨«¼¥¥, ·¥¬ �

�

(x

i

; P ).

� ¥¥ ¢ ° ¡®² µ [1, 5] ¡»«¨  ©¤¥»  ¨±ª®°¥©¸¨¥ ¯® ·¨±«³ ¨²¥° ¶¨© ¢¯®«¥

°¥£³«¿°»¥  «£®°¨²¬» ¤«¿ § ¤ · ¡³«¥¢  ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿,   ² ª¦¥ ¢ ° ¡®²¥

[7] ¡»«¨  ©¤¥»  ¨±ª®°¥©¸¨¥ ¢¯®«¥ °¥£³«¿°»¥  «£®°¨²¬» ¤«¿ °¥¸¥¨¿

§ ¤ ·¨ (1.4), ¨±¯®«¼§³¾¹¨¥   ª ¦¤®© ¨²¥° ¶¨¨ ¥ª®²®°³¾ ª®¥·³¾ ¢¯®«¥

°¥£³«¿°³¾ ±®¢®ª³¯®±²¼ ¥° ¢¥±²¢. � ¤ ®© ¦¥ ° ¡®²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿

 «£®°¨²¬», ¨±¯®«¼§³¾¹¨¥   ª ¦¤®© ¨²¥° ¶¨¨ «¨¸¼ ¯® ®¤®¬³ ®²±¥·¥¨¾ ¨§

�(~x; P ), ¨ ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¨§ ¢±¥µ ² ª¨µ  «£®°¨²¬®¢  ¨±ª®°¥©¸¨¬ ¯® ·¨±«³

¨²¥° ¶¨© ¿¢«¿¥²±¿  «£®°¨²¬, ®±®¢ »©   ®²±¥·¥¨¨ �

�

. �«¿ ½²®£® ¢®±¯®«¼-

§³¥¬±¿ «¥¬¬®©.

�¥¬¬  4.1. �³±²¼ u, v ¥ ¿¢«¿¾²±¿ L-½ª¢¨¢ «¥²»¬¨ ¨ u � v. �±«¨

�

�

(v; P ) ®²±¥ª ¥² ²®·ª³ u, ²® �

�

(v; P ) ¥ ±¨«¼¥¥, ·¥¬ �

�

(u; P ).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª ²®·ª  u ®²±¥ª ¥²±¿ �

�

(v; P ), ²® �(u; v) < '(v).

�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ �(u; v) > '(v), ²® ²®·ª¨ u ¨ v L-½ª¢¨¢ «¥²»,   ¥±«¨

�(u; v) = '(v), ²® u

'(v)

�

�

v

'(v)

�

,   ½²® § ·¨², ·²®

(

�

(v; P ); u)� 

�

0

(v; P ) =
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i2J

0

(v;P )



�
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� v
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+
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i

� v
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�
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�
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�

�

�

v

'(v)

�

�

� 0; ². ¥. ²®·ª  u ±®µ° ¿¥²±¿ ®²±¥·¥¨¥¬ �

�

(v; P ).

�·¥¢¨¤®, ·²® �(u; v) 62 J

�

(v; P ).

�³±²¼ �(u; v) 2 J

0

(v; P ) [ J

+

(v; P ) ¨ u

�(u;v)

� v

�(u;v)

� �1. �®£¤ , ¨±¯®«¼§³¿

´®°¬³«» (4.1),(4.2), ¯®«³· ¥¬

(

�
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�
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X

i2

�
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� ¢¥±²¢® ³«¾ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¢ ±¨«³ ±«¥¤³¾¹¨µ ¢»ª« ¤®ª.

�³±²¼ J

�(u;v)

)

= fj

1

; : : : ; j

p

g. �®£¤ 
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+
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p
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p
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p
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p
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+ 1)(b

j

1

� v

j

1

)) =
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+ 1):

�² ª, ²®·ª  u ±®µ° ¿¥²±¿ ®²±¥·¥¨¥¬ �

�

(v; P ), ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ³±«®¢¨¾

«¥¬¬». �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® u

�(u;v)

� v

�(u;v)

> �1:

� ª ª ª v

�(u;v)

- ¶¥«®¥, ²® u

�(u;v)

- ¤°®¡®¥. � ·¨², �(u; v) = '(u) < '(v) ¨,

±«¥¤®¢ ²¥«¼®:

'(u) 2 J

0

(v; P ) [ J

+

(v; P );

�

u

�(u;v)

�
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�(u;v)

� 1;

�
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�

(v; P ) = J

�
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�
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'(u)

0

(v; P ) = J

0
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�

J

'(u)

+

(v; P ) = J

+

(u; P ):

�±² ¥²±¿ ¯®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¥ª®²®° ¿ ²®·ª  x 2 P ®²±¥ª ¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢®¬

�

�

(v; P ), ²® ®  ®²±¥ª ¥²±¿ ¨ ¥° ¢¥±²¢®¬ �
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+

X

j2J

'(u)

0

[J

'(u)

+

;j<'(v)



�

j

(x

j

� v

j

) + x

'(v)

�

�

v

'(v)

�

= (b

'(v)

�

�

v

'(v)

�

)�

�

X

j2

�

J

'(u)

0

[

�

J

'(u)

+

Y

l2J

j

0

(b

l

�v

l

+1)(x

j

�v

j

)+(b

'(v)

�

�

v

'(v)

�

)

Y

l2J

'(u)

0

(b

l

�v

l

+1)(x

'(u)

�v

'(u)

)+

+

�

b

'(v)

�

�

v

'(v)

�

�

X

j2J

'(u)

0

[J

'(u)

+

;j<'(v)

Y

l2J

j

0

(b

l

� v

l

+ 1)(x

j

� v

j

) + x

'(v)

�

�

v

'(v)

�

=

=

�

b

'(v)

�

�

v

'(v)

�

�

Y

l2J

'(u)

0

(b

l

�v

l

+1)(b

'(u)

�v

'(u)

+1)

X

j2

�

J

'(u)

0

[

�

J

'(u)

+

Y

l2J

j

0

\

�

J

'(u)

0

(b

l

�v

l

+1)�

�(x

j

� v

j

)x

'(u)

� v

'(u)

) +

�

b

'(v)

�

�

v

'(v)

�

�

X

j2J

'(u)

0

[J

'(u)

+

;j<'(v)

Y

l2J

j

0

(b

l

� v

l

+ 1)�



32 �.�. �¢±²¨´¥¥¢ . �° ¢¥¨¥  «£®°¨²¬®¢ ®¤®£® ª« ±± ...

�(x

j

� v

j

)+x

'(v)

�

�

v

'(v)

�

=

�

b

'(v)

�

�

v

'(v)

�

�

Y

l2J

'(u)

0

(b

l

� v

l

+1)

��

b

'(u)

�

�

u

'(u)

�

�

�

�

X

j2

�

J

'(u)

0

[

�

J

'(u)

+

Y

l2J

j

0

\

�

J

'(u)

0

(b

l

� v

l

+ 1)(x

j

� v

j

) + x

'(u)

�

�

u

'(u)

�

� 1

�

+

+

�

b

'(v)

�

�

v

'(v)

�

�

X

j2J

'(u)

0

[J

'(u)

+

;j<'(v)

Y

l2J

j

0

(b

l

� v

l

+ 1)(x

j

� v

j

) + x

'(v)

�

�

v

'(v)

�

=

=

�

b

'(v)

�

�

v

'(v)

�

�

Y

l2J

'(u)

0

(b

l

� v

l

+ 1)((

�

(u; P ); x)� 

�

(u; P )� 1)+

+

�

b

'(v)

�

�

v

'(v)

�

�

X

j2J

'(u)

0

[J

'(u)

+

;j<'(v)

Y

l2J

j

0

(b

l

� v

l

+ 1)(x

j

� v

j

) + x

'(v)

�

�

v

'(v)

�

> 0:

�«¥¤®¢ ²¥«¼®,

(

�

(u; P ); x)� 

�

0

(u; P ) > 1 �
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+
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�¥¬¬  4.2. �³±²¼ X = fx

k

g

t

k=1

- ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ¯®°®¦¤ ¥¬ ¿ ¯°®-

¶¥±±®¬ A

�

, y 2 P - ¥¶¥«®·¨±«¥ ¿ ²®·ª  ¨ y � x

p

¤«¿ ¥ª®²®°®£® p 2

f1; : : : ; t � 1g. �®£¤  «¾¡®¥ ®²±¥·¥¨¥ � ¨§ �(y; P ) ®²±¥ª ¥² ¥ ¡®«¥¥ ®¤®©

²®·ª¨ x

k

, k � p.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �² ¯°®²¨¢®£®. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ®²±¥·¥¨¥ � ¨§ �(y; P )

®²±¥ª«® ²®·ª¨ x

q

¨ x

r

, p � q � r. �® ²¥®°¥¬¥ 4.1 � ¥ ±¨«¼¥¥, ·¥¬ �

�

(y; P ),

§ ·¨² �

�

(y; P ) ®²±¥ª ¥² ²®·ª¨ x

q

¨ x

r

. � ª ª ª x

q

¨ x

p

¥ ¿¢«¿¾²±¿ L-

½ª¢¨¢ «¥²»¬¨ ¨ ² ª ª ª y � x

p

� x

q

, ²® y ¨ x

q

² ª ¦¥ ¥ ¿¢«¿¾²±¿ L-

½ª¢¨¢ «¥²»¬¨. �®£¤  ¯® «¥¬¬¥ 4.1 �

�

(y; P ) ¥ ±¨«¼¥¥ �

�

(x

q

; P ), ® ¨§ ³±«®¢¨¿

²¥®°¥¬» ¬» § ¥¬, ·²® �

�

(x

q

; P ) ¥ ®²±¥ª ¥² ²®·ª³ x

r

. �°®²¨¢®°¥·¨¥.
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�¥®°¥¬  4.2. �³±²¼ 
 � P . �«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ (1.4) ¯°®¶¥±±®¬ A

�

¯®²°¥-

¡³¥²±¿ ¨²¥° ¶¨© ¥ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¯°®¶¥±±®¬ A.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ®²±¥·¥¨¥, ¯®±²°®¥®¥ ¯® «¾¡®© ²®·ª¥ y,

¯®°®¦¤¥®© ¯°®¶¥±±®¬ A, ®²±¥ª ¥², ±®£« ±® «¥¬¬» 4.2, ¥ ¡®«¥¥ ®¤®© ²®·ª¨

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ X. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°®¶¥±±³ A ¯®²°¥¡³¥²±¿ ¨²¥° ¶¨© ¥

¬¥¼¸¥, ·¥¬ ¯°®¶¥±±³ A

�

.
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In this paper the following problem is studied. Let � :

~

M ! M be a branched

covering of smooth riemannian manifold M with metric d by manifold

~

M . It

is possible to draw the metric d from M into some metric

~

d on

~

M . And there

appears a question: what conditions about M and � can ensure the metric

space (

~

M;

~

d ) to be an Alexandrov space of bounded curvature? This question

is considered in given paper.

1. �¢¥¤¥¨¥

� ¯®±«¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¢ £¥®¬¥²°¨¨ ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ¡®«¼¸®© ¨²¥°¥± ª ¨§³·¥¨¾ ¢®-

¯°®±®¢, ±¢¿§ »µ ± ¯°®±²° ±²¢ ¬¨ �.�.�«¥ª± ¤°®¢  ®£° ¨·¥®© ±¢¥°µ³

ª°¨¢¨§». �²  ° ¡®²  ¯®±¢¿¹¥  ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¥. �³±²¼ M { £« ¤ª®¥ °¨¬ -

®¢® ¬®£®®¡° §¨¥ ¨ � :

~

M !M { ° §¢¥²¢«¥®¥  ª°»²¨¥ M ¬®£®®¡° §¨¥¬

~

M . �¯°¥¤¥«¥¨¥ ° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿,   ² ª¦¥ ¢±¥ ®±² «¼»¥, ±¬. ¢ ¯³ª²¥

2. �¡®§ ·¨¬ ¬¥²°¨ª³   M ·¥°¥§ d. �¥²°¨ª   M ± ¯®¬®¹¼¾ ®²®¡° ¦¥¨¿ �

¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®¤¿²   

~

M . �®§¨ª ¥² ¢®¯°®±, ª ª¨¥ ³±«®¢¨¿  M ¨ � ¿¢«¿¾²±¿

¤®±² ²®·»¬¨ ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¬®£®®¡° §¨¥

~

M ¯°¥¢° ²¨«®±¼ ¢ ¯°®±²° ±²¢®

�.�.�«¥ª± ¤°®¢  ®£° ¨·¥®© ±¢¥°µ³ ª°¨¢¨§»? �²®² ¢®¯°®± ¨±±«¥¤®¢ «±¿

¢ [1].

�  ¸¥© ° ¡®²¥ ¬®£®®¡° §¨¿ M ¨

~

M ¬» ±·¨² ¥¬ «¨¥©® ±¢¿§»¬¨,  

®²®¡° ¦¥¨¥ � ¥¯°¥°»¢»¬. �®£¤  ¬¥²°¨ª³

~

d ¬®¦® ¯®¤¿²¼  

~

M ,  ¯°¨¬¥°,

± ¯®¬®¹¼¾ ±«¥¤³¾¹¥£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿.

�³±²¼ x; y 2

~

M . �®£¤ 

~

d(x; y) = inf

xLy

s

d

(�(L)); (1)

£¤¥ L { ½²® ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¥¯°¥°»¢»¥ ¯³²¨  

~

M , ±®¥¤¨¿¾¹¨¥ x ¨ y,  

s

d

(�(L)) - ½²® ¤«¨  ¯³²¨ �(L)   M ¢ ¬¥²°¨ª¥ d.

� ½²®© ° ¡®²¥ ¨±±«¥¤³¥²±¿ ¤°³£®© ±¯®±®¡ § ¤ ¨¿ ²®© ¦¥ ± ¬®© ¬¥²°¨ª¨,  

¨¬¥®, ± ¯®¬®¹¼¾ ±³¡¬¥²°¨¨. �¥§³«¼² ²®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.

c
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c



1999 �.�. � µ¨

E-mail: guts@univer.omsk.su

�¬±ª¨© £®±³¤ °±²¢¥»© ³¨¢¥°±¨²¥²



� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥. 1999. �»¯. 4. 35

�°¥¤«®¦¥¨¥ 1. �³±²¼ � :

~

M ! M ° §¢¥²¢«¥®¥  ª°»²¨¥ £« ¤ª®£®

°¨¬ ®¢  ¬®£®®¡° §¨¿ M ª®¬¯ ª²»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬

~

M . �®£®®¡° §¨¿

~

M ¨

M «¨¥©® ±¢¿§». �¨¬ ®¢  ¬¥²°¨ª   M ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ d. �®£¤   

~

M

±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¢³²°¥¿¿ ¬¥²°¨ª  �, ² ª ¿, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥

� : (

~

M;�)! (M;d) ¿¢«¿¥²±¿ ±³¡¬¥²°¨¥©.

� ¯°®¶¥±±¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® ½²  ¬¥²°¨ª  ±®¢¯ ¤ ¥² ±

~

d.

�±¥ ¤ «¼¥©¸¨¥ °¥§³«¼² ²» ¤®ª § » ²®«¼ª® ¤«¿ ¤¢³¬¥°»µ ¬®£®®¡° §¨©.

�  ®±®¢ ¨¨ ¯®«³·¥»µ ¢ [1] °¥§³«¼² ²®¢ ¯®ª §   ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ±«¥¤³¾-

¹¥£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 2. �³±²¼ � :

~

M ! M { ° §¢¥²¢«¥®¥  ª°»²¨¥ £« ¤ª®£®

¤¢³¬¥°®£® °¨¬ ®¢  ¬®£®®¡° §¨¿ M ¤¢³¬¥°»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬

~

M . �®£®-

®¡° §¨¿

~

M ¨ M «¨¥©® ±¢¿§». �¨¬ ®¢  ¬¥²°¨ª    M ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§

d. � ³±±®¢  ª°¨¢¨§  M ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² �. �®£¤  ¬¥²°¨ª 

~

d  

~

M , ¯®¤¿² ¿

¨§ ¬¥²°¨ª¨ d   M ± ¯®¬®¹¼¾ ®²®¡° ¦¥¨¿ �, ¯°¥¢° ¹ ¥²

~

M ¢ ¯°®±²° -

±²¢® ª°¨¢¨§» � � ¯® �.�.�«¥ª± ¤°®¢³.

�¤¥±¼

~

d ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥ (1).

� «¥¥ ¨±±«¥¤³¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨© ¢®¯°®±. �» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ²°¨ · ±²»µ ±«³-

· ¿ ° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿ � :

~

M ! M . � ª ¦¤®¬ ¨§ ¨µ ¢ ª ·¥±²¢¥ M

¡¥°¥²±¿ ¥¤¨¨· ¿ ±´¥°  �¨¬   S, °¥ «¨§®¢  ¿ ª ª ¯®¤¬®¦¥±²¢® E

3

, ².

¥. °¨¬ ®¢® ¬®£®®¡° §¨¥. � «¥¥, ¢ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥

~

M { ½²® ² ª¦¥ ±´¥°  �¨-

¬  , ¨ ®   ª°»¢ ¥² S ± ¯®¬®¹¼¾ ° ¶¨® «¼®© ´³ª¶¨¨. �® ¢²®°®¬ ±«³· ¥

~

M { ½²® ²®°,  ª°»¢ ¾¹¨© ±´¥°³ S ± ¯®¬®¹¼¾ ½««¨¯²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨. �

²°¥²¼¥¬ ±«³· ¥

~

M ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±´¥°³ ± g °³·ª ¬¨,   ®²®¡° ¦¥¨¥ �

¡³¤¥² ¯®±²°®¥® ¨¦¥ (¢ ¯³ª²¥ 6). �«¿ ¢±¥µ ½²¨µ ±«³· ¥¢ ¨§ �°¥¤«®¦¥¨¿ 1 ¨

�°¥¤«®¦¥¨¿ 2 ¬» ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±«¥¤±²¢¨¿.

�«¥¤±²¢¨¥ 1. �³±²¼ ±´¥°  �¨¬  

~

S ®²®¡° ¦ ¥²±¿   ±´¥°³ �¨¬   S

± ¯®¬®¹¼¾ ° ¶¨® «¼®© ´³ª¶¨¨ f . �®£¤   

~

S ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿

¢³²°¥¿¿ ¬¥²°¨ª , ² ª ¿, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ f ¿¢«¿¥²±¿ ±³¡¬¥²°¨¥©, ¨

½²  ¬¥²°¨ª  ¯°¥¢° ¹ ¥²

~

S ¢ ¯°®±²° ±²¢® ª°¨¢¨§» � 1.

�«¥¤±²¢¨¥ 2. �³±²¼ ²®°

~

T ®²®¡° ¦ ¥²±¿   ±´¥°³ �¨¬   S ± ¯®¬®¹¼¾

½««¨¯²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ v. �®£¤   

~

T ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¢³²°¥¿¿

¬¥²°¨ª , ² ª ¿,, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ v ¿¢«¿¥²±¿ ±³¡¬¥²°¨¥©, ¨ ½²  ¬¥²°¨ª 

¯°¥¢° ¹ ¥²

~

T ¢ ¯°®±²° ±²¢® ª°¨¢¨§» � 1.

�«¥¤±²¢¨¥ 3. �³±²¼ ¬®£®®¡° §¨¥

~

N { ±´¥°  ± g °³·ª ¬¨, g > 0, ®²®-

¡° ¦ ¥²±¿   ±´¥°³ �¨¬   S ± ¯®¬®¹¼¾ ®²®¡° ¦¥¨¿ h (®²®¡° ¦¥¨¥ h

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ¯³ª²¥ 6). �®£¤   

~

N ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¢³²°¥¿¿

¬¥²°¨ª , ² ª ¿, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ h ¿¢«¿¥²±¿ ±³¡¬¥²°¨¥©, ¨ ½²  ¬¥²°¨ª 

¯°¥¢° ¹ ¥²

~

N ¢ ¯°®±²° ±²¢® ª°¨¢¨§» � 1.

� ª ¦¤®¬ ±«³· ¥ ¬» ¯®«³· ¥¬ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® (

~

M;

~

d ) ª°¨¢¨§»

� 1. � «¥¥, ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¥±«¨ ®²®¡° ¦¥¨¥ � § ¤ ® ¿¢®, ²® ¬¥²°¨ª³

~

d
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~

M ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼. �«¿ ½²®£® ³¤®¡® ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ-

®±²¼¾ R ®²®¡° ¦¥¨¿ �

�1

, ®¡° ²®£® ª �. �  °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ®¯°¥-

¤¥«¥  ¥±²¥±²¢¥ ¿ ¬¥²°¨ª  (±¬. 1.2), ¨ ®²®¡° ¦¥¨¥ �

�1

: R !

~

M ¿¢«¿¥²±¿

¨§®¬¥²°¨¥©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿

~

d ¤®±² ²®·® ¯®±²°®¨²¼ °¨¬ -

®¢³ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¤«¿ �

�1

. �±®¢ ¿ · ±²¼ ° ¡®²» ª ª ° § ¨ ¯®±¢¿¹¥  ½²®¬³

¢®¯°®±³. �¥§³«¼² ²®¬ ¿¢«¿¥²±¿  «£®°¨²¬, ¯®§¢®«¿¾¹¨© ¯®±²°®¨²¼ °¨¬ ®¢³

¯®¢¥°µ®±²¼ ¤«¿ ´³ª¶¨¨, ®¡° ²®© ª ¯°®¨§¢®«¼®© ° ¶¨® «¼®© ¨«¨ ·¥²®©

½««¨¯²¨·¥±ª®©.

2. �°¥¤¢ °¨²¥«¼»¥ ±¢¥¤¥¨¿

1.1. �¯¨¸¥¬, ª ª ª®ª°¥²® ¡³¤³² °¥ «¨§®¢ »  ¸¨ · ±²»¥ ±«³· ¨ ° §-

¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿ � :

~

M ! M . � ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, M ¯°¥¤±² ¢«¿¥²

±®¡®© ±´¥°³ �¨¬   S, ¢«®¦¥³¾ ¢ E

3

{ ²°¥µ¬¥°®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° -

±²¢®. �  ± ¡¦ ¥²±¿ ¨¤³¶¨°®¢ ®© °¨¬ ®¢®© ¬¥²°¨ª®© d. � ª ¬®¦¥±²¢®

²®·¥ª, S ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢ ¢¨¤¥ C [ f1g. � «¥¥, ¢ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥

~

M

² ª¦¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ±´¥°³ �¨¬  , ¨ ¬» ² ª¦¥ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼

~

M ¢ ¢¨¤¥ C [ f1g. � ª¨¬ ®¡° §®¬, � ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¤¥©±²¢³¥² ¨§ C [ f1g

¢ C [ f1g. � ª ·¥±²¢¥ � ¬» ¡¥°¥¬ ¢±¥ ° ¶¨® «¼»¥ ´³ª¶¨¨. �® ¢²®°®¬

±«³· ¥

~

M { ½²® ²®°, ª®²®°»© ¬» ¯°¥¤±² ¢«¿¥¬ ª ª °¥§³«¼² ² ´ ª²®°¨§ -

¶¨¨ C ¯® ¤¥©±²¢¨¾ £°³¯¯», ¯®°®¦¤¥®© ¤¢³¬¿ ±¤¢¨£ ¬¨   ¢¥ª²®°» !

1

¨

!

2

(!

1

; !

2

2 C; !

1

6= 0; !

2

6= 0; !

1

=!

2

=2 R). �®½²®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¥ � ¢ ½²®¬

±«³· ¥ § ¤ ®   ¯ ° ««¥«®£° ¬¬¥, ±²®°®» ª®²®°®£® { ½²® ¢¥ª²®°» !

1

¨ !

2

.

� ª ·¥±²¢¥ � ¬» ¡¥°¥¬ ·¥²»¥ ½««¨¯²¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨ ± ¯¥°¨®¤ ¬¨ !

1

¨ !

2

.

�¥ «¨§ ¶¨¿

~

M ¢ ¢¨¤¥ ±´¥°» ± g °³·ª ¬¨ ¤«¿ ²°¥²¼¥£® ±«³· ¿ ®¯¨±   ¢ ¯³ª²¥

6. �«¿ ¢±¥µ ²°¥µ ±«³· ¥¢ � ¨§ �°¥¤«®¦¥¨¿ 1 ° ¢® ¥¤¨¨¶¥, ². ª. £ ³±±®¢ 

ª°¨¢¨§  S ° ¢  1.

1.2. �³±²¼ ¬»  µ®¤¨¬±¿ ¢ ° ¬ª µ ®¤®£® ¨§ ²°¥µ · ±²»µ ±«³· ¥¢. �¢¥-

¤¥¬ ¥ª®²®°»¥ ®¡®§ ·¥¨¿. �¨¬ ®¢³ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¤«¿ �

�1

®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ R.

� «¥¥, ¬®£®§ ·³¾ ´³ª¶¨¾ �

�1

®¡»·® ±·¨² ¾² § ¤ ®©   R, ® ¢ ² ª®¬

±«³· ¥ ½²® ®²®¡° ¦¥¨¥ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° ²»¬ ª �. �²®¡» ¥ ¯°®¨§®¸«® ¯³-

² ¨¶», ¬» ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥ �

�1

: R !

~

M . �®¤ ½²¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬ ¡³¤¥²

¯®¨¬ ²¼±¿ ²®, ·²® ®¡»·® ¯®¨¬ ¥²±¿ ¯®¤ �

�1

. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ±«¥¤³¾¹ ¿

¤¨ £° ¬¬  ¡³¤¥² ª®¬¬³² ²¨¢®©:

R

�

�1

. #

'

~

M

�

! S

�¤¥±¼ ' { ½²® ¥±²¥±²¢¥ ¿ ¯°®¥ª¶¨¿ °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨   ±´¥°³ �¨¬  ,

². ¥. ¤¢¥ ²®·ª¨ ¯°®¥ª²¨°³¾²±¿ ¢ ®¤³, ¥±«¨ ®¨ ¨¬¥¾² ®¤® ¨ ²® ¦¥ ¯®«®¦¥-

¨¥   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±´¥° µ, ¨§ ª®²®°»µ ±ª«¥¥  °¨¬ ®¢  ¯®¢¥°µ®±²¼ R.

�²¬¥²¨¬ ² ª¦¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ � :

~

M ! R, ®¡° ²®£® ª �

�1

, ®®

 ¬ ¢¯®±«¥¤±²¢¨¨ ¯® ¤®¡¨²±¿.
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�  R ±³¹¥±²¢³¥² ¥±²¥±²¢¥ ¿ ¬¥²°¨ª , ª®²®° ¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¨´¨-

¬³¬ ¤«¨ ¢±¥µ ¥¯°¥°»¢»µ ª°¨¢»µ L, ±®¥¤¨¿¾¹¨µ ²®·ª¨, ¬¥¦¤³ ª®²®°»¬¨

¨§¬¥°¿¥²±¿ ° ±±²®¿¨¥. �«¨  ª°¨¢®© L { ½²® ¤«¨  ª°¨¢®© '(L). �§ ½²®£®

®¯°¥¤¥«¥¨¿, ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬¥²°¨ª¨

~

d ¯® ´®°¬³«¥ (1) ¨ ª®¬¬³² ²¨¢®±²¨ ¯®-

±²°®¥®© ¢»¸¥ ¤¨ £° ¬¬» ±«¥¤³¥², ·²®

~

M ¨§®¬¥²°¨·® °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®-

±²¨ R ¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ �

�1

: R !

~

M ¨«¨ ¨ � :

~

M ! R ¿¢«¿¾²±¿ ¨§®¬¥²°¨¿¬¨.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¬¥±²® ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢  (

~

M;

~

d ) ¬®¦® ¨±±«¥¤®¢ ²¼

°¨¬ ®¢³ ¯®¢¥°µ®±²¼ R ± ¥±²¥±²¢¥®© ¬¥²°¨ª®©, ¨ ¥±«¨ ¬» µ®²¨¬ ¢»·¨±«¨²¼

¬¥²°¨ª³

~

d  

~

M , ²® ³¦® ¢±¥£® «¨¸¼ ¯®±²°®¨²¼ °¨¬ ®¢³ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¤«¿

®²®¡° ¦¥¨¿ �

�1

.

3. �±®¢»¥ ¯®¿²¨¿ ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® (M;d)  §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²° -

±²¢®¬ ± ¢³²°¥¥© ¬¥²°¨ª®©, ¥±«¨

8x; y 2M d(x; y) = inf

xLy

s

d

(L);

£¤¥ L { ½²® ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¥¯°¥°»¢»¥ ¯³²¨   M , ±®¥¤¨¿¾¹¨¥ x ¨ y,   s

d

(L)

- ½²® ¤«¨  ¯³²¨ L ¢ ¬¥²°¨ª¥ d.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �° ²· ©¸¥© ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢   §»¢ ¥²±¿ ª°¨-

¢ ¿, ¤«¨  ª®²®°®© ° ¢  ° ±±²®¿¨¾ ¬¥¦¤³ ¥¥ ª®¶ ¬¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. � ¡®° ¨§ ²°¥µ ²®·¥ª p; q; r 2M ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢ 

M ¨ ²°¥µ ª° ²· ©¸¨µ pq; pr; qr  §»¢ ¥²±¿ ²°¥³£®«¼¨ª®¬ ¢M ¨ ®¡®§ · ¥²±¿

4pqr.

� ´¨ª±¨°³¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«® k. � §®¢¥¬ k-¯«®±ª®±²¼¾ ¤¢³¬¥°®¥ ¯®«-

®¥ ®¤®±¢¿§®¥ °¨¬ ®¢® ¬®£®®¡° §¨¥ ª°¨¢¨§» k. �³±²¼M { ¯°®±²° ±²¢® ±

¢³²°¥¥© ¬¥²°¨ª®©. �°®©ª¥ ²®·¥ª p; q; r ¨§M ±®¯®±² ¢¨¬ ²°¥³£®«¼¨ª

~

4pqr

  k-¯«®±ª®±²¨ ± ¢¥°¸¨ ¬¨ ~p; ~q; ~r ¨ ¤«¨ ¬¨ ±²®°® j~p~qj = jpqj; j~p~rj = jprj; j~q~rj =

jqrj. �°¨ k � 0 ² ª®© ²°¥³£®«¼¨ª ¢±¥£¤  ±³¹¥±²¢³¥²,   ¯°¨ k > 0 ²®«¼ª® ¢

¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨, ·²® ¯¥°¨¬¥²° 4pqr ¬¥¼¸¥ 2�=

p

k.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4. �³±²¼M { ¯°®±²° ±²¢® ± ¢³²°¥¥© ¬¥²°¨ª®©, ¢ ª®²®°®¬

«®ª «¼® «¾¡»¥ ¤¢¥ ²®·ª¨ ±®¥¤¨¨¬» ª° ²· ©¸¥©. �®£¤  M  §»¢ ¥²±¿ ¯°®-

±²° ±²¢®¬ ª°¨¢¨§» � k ¯® �.�.�«¥ª± ¤°®¢³, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2 M

±³¹¥±²¢³¥² ®ª°¥±²®±²¼ U

x

, ² ª ¿, ·²® ¢»¯®«¥® ±«¥¤³¾¹¥¥:

�«¿ «¾¡®£® ²°¥³£®«¼¨ª  4pqr ± ¢¥°¸¨ ¬¨ ¢ U

x

¨ «¾¡®© ²®·ª¨ s   ±²®-

°®¥ qr ¢»¯®«¥® ¥° ¢¥±²¢® jpsj � j~p~sj, £¤¥ ~s { ²®·ª    ±²®°®¥ ~q~r ²°¥-

³£®«¼¨ª 

~

4pqr, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ s, ². ¥. ² ª ¿, ·²® jqsj = j~q~sj.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5. �³±²¼ M;N { n-¬¥°»¥ ¬®£®®¡° §¨¿,   p : N ! M {

¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥. �²®¡° ¦¥¨¥ p  §»¢ ¥²±¿ ° §¢¥²¢«¥»¬  ª°»-

²¨¥¬, ¥±«¨ ¢M ±³¹¥±²¢³¥² (n�2)-¬¥°»© ¯®«¨½¤° L, ¯°®®¡° § ª®²®°®£® p

�1

(L)
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¿¢«¿¥²±¿ (n� 2)-¬¥°»¬ ¯®«¨½¤°®¬, ¯°¨·¥¬ ®£° ¨·¥¨¥ p   Nn�

�1

(L) ¿¢«¿-

¥²±¿  ª°»²¨¥¬. �®°¿¤®ª ½²®£®  ª°»²¨¿ ¥±²¼ ² ª¦¥ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨ ¯®°¿-

¤®ª ° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿ p. �®«¨½¤° L  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®¬ ¢¥²¢«¥¨¿

p. � ±«³· ¥ ¤¢³¬¥°»µ ¬®£®®¡° §¨© L ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ª®¥·®¥ ·¨±«® ²®-

·¥ª,   �

�1

(L) ¤¨±ª°¥²®¥ ¬®¦¥±²¢®. �®£¤  ²®·ª¨ ¬®¦¥±²¢  L  §»¢ ¾²±¿

²®·ª ¬¨ ¢¥²¢«¥¨¿ ° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿ p.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 6. �²®¡° ¦¥¨¥ p ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯°®±²° ±²¢, ² ª®¥, ·²® p :

(N; �

N

)! (M;�

M

),  §»¢ ¥²±¿ ±³¡¬¥²°¨¥©, ¥±«¨

8x 2M 8r � 0 p(B

r

[x]) = B

r

[p(x)];

£¤¥ B

r

[x] ¨ B

r

[p(x)] { § ¬ª³²»¥ ¸ °» ° ¤¨³±®¢ r ± ¶¥²° ¬¨ ¢ ²®·ª µ x ¨ p(x)

±®®²¢¥²±²¢¥®.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 7. n-¬¥°»© ®°¡¨´®«¤ Q { ½²® ®²¤¥«¨¬®¥ ¯ ° ª®¬¯ ª²®¥

¯°®±²° ±²¢® Q

0

, ± ¡¦¥®¥ ¯®ª°»²¨¥¬ ®²ª°»²»¬¨ ¬®¦¥±²¢ ¬¨ fU

i

g, § -

¬ª³²»¬ ®²®±¨²¥«¼® ¢§¿²¨¿ ª®¥·»µ ¯¥°¥±¥·¥¨©. � ¦¤®¬³ ¬®¦¥±²¢³ U

i

±®¯®±² ¢«¿¥²±¿ ¥ª®²®° ¿ ª®¥· ¿ £°³¯¯  G

i

, ¥ª®²®°®¥ ¤¥©±²¢¨¥ £°³¯¯» G

i

  ®²ª°»²®¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥

~

U

i

¢ R

n

¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬ '

i

:

~

U

i

=G

i

! U

i

. �±«¨

U

i

� U

j

, ²® ¤®«¦» ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¢ª«¾·¥¨¥ f

ij

: G

i

! G

j

¨ ½ª¢¨¢ °¨ ²®¥

¯® ®²®¸¥¨¾ ª f

ij

¢«®¦¥¨¥ ~'

ij

:

~

U

i

!

~

U

j

, ² ª¨¥, ·²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ¤¨ £° ¬¬ 

ª®¬¬³² ²¨¢ :

~

U

i

!

~

U

i

=G

i

'

i

�! U

i

~'

ij

# #

'

ij

#

id

~

U

j

!

~

U

j

=f

ij

G

i

!

~

U

j

=G

j

'

j

! U

j

�°®±²° ±²¢® Q

0

 §»¢ ¥²±¿ ¯®¤±²¨« ¾¹¨¬ ¯°®±²° ±²¢®¬.

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§  

i

®²®¡° ¦¥¨¥

~

U

i

! U

i

, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¥¥ ±®¡®© ª®¬¯®§¨-

¶¨¾ ®²®¡° ¦¥¨© ´ ª²®°¨§ ¶¨¨

~

U

i

!

~

U

i

=G

i

¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬  '

i

:

~

U

i

=G

i

! U

i

.

�  ¤¨§¼¾ª²®¬ ®¡º¥¤¨¥¨¨

`

~

U

i

®¯°¥¤¥«¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥  =

`

 

i

:

`

~

U

i

!

Q

0

. � ±±¬®²°¨¬ ¯±¥¢¤®£°³¯¯³ ¢±¥¢®§¬®¦»µ «®ª «¼»µ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¢

`

~

U

i

,

½ª¢¨¢ °¨ ²»µ ®²®±¨²¥«¼®  .

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8. �®¢®°¿², ·²®   ®°¡¨´®«¤¥ Q § ¤   ¬¥²°¨ª , ¥±«¨ ¬¥²°¨ª 

§ ¤     ª ¦¤®¬

~

U

i

, ¨ ª ¦¤»© ½«¥¬¥² ¯±¥¢¤®£°³¯¯» ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®¬¥²°¨¥©.

�®¢®°¿², ·²® ®°¡¨´®«¤ ± ½²®© ¬¥²°¨ª®© ¨¬¥¥² ª°¨¢¨§³ � �, ¥±«¨ ª ¦¤®¥

¬®¦¥±²¢®

~

U

i

¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²° ±²¢®¬, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬ �¯°¥¤¥«¥¨¾ 4 ¯°¨

k = �, ® ¥ ¤«¿ ¥ª®²®°®© ®ª°¥±²®±²¨ U

x

,   £«®¡ «¼®.

4. �¨¬ ®¢» ¯®¢¥°µ®±²¨ ° ¶¨® «¼»µ ´³ª-

¶¨©

�³±²¼

~

S ¨ S { ¤¢¥ ±´¥°» �¨¬  ,   f :

~

S ! S { ° ¶¨® «¼ ¿ ´³ª¶¨¿,

®²®¡° ¦ ¾¹ ¿

~

S ¢ S.
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�¡¹¨© ¢¨¤ ° ¶¨® «¼®© ´³ª¶¨¨:

f(z) =

a

1

z

n

+ � � �+ a

n

z + a

n+1

b

1

z

m

+ � � �+ b

m

z + b

m+1

=

a(z)

b(z)

;

a

i

; b

j

2 C; a

1

6= 0; b

1

6= 0:

�®¦® ±·¨² ²¼, ·²® ·¨±«¨²¥«¼ ¨ § ¬¥ ²¥«¼ f(z) ¥ ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»µ

ª®°¥©.

�²®¡° ¦¥¨¥ f ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ° §¢¥²¢«¥®¥  ª°»²¨¥, ¨, ª ª ³¦¥

£®¢®°¨«®±¼ ¢»¸¥,  ¬ ³¦® ³§ ²¼ ±²°®¥¨¥ °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¬®£®-

§ ·®© ´³ª¶¨¨ f

�1

(z).

�³±²¼ R { ½²® ¨ ¥±²¼ ²  ± ¬ ¿ °¨¬ ®¢  ¯®¢¥°µ®±²¼. �®±²°®¥¨¥ ¥¥ ¯°®¢®-

¤¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �¥°¥²±¿ ¥±ª®«¼ª® ±´¥° �¨¬  ,   ¨¬¥®, ±²®«¼ª®,

ª ª®¢ ¯®°¿¤®ª ° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿ f . � «¥¥ ¢±¥ ½²¨ ±´¥°» �¨¬   ®¯°¥-

¤¥«¥»¬ ®¡° §®¬ ±ª«¥¨¢ ¾²±¿ (±¬. ¨¦¥). � °¥§³«¼² ²¥ ¬» ¯®«³· ¥¬ ¯®¢¥°µ-

®±²¼, ³ ª®²®°®© ¥ª®²®°®¥ ª®¥·®¥ ·¨±«® ²®·¥ª ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹³¾ ®±®¡¥-

®±²¼. �®-¯¥°¢»µ, ¢ ª ¦¤®© ² ª®© ²®·ª¥ ±ª«¥¨¢ ¥²±¿ ¥±ª®«¼ª® ±´¥° �¨¬  ,  

¢®-¢²®°»µ, ¢±¿ª ¿ ¥¥ ¤®±² ²®·® ¬ « ¿ ®ª°¥±²®±²¼ ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨ ±ª«¥¨¢ ¨¨

¥±ª®«¼ª¨µ ®ª°¥±²®±²¥© ± ½²¨µ ±´¥°, ¯°¨·¥¬ ª ¦¤ ¿ ¨§ ¨µ ¿¢«¿¥²±¿ ®ª°¥±²-

®±²¼¾ ¯°®®¡° §  ½²®© ²®·ª¨ ¯°¨ ®²®¡° ¦¥¨¨ ±ª«¥©ª¨. � ª¨¥ ®±®¡»¥ ²®·ª¨

 §»¢ ¾²±¿ ²®·ª ¬¨ ¢¥²¢«¥¨¿ °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨. �®°¿¤ª®¬ ²®·ª¨ ¢¥-

²¢«¥¨¿  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«® ±´¥° �¨¬  , ª®²®°»¥ ¢ ¥© ±ª«¥¨¢ ¾²±¿. �²¨ ²®·ª¨

¢¥²¢«¥¨¿ ¯®¢¥°µ®±²¨ R ±«¥¤³¥² ®²«¨· ²¼ ®² ²®·¥ª ¢¥²¢«¥¨¿ ° §¢¥²¢«¥®£®

 ª°»²¨¿ f (±¬. �¯°¥¤¥«¥¨¥ 5), µ®²¿ ®¨ ¨ ¨¬¥¾² ª ¨¬ ®¯°¥¤¥«¥®¥ ®²®-

¸¥¨¥:

�³±²¼ r 2 R { ²®·ª  ¢¥²¢«¥¨¿ R. �®£¤  ®¡° § s = '(r) ¯°¨ ®²®¡° ¦¥¨¨

²®·ª¨ r ± ¯®¬®¹¼¾ ' ¡³¤¥² ²®·ª®© ¢¥²¢«¥¨¿ f , £¤¥ ' : R ! S { ½²® ¥±²¥±²¢¥-

 ¿ ¯°®¥ª¶¨¿ (±¬. 1.2). � ª¦¥ ¢¥°®, ·²® ¤«¿ «¾¡®© s 2 S { ²®·ª¨ ¢¥²¢«¥¨¿ f ,

±³¹¥±²¢³¥² r 2 R { ²®·ª  ¢¥²¢«¥¨¿ R (¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ¥¤¨±²¢¥ ¿), ² ª ¿,

·²® '(r) = s. �°®¬¥ ²®£®, ¥±«¨ s 2 S { ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª  ¢¥²¢«¥¨¿ ¨ U { ¥¥

¤®±² ²®·® ¬ « ¿ ®ª°¥±²®±²¼, ²® ¬®¦® ³±² ®¢¨²¼ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ±®-

®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨ ¢¥²¢«¥¨¿ R, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¬¨ ¯°®®¡° §³ '

�1

(s), ¨

²¥¬¨ ª®¬¯®¥² ¬¨ ±¢¿§®±²¨

~

U

j

¬®¦¥±²¢  f

�1

(U), ¤«¿ ª®²®°»µ ¢»¯®«¿¥²±¿

±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥:

�²®¡° ¦¥¨¥ f j

~

U

j

nfxg

:

~

U

j

nfxg ! Unfsg, £¤¥ ²®·ª  x { ½²® ¥¤¨±²¢¥ ¿

²®·ª  ¨§ ¯°®®¡° §  f

�1

(s), «¥¦ ¹ ¿ ¢

~

U

j

, ¿¢«¿¥²±¿ ®¡»·»¬ (¥° §¢¥²¢«¥»¬)

 ª°»²¨¥¬ ¯®°¿¤ª  p

j

> 1. �°¨ ½²®¬ ª®¬¯®¥² 

~

U

j

± ¯®°¿¤ª®¬  ª°»²¨¿ p

j

±®®²¢¥²±²¢³¥² ²®·ª¥ ¢¥²¢«¥¨¿   R, ² ª¦¥ ¨¬¥¾¹¥© ¯®°¿¤®ª p

j

.

�® ¢±¥µ ½²¨µ ° ±±³¦¤¥¨¿µ ¥ ¨±¯®«¼§®¢ «®±¼ ®±®¡®£® ¢¨¤  ¬®£®®¡° §¨¿

S ¨«¨ ° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿ f , ¯®½²®¬³ ®¨ ² ª¦¥ £®¤¿²±¿ ¨ ¤«¿ ®¡¹¥£®

±«³· ¿.

�¥°¥§ l ®¡®§ ·¨¬ maxfn;mg. �²¢¥°¦¤ ¥²±¿, ·²® R ±ª«¥¥  ¢ ²®·®±²¨ ¨§

l ±´¥° �¨¬  . �«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® ³° ¢¥¨¥ f(z) = !, ° §-

°¥¸¥®¥ ®²®±¨²¥«¼® z, ¨¬¥¥² °®¢® l ° §«¨·»µ ª®°¥© (§¤¥±¼ ! 2 S - ¥

²®·ª  ¢¥²¢«¥¨¿ f). �²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ² ª, ¯®²®¬³ ·²® ³° ¢¥¨¥ f(z) = !,
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¤®¬®¦¥®¥   § ¬¥ ²¥«¼ b(z) ° ¶¨® «¼®© ´³ª¶¨¨ f , ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©

¬®£®·«¥ ±²¥¯¥¨ l ®²®±¨²¥«¼® z.

� ¸  § ¤ ·  { ¯®¿²¼ ±²°®¥¨¥ °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨ R.

4.1. � µ®¦¤¥¨¥ ²®·¥ª ¢¥²¢«¥¨¿ ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨µ ¯®-

°¿¤ª 

� ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ²®·ª¨ ¢¥²¢«¥¨¿ f , ¨¬¥¾¹¥© ª®¥·»© ¯°®®¡° §. �² 

²®·ª  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨ ¡¥±ª®¥·®±²¼¾. �¥°¥¬ ¯°®¨§¢®¤³¾ ´³ª¶¨¨ f(z):

f

0

(z) =

a

0

(z)b(z)� a(z)b

0

(z)

b

2

(z)

:

�¥ ±®ª° ¹ ¿ ¯®«³·¨¢¸¥©±¿ ¤°®¡¨, ¯°¨° ¢¨¢ ¥¬ ª ³«¾ ·¨±«¨²¥«¼. �³±²¼

z

1

; : : : ; z

q

- ½²® ¥£® ª®°¨ ± ª° ²®±²¿¬¨ p

1

; : : : ; p

q

±®®²¢¥²±²¢¥® (z

i

6= z

j

; i 6= j).

�®£¤  ²®·ª  s = f(z

i

) ¡³¤¥² ²®·ª®© ¢¥²¢«¥¨¿ ° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿ f , ¨

¥¥ ¯°®®¡° § '

�1

(s) 2 R ¡³¤¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ²®·ª³ ¢¥²¢«¥¨¿ r 2 R ¯®°¿¤ª  p

i

+1,

¯°¨·¥¬ ¡³¤¥² ¢»¯®«¥® f (z

i

) = r (¯°® f ±¬. 1.2).

�²®¡» ° §®¡° ²¼±¿ ± ²®·ª®©, ¨¬¥¾¹¥© ¯°®®¡° §®¬ ¡¥±ª®¥·®±²¼, ³¦®

±¤¥« ²¼ § ¬¥³ g(z) = f(

1

z

). �³ª¶¨¿ g(z) ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ° ¶¨® «¼®©. �°¨-

° ¢¿¥¬ ª ³«¾ ·¨±«¨²¥«¼ g

0

(z). �» ¯®«³· ¥¬ ª ª®¥-²® ³° ¢¥¨¥, ¨ ¯³±²¼ ³

½²®£® ³° ¢¥¨¿ ¥±²¼ ª®°¥¼ 0 ª° ²®±²¨ p. �®£¤  ²®·ª  g(0) ¡³¤¥² ²®·ª®©

¢¥²¢«¥¨¿ ° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿ f , ¨ ¢ ¯°®®¡° §¥ '

�1

(g(0)) ¡³¤¥² ²®·ª 

¢¥²¢«¥¨¿ °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨ R ¯®°¿¤ª  p + 1.

�³±²¼ ³  ± ¨¬¥¥²±¿ k ²®·¥ª z

1

; : : : ; z

k

, ² ª¨µ, ·²® f

0

(z

i

) = 0; i = 1; : : : ; k. �®-

£¤  ²®·ª¨ f(z

1

); : : : ; f(z

k

), ª ª ³¦¥ ¡»«® ±ª § ®, ¡³¤³² ²®·ª ¬¨ ¢¥²¢«¥¨¿ ¤«¿

° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿ f ,   ²®·ª¨ f(z

1

); : : : ; f(z

k

) ¡³¤³² ²®·ª ¬¨ ¢¥²¢«¥¨¿

  R, ¯°¨·¥¬ ¢±¥ ®¨ ¡³¤³² ° §«¨·», ¢ ®²«¨·¨¥ ®² f(z

1

); : : : ; f(z

k

), ª®²®°»¥

¬®£³² ¨ ±®¢¯ ¤ ²¼. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,   R ³  ± ¥±²¼ k ²®·¥ª ¢¥²¢«¥¨¿, ¨ ¯³±²¼

p

1

; : : : ; p

k

- ¨µ ¯®°¿¤ª¨. �®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¢»¯®«¿¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥

p

1

+ : : :+ p

k

� k = 2l � 2:

�²  ´®°¬³«  ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© · ±²»© ±«³· © ´®°¬³«» �¨¬  -�³°¢¨¶ 

¤«¿ ° §¢¥²¢«¥»µ  ª°»²¨©, ¨ ®  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥  ¨§ ±«¥¤³¾¹¥© ´®°-

¬³«» � ³±± -�®¥:

Z

~

Snfz

1

;:::;z

k

g

K ds+

k

X

i=1

(2� � 2�p

i

) = 2��(

~

S):

�¤¥±¼ K { ª°¨¢¨§ 

~

S ¢® ¢±¥µ ²®·ª µ, ª°®¬¥ fz

1

; : : : ; z

k

g, ¨ ®  ° ¢  1, ². ª.

¬¥²°¨ª  ³  ± ¯¥°¥¥±¥  ± ¥¤¨¨·®© ±´¥°» S ± ¯®¬®¹¼¾ «®ª «¼® ¨§®¬¥²°¨·-

®£® ®²®¡° ¦¥¨¿. �®½²®¬³

R

~

Snfz

1

;:::;z

k

g

K ds = ¯«®¹ ¤¨

~

S = ¯«®¹ ¤¨ R = 4�l,

². ª. °¨¬ ®¢  ¯®¢¥°µ®±²¼ R ±ª«¥¥  ¨§ l ±´¥° �¨¬  . �¥°¥§ �(

~

S) ®¡®§ -

·¥  ½©«¥°®¢  µ ° ª²¥°¨±²¨ª  ±´¥°»

~

S, ². ¥. �(

~

S) = 2. �²  ´®°¬³«  ¬®¦¥²

¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¨ ¢ ¡®«¥¥ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ¤®±² ²®·® § ¬¥¨²¼

~

S  

~

M ¨ S  

M .
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4.2. �®±²°®¥¨¥ °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨

�«¿ ¯®±²°®¥¨¿ °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ³¦® ¢§¿²¼ l ±´¥° �¨¬  . � «¥¥  

½²¨µ ±´¥° µ ³¦® ° §¬¥±²¨²¼ ²®·ª¨ ¢¥²¢«¥¨¿ ¨ ¯°®¢¥±²¨ ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ° §-

°¥§». �® ½²¨¬ ° §°¥§ ¬ ±´¥°» �¨¬   ±«¥¤³¥² ±ª«¥¨²¼ ¬¥¦¤³ ±®¡®©. �²¢¥°-

¦¤ ¥²±¿, ·²® ¢±¥ ½²® ¬®¦® ±¤¥« ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ±«¥¤³¾¹¥© ¯°®¶¥¤³°». �¥°¥²±¿

®¤  ±´¥°  �¨¬  , ¨   ¥© ®²¬¥· ¾²±¿ ²®·ª¨, ¨¬¥¾¹¨¥ ²¥ ¦¥ ª®®°¤¨ ²»,

·²® ¨ f(z

i

); i = 1; : : : ; k. � «¥¥ ½²¨ ²®·ª¨ ®¯°¥¤¥«¥»¬ ®¡° §®¬ ° §¡¨¢ ¾²±¿

  (l� 1) ¯ °³, ¯°¨·¥¬ ®¤  ¨ ²  ¦¥ ²®·ª  ¬®¦¥² ¯®¯ ±²¼ ¢ ° §»¥ ¯ °», ¨ ¥

¨±ª«¾·¥ ±«³· ©, ª®£¤  ¯ °³ ±®±² ¢«¿¥² ¤¢ ¦¤» ¢§¿² ¿ ®¤  ¨ ²  ¦¥ ²®·ª .

� ´¨ª±¨°³¥¬ ®¤³ ¯ °³. �¥¦¤³ ²®·ª ¬¨ ½²®© ¯ °» ®¯¿²¼ ¦¥ ®¯°¥¤¥«¥»¬

®¡° §®¬ ¯°®¢®¤¨²±¿ ° §°¥§. � ²¥¬ ¬» ¡¥°¥¬ ¥¹¥ ®¤³ ±´¥°³ �¨¬  , ®²¬¥· ¥¬

  ¥© ²®·ª¨, ¨¬¥¾¹¨¥ ²¥ ¦¥ ª®®°¤¨ ²», ·²® ¨ ²®·ª¨ ¤ ®© ¯ °», ¨ ¯°®-

¢®¤¨¬ ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ²®·® ² ª®© ¦¥ ° §°¥§. �²¨ ¤¢  ° §°¥§  ±ª«¥¨¢ ¥¬ ¬¥¦¤³

±®¡®©, ¯°¨·¥¬ ª ¦¤»© ª° © ° §°¥§  ±ª«¥¨¢ ¥²±¿ ± ¥¬³ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¬. � -

«¥¥ ²  ¦¥ ¯°®¶¥¤³°  ¯°®¢®¤¨²±¿ ¤«¿ ¢²®°®© ¯ °» ¨ ². ¤. � ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¬

®±² ¥²±¿  ³·¨²¼±¿ ° §¡¨¢ ²¼ ²®·ª¨   ¯ °» ¨ ¯°®¢®¤¨²¼ ° §°¥§».

�¯¨¸¥¬ ¯°®¶¥¤³°³ ±®±² ¢«¥¨¿ ¯ °. �³±²¼ ! 2 S { ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ²®·ª  -

¥ ²®·ª  ¢¥²¢«¥¨¿ f . �¥¸ ¥¬ ³° ¢¥¨¥ f(�) = !. �³±²¼ �

1

; : : : ; �

l

2

~

S { ¥£®

ª®°¨. �³±²¼ c

i

; i = 1; : : : ; k { ½²® ¯³²¼  

~

S, ª®²®°»© ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©

¯¥²«¾,  ·¨ ¾¹³¾±¿ ¨ § ª ·¨¢ ¾¹³¾±¿ ¢ ²®·ª¥ �

1

. �°®¬¥ ²®£®, ½²  ¯¥²«¿

¤®«¦  ¨§ ¢±¥µ ²®·¥ª z

1

; : : : ; z

k

 

~

S ®¡®©²¨ ²®«¼ª® ¢®ª°³£ ²®·ª¨ z

i

, ¯°¨·¥¬

®¤¨ ° §. �³±²¼ ² ª¦¥ d

j

; j = 1; : : : ; l { ½²® ¯³²¼  

~

S, ±®¥¤¨¿¾¹¨© ²®·ª³ �

1

±

²®·ª®© �

j

. � ´¨ª±¨°³¥¬ j. � ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°®¥ ¬®¦¥±²¢® ¯³²¥©. �®-¯¥°¢»µ,

¢ ½²® ¬®¦¥±²¢® ¢ª«¾· ¥¬ d

j

,   ª°®¬¥ ¥£®, ² ª¦¥ ¯³²¨, ª®²®°»¥ ¯®«³· ¾²±¿

±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. � · «  ¯°®¢®¤¨²±¿ ¯¥²«¿ c

i

1

, § ²¥¬ c

i

2

; c

i

3

; :::; c

i

q

; 1 �

i

1

< : : : < i

q

� k; q = 1; : : : ; k. � ª®¶¥ ¯°®¢®¤¨²±¿ ¯³²¼ d

j

. �¡° § ª ¦¤®£®

¯³²¨ ¨§ ½²®£® ¬®¦¥±²¢  ¯°¨ ®²®¡° ¦¥¨¨ f ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯¥²«¾   S,

 ·¨ ¾¹³¾±¿ ¨ § ª ·¨¢ ¾¹³¾±¿ ¢ ²®·ª¥ !. �±¥ ½²¨ ¯¥²«¨ ®¡µ®¤¿² ®¤³ ¨«¨

¥±ª®«¼ª® ²®·¥ª f(z

i

); i = 1; : : : ; k. �® ²®«¼ª® ¤¢  ¨§ ¨µ ®¡µ®¤¿² ¯® ®¤®©

²®·ª¥. �³±²¼ ½²® ¡³¤³² ²®·ª¨ f(z

i

1

) ¨ f(z

i

2

). �®£¤  ¬» ®¡º¥¤¨¿¥¬ ¨µ ¢ ®¤³

¯ °³, ¨ ¬¥¦¤³ ¨¬¨ ¡³¤¥² ¯°®¢®¤¨²¼±¿ ° §°¥§. � ²¥¬ ¬» ´¨ª±¨°³¥¬ ¤°³£®¥ j

¨ ². ¤.

�³±²¼ ²®·ª¨ f(z

i

1

) ¨ f(z

i

2

) ¯®¯ «¨ ¢ ®¤³ ¯ °³. �¥¯¥°¼  ¤® ¯°®¢¥±²¨ ° §°¥§,

±®¥¤¨¿¾¹¨© ½²¨ ²®·ª¨. �³±²¼ g

i

; i = 1; : : : ; k { ½²® ¯³²¼  

~

S, ±®¥¤¨¿¾¹¨©

²®·ª³ �

1

± ²®·ª®© z

i

. �³¤¥¬ ² ª¦¥ ±·¨² ²¼, ·²® �

1

¨ z

i

{  · «® ¨ ª®¥¶ g

i

,

¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ² g

i

, ¨ g

i

¥ ±®¤¥°¦¨² ² ª¦¥ ¨ª ª®© ¤°³£®© ²®·ª¨ z

j

; j 6= i.

� §°¥§ ¬¥¦¤³ f(z

i

1

) ¨ f(z

i

2

) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯³²¼, ±®¥¤¨¿¾¹¨© ½²¨ ²®·ª¨

¨, ª°®¬¥ ²®£®, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:

1. �·¨² ¥¬, ·²®  · «¼ ¿ ¨ ª®¥· ¿ ²®·ª¨ ² ª®£® ¯³²¨ { f(z

i

1

) ¨ f(z

i

2

),

¥¬³ ¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ².

2. �²®² ¯³²¼ ¥ ¯¥°¥±¥ª ¥² ¨ ®¤¨ ¨§ ¯³²¥© f(g

i

); i = 1; : : : ; k; i 6= i

1

; i 6= i

2

;

¥·¥²®¥ ·¨±«® ° §.

3. �²®² ¯³²¼ ¥ ¯¥°¥±¥ª ¥² ¨ ®¤¨ ¨§ ³¦¥ ¯°®¢¥¤¥»µ ° §°¥§®¢.

�³¦® ³·¥±²¼, ·²® Àª ± ¨¥Á ¤¢³µ ¯³²¥© ¥ ±«¥¤³¥² ±·¨² ²¼ ¯¥°¥±¥·¥¨¥¬.
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� ±«³· ¥ £« ¤ª¨µ ¯³²¥© Àª ± ¨¥Á ®§ · ¥², ·²® ®¤¨ ¯³²¼ «¥¦¨² «®ª «¼®

¯® ®¤³ ±²®°®³ ®² ª ± ²¥«¼®© ª ¤°³£®¬³ ¯³²¨ ¢ ²®·ª¥, ®¡¹¥© ¤«¿ ¨µ. �»

¬®¦¥¬ ®£° ¨·¨²¼±¿ ²®«¼ª® £« ¤ª¨¬¨ ¯³²¿¬¨. �ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¢±¥£¤  ±³¹¥-

±²¢³¾² ° §°¥§», ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ¯®±² ¢«¥»¬ ³±«®¢¨¿¬.

� «¥¥ ¬» ¡¥°¥¬ ±´¥°³ �¨¬  , ®²¬¥· ¥¬   ¥© ¢±¥ ²®·ª¨ f(z

1

); : : : ; f(z

k

),

±®¥¤¨¿¥¬ ¨µ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ° §°¥§ ¬¨ ¨, ª ª ®¯¨± ® ¢»¸¥, ª ª ¦¤®¬³

° §°¥§³ ¯®¤ª«¥¨¢ ¥¬ ±¢®¾ ±´¥°³ �¨¬  .

� °¥§³«¼² ²¥ ¬» ¯®«³·¨¬ °¨¬ ®¢³ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¤«¿ ¬®£®§ ·®© ´³ª¶¨¨

f

�1

(z).

�«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¬¥²°¨ª¨

~

d  

~

S £®° §¤® ³¤®¡¥¥, ¥±«¨ ° §°¥§» ¯°®¢¥¤¥»

¯® ¤³£ ¬ ¡®«¼¸¨µ ®ª°³¦®±²¥©. �® ¢ °¥§³«¼² ²¥  ¸¥£® ¯®±²°®¥¨¿ °¨¬ ®-

¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ° §°¥§» ¬®£³² ®ª § ²¼±¿ ± ¬®£® ¯°®¨§¢®«¼®£® ¢¨¤ , ¨, ¥±«¨

¬» µ®²¨¬ ¢»·¨±«¿²¼ ¬¥²°¨ª³, ½²¨ ° §°¥§»  ¤® À¢»¯°¿¬¨²¼Á. �¯¨¸¥¬ ½²®²

¯°®¶¥±±. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®   ª ª®©-²® ±´¥°¥ ³  ± ¥±²¼ ¤¢¥ ²®·ª¨ ¨ ±®¥¤¨¿-

¾¹¨© ¨µ ° §°¥§. �°®¢¥¤¥¬ ¤³£³ ¡®«¼¸®© ®ª°³¦®±²¨, ±®¥¤¨¿¾¹³¾ ½²¨ ²®·ª¨,

¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¥¥ ±®¡®© £®¬®²®¯¨¾ ± § ª°¥¯«¥-

»¬¨ ª®¶ ¬¨  ¸¥£® ° §°¥§  ¢ ½²³ ¤³£³. � ª ª ª ¯°¨ ±ª«¥¨¢ ¨¨ °¨¬ ®¢®©

¯®¢¥°µ®±²¨ ³  ± ¥±²¼ ¤¢¥ ±´¥°» ± ®¤¨ ª®¢»¬¨ ²®·ª ¬¨ ¢¥²¢«¥¨¿ ¨ ²¥¬ ¦¥

° §°¥§®¬, ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿   ®¤®© ¨§ ±´¥° ³¦® ¯°®¢®¤¨²¼ ®¤®¢°¥¬¥®

± ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨   ¤°³£®© ±´¥°¥. �°¨ £®¬®²®¯¨¨   «¾¡®© ¨§ ±´¥°  ¸

° §°¥§ ¬®¦¥² À§ ¬¥² ²¼Á ª ª¨¥-²® ²®·ª¨ ¢¥²¢«¥¨¿ ¨«¨ · ±²¨ ª ª¨µ-²® ¤°³-

£¨µ ° §°¥§®¢. � ½²®¬ ±«³· ¥ À§ ¬¥²¥ ¿Á · ±²¼ ¯¥°¥®±¨²±¿ ¢ ²¥ ¦¥ ± ¬»¥

²®·ª¨, ®   ¤°³£³¾ ±´¥°³,   ¨¬¥®   ²³,   ª®²®°®© ¢ ¤ ®© ¬®¬¥² ² ª¦¥

¯°®¨§¢®¤¨²±¿ £®¬®²®¯¨¿. �® ¥±²¼  ¸¨ ¤¢¥ ±´¥°» ª ª ¡» ®¡¬¥¨¢ ¾²±¿ À§ -

¬¥²¥»¬¨Á ª³±ª ¬¨. � °¥§³«¼² ²¥ ¬» ¯®«³· ¥¬ ° §°¥§ ¢ ¢¨¤¥ ¤³£¨ ¡®«¼¸®©

®ª°³¦®±²¨. � ²¥¬ ²¥ ¦¥ ± ¬»¥ ¤¥©±²¢¨¿ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¨¬¥¥» ª ¤°³£®¬³

° §°¥§³, ® ¬®¦¥² ² ª ®ª § ²¼±¿, ·²® ½²®² ° §°¥§ ¡³¤¥²  ·¨ ²¼±¿   ®¤®©

±´¥°¥,   ¯°®¤®«¦ ²¼±¿   ¤°³£®©. � ² ª®¬ ±«³· ¥ ³¦® ¡³¤¥² ¢¥±²¨ £®¬®²®-

¯¨¾ ±° §³ ®¡®¨µ · ±²¥© ° §°¥§ , ¯°¨·¥¬ ª ¦¤®£® ª³±ª    ¤¢³µ ±´¥° µ, ². ¥.

®¤®¢°¥¬¥® ¯°¨¤¥²±¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ·¥²»°¥ ±´¥°». �®§¬®¦® ² ª¦¥, ·²®

° §°¥§ ¡³¤¥² ¯°®µ®¤¨²¼ ¡®«¼¸¥ ·¥¬ ¯® ¤¢³¬ ±´¥° ¬, ¨ ¢ ² ª®¬ ±«³· ¥ ¨µ ·¨±«®

¥¹¥ ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿. �® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ½²¨µ ®¯¥° ¶¨© ¬» ¯®«³·¨¬, ·²® ¢±¥  ¸¨

° §°¥§» ¡³¤³² ¤³£ ¬¨ ¡®«¼¸¨µ ®ª°³¦®±²¥©, ¨ ¬» ±¬®¦¥¬ ¢»·¨±«¨²¼ ¬¥²°¨ª³

~

d.

�°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥° ¢»·¨±«¥¨¿ ¬¥²°¨ª¨.

�°¨¬¥° 1. � ½²®¬ ¯°¨¬¥°¥ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¬¥²°¨ª    ±´¥°¥

~

S, ¯¥°¥¥±¥ ¿

±® ±´¥°» S ± ¯®¬®¹¼¾ ° ¶¨® «¼®© ´³ª¶¨¨

f(z) =

z

2

+ 1

z

2

+ z + 1

:

�²®¡° ¦¥¨¥ f ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤¢³«¨±²®¥ ° §¢¥²¢«¥®¥  ª°»²¨¥.

� ©¤¥¬ ²®·ª¨, ¢ ª®²®°»µ ¯°®¨§¢®¤ ¿ f

0

(z) § ³«¿¥²±¿. �«¿ ½²®£® °¥¸ ¥¬

³° ¢¥¨¥:
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(z

2

+ 1)

0

(z

2

+ z + 1) � (z

2

+ 1)(z

2

+ z + 1)

0

= 0:

�°®¢¥¤¿ ½«¥¬¥² °»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¬» ¯®«³·¨¬, ·²® ª®°¿¬¨ ¡³¤³²

²®·ª¨ z

1

= �1 ¨ z

2

= 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ²®·ª¨ ¢¥²¢«¥¨¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ f {

½²® ²®·ª¨ f(�1) = 2 ¨ f(1) = 2=3   ±´¥°¥ S. �®½²®¬³ °¨¬ ®¢  ¯®¢¥°µ®±²¼

R ¬®£®§ ·®© ´³ª¶¨¨ f

�1

(z) ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¤¢¥ ±´¥°», ±ª«¥¥»¥ ¯®

° §°¥§³, ±®¥¤¨¿¾¹¥¬³ ²®·ª¨ 2 ¨ 2=3 (±¬. °¨±³®ª).

� §°¥§» ¯°®¢¥¤¥» ¯® ª° ²· ©¸¥©, ±®¥¤¨¿¾¹¥© ²®·ª¨ ¢¥²¢«¥¨¿.

�»·¨±«¿¿ ¬¥²°¨ª³   R, ¬» ²¥¬ ± ¬»¬ ¢»·¨±«¿¥¬ ¥¥ ¨  

~

S, ². ª. ½²¨

¯°®±²° ±²¢  ¬®¦® ®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§®¬¥²°¨¨ f :

~

S ! R (±¬. 1.2).

�³±²¼ ³¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨ x

1

; x

2

2 R. �®§¬®¦» ¤¢ 

±«³· ¿:

1. �®·ª¨ x

1

¨ x

2

«¥¦ ²   ª ª®©-²® ®¤®© ±´¥°¥. �» ±·¨² ¥¬, ·²® ½²  ±´¥° 

¯®ª  ¥¹¥ ¥ ° §°¥§   ¤«¿ ±ª«¥©ª¨, µ®²¿ ¯³²¼, ¯® ª®²®°®¬³ ¡³¤¥² ¤¥« ²¼±¿ ° §-

°¥§, ³¦¥ ¯°®¢¥¤¥. �°®¢¥¤¥¬ ² ª¦¥ ¯³²¼, ±®¥¤¨¿¾¹¨© x

1

¨ x

2

¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾-

¹¨© ±®¡®© ª° ²· ©¸³¾ ¤ ®© ±´¥°». �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ½²®² ¯³²¼ ¥ ¨¬¥¥²

®¡¹¥© ²®·ª¨ ± ¢³²°¥®±²¼¾ ¯³²¨-° §°¥§ . �®£¤  ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨

x

1

¨ x

2

¡³¤¥² ° ¢® ¤«¨¥ ½²®£® ¯³²¨. � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¬» ®² ª ¦¤®© ¨§

½²¨µ ²®·¥ª ¯°®¢®¤¨¬ ¯® ¤¢¥ ª° ²· ©¸¨µ ¤® ª®¶®¢ ° §°¥§ . � °¥§³«¼² ²¥ ¬»

¯®«³·¨¬ ¤¢¥ «®¬ »µ, ±®¥¤¨¿¾¹¨µ ²®·ª¨ x

1

¨ x

2

. �»¡¥°¥¬ ²³ ¨§ ¨µ, ª®²®° ¿

¡³¤¥² ¥ ¤«¨¥¥ ¤°³£®©. �¥ ¤«¨  ª ª ° § ¨ ¡³¤¥² ° ¢  ° ±±²®¿¨¾ ®² ²®·ª¨

x

1

¤® x

2

.

2. �®·ª¨ x

1

¨ x

2

¯°¨ ¤«¥¦ ² ° §»¬ ±´¥° ¬. � ½²®¬ ±«³· ¥ ®²¬¥²¨¬  

±´¥°¥,   ª®²®°®© «¥¦¨² x

1

, ²®·ª³ ~x

2

, ¨¬¥¾¹³¾ ²® ¦¥ ± ¬®¥ ¯®«®¦¥¨¥, ·²® ¨

²®·ª  x

2

  ¤°³£®© ±´¥°¥. � ª ¦¥, ª ª ¨ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥, ¯°®¢¥¤¥¬ ª° ²· ©¸³¾,

±®¥¤¨¿¾¹³¾ ²®·ª¨ x

1

¨ ~x

2

. �® ±¥©· ±, ¥±«¨ ½²  ª° ²· ©¸ ¿ ¨¬¥¥² ®¡¹³¾

²®·ª³ ± ¯³²¥¬-° §°¥§®¬, ²® ¥¥ ¤«¨  ¨ ¡³¤¥² ° ¢¿²¼±¿ ° ±±²®¿¨¾ ¬¥¦¤³

x

1

¨ x

2

. � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥, ª ª ¨ ¯°¥¦¤¥, ¯°®¢®¤¨¬ ¯® ¤¢¥ ª° ²· ©¸¨µ ®²

ª ¦¤®© ¨§ ²®·¥ª x

1

¨ ~x

2

¤® ª®¶®¢ ° §°¥§ . �» ®¯¿²¼ ¯®«³· ¥¬ ¤¢¥ «®¬ »µ,

±®¥¤¨¿¾¹¨µ x

1

± ~x

2

. �«¨  ²®© ¨§ ¨µ, ª®²®° ¿ ¡³¤¥² ¥ ¤«¨¥¥ ¤°³£®©, ¨

° ¢  ° ±±²®¿¨¾ ¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨ x

1

¨ x

2

.

�±«¨ ª ª ¿-¨¡³¤¼ ¨§ ²®·¥ª x

1

¨ x

2

«¥¦¨² ¥¯®±°¥¤±²¢¥®   ° §°¥§¥, ²®

¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® ®  ¯°¨ ¤«¥¦¨² «¾¡®© ¨§ ±´¥°.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¢»·¨±«¨«¨ ¬¥²°¨ª³   °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨ R,  ,

±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨  

~

S.
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� «¥¥ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ °¨¬ ®¢» ¯®¢¥°µ®±²¨ ¤«¿ ·¥²»µ ½««¨¯²¨-

·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©.

5. �¨¬ ®¢» ¯®¢¥°µ®±²¨ ·¥²»µ ½««¨¯²¨·¥-

±ª¨µ ´³ª¶¨©

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9. �¥°®¬®°´ ¿ ´³ª¶¨¿ v(u); u 2 C  §»¢ ¥²±¿ ½««¨¯²¨·¥-

±ª®©, ¥±«¨ ®  ¨¬¥¥² ¯¥°¨®¤» !

1

¨ !

2

, ®²®¸¥¨¥ ª®²®°»µ !

1

=!

2

¥ ¿¢«¿¥²±¿

¤¥©±²¢¨²¥«¼»¬ ·¨±«®¬.

�§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¨¤®, ·²® ½««¨¯²¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ¬®¦® ±·¨² ²¼ § ¤ -

®©   ²®°¥.

� ¤ «¼¥©¸¨µ ° ±±³¦¤¥¨¿µ ¯°¥¤¯®« £ ¥¬ ¯¥°¨®¤» !

1

¨ !

2

´¨ª±¨°®¢ -

»¬¨.

� ²¥®°¨¨ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨© ±³¹¥±²¢³¥² ±¢®¥£® °®¤  ®±®¢ ¿ ½««¨-

¯²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ { ´³ª¶¨¿ �¥©¥°¸²° ±±  }(u), ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ °¿¤®¬

}(u) =

1

u

2

+

X

�

1

(u� !)

2

�

1

!

2

�

;

£¤¥ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¢¥¤¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ! 6= 0 ¢¨¤  ! = m

1

!

1

+ m

2

!

2

, m

1

¨ m

2

-

¯°®¨§¢®«¼»¥ ¶¥«»¥ ·¨±«  (¥ ° ¢»¥ ®¤®¢°¥¬¥® ³«¾).

�§¢¥±²  ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  (±¬. [3, ±. 192]):

�¾¡³¾ ½««¨¯²¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾ v(u) ± ¯¥°¨®¤ ¬¨ !

1

¨ !

2

¬®¦® ¯°¥¤±² -

¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥:

v(u) = P (}(u)) + }

0

(u)P

1

(}(u));

£¤¥ P (z) ¨ P

1

(z) { ¥ª®²®°»¥ ° ¶¨® «¼»¥ ´³ª¶¨¨,   ´³ª¶¨¿ }(u) ¯®±²°®¥ 

¯® ¯¥°¨®¤ ¬ !

1

¨ !

2

.

� ½²®© ° ¡®²¥ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¯®±²°®¥¨¥ °¨¬ ®¢»µ ¯®¢¥°µ®-

±²¥© ²®«¼ª® ¤«¿ ·¥²»µ ½««¨¯²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©. �¨ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¥¤±² -

¢«¥» ¢ ¢¨¤¥ v(u) = P (}(u)), £¤¥ P (z) { ° ¶¨® «¼ ¿ ´³ª¶¨¿.

�¨¬ ®¢  ¯®¢¥°µ®±²¼ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ }

�1

(u) ¨¬¥¥² ·¥²»°¥ ²®·ª¨ ¢¥²¢«¥¨¿,

¯°¨·¥¬ ª ¦¤ ¿ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª . �¤  ²®·ª  ¢±¥£¤  1,   ®±² «¼»¥ ²°¨ ®¡®-

§ · ¾²±¿ e

1

; e

2

; e

3

¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¯¥°¨®¤ ¬¨ !

1

¨ !

2

. �°¨ ¨§¬¥¥¨¨ !

1

; !

2

¬» ¡³¤¥¬ ¯®«³· ²¼ ° §«¨·»¥ ²®·ª¨ e

1

; e

2

; e

3

, ® ¢±¥£¤  ¡³¤¥² ¢»¯®«¥® ³±«®-

¢¨¥ e

1

+ e

2

+ e

3

= 0. �¨¬ ®¢  ¯®¢¥°µ®±²¼ ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ ±´¥°,   ª ¦¤®©

¨§ ª®²®°»µ ¯°®¢¥¤¥» ¯® ²°¨ ° §°¥§ , ª ¦¤»© ®² ²®·ª¨ e

i

; i = 1; 2; 3 ¤® 1.

�´¥°» ±ª«¥¨¢ ¾²±¿ ¯® ½²¨¬ ° §°¥§ ¬.

�¯¨¸¥¬, ª ª ±²°®¨²¼ °¨¬ ®¢³ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¤«¿ ´³ª¶¨¨ (P (}(u)))

�1

, ¥±«¨

¨§¢¥±²  °¨¬ ®¢  ¯®¢¥°µ®±²¼ ¤«¿ ° ¶¨® «¼®© P (z). �³¦® ¢§¿²¼ ±´¥°³

�¨¬  ,   ª®²®°®© ¯°®¢¥¤¥» ° §°¥§» ®² ²®·¥ª e

i

; i = 1; 2; 3 ¤® ²®·ª¨ 1.

� ²¥¬ ¯°¨¬¥¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ P (¯°® P ±¬. 1.2), ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ ½²³ ±´¥°³ ¢

°¨¬ ®¢³ ¯®¢¥°µ®±²¼ ¬®£®§ ·®© ´³ª¶¨¨ P

�1

(z). � §°¥§»   ±´¥°¥ ¯°¨

½²®¬ ¯¥°¥©¤³² ¢ ª ª¨¥-²® ° §°¥§»   °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨. �®§¼¬¥¬ ¢²®°®©

½ª§¥¬¯«¿° ½²®© °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ± ² ª¨¬¨ ¦¥ ° §°¥§ ¬¨ ¨ ±ª«¥¨¬ ¥£®
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¯® ½²¨¬ ° §°¥§ ¬ ± ¯¥°¢»¬ ½ª§¥¬¯«¿°®¬. �®¿²®, ·²® ±ª«¥¨¢ ²¼ ¬¥¦¤³ ±®¡®©

±«¥¤³¥² ®¤¨ ª®¢»¥ ° §°¥§». � °¥§³«¼² ²¥ ¬» ¯®«³·¨¬ °¨¬ ®¢³ ¯®¢¥°µ®±²¼

¤«¿ (P (}(u)))

�1

.

� ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥°, ±¢¿§ »© ± ¯¥°¥®±®¬ ¬¥²°¨ª¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ´³ª¶¨¨

�¥©¥°¸²° ±± .

�°¨¬¥° 2. �» ¯®±¬®²°¨¬, ª ª®© ¤¨ ¬¥²° ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ²®°, ± ¡¦¥»©

¬¥²°¨ª®©, ¯¥°¥¥±¥®© ±® ±´¥°» S ± ¯®¬®¹¼¾ ´³ª¶¨¨ �¥©¥°¸²° ±±  }(u).

�°¨ ¢ °¨ ¶¨¨ }(u), ®¡³±«®¢«¥®© ²¥¬, ·²® ¬» ¬®¦¥¬ ¡° ²¼ ´³ª¶¨¨ �¥©¥°-

¸²° ±±  ± ° §«¨·»¬¨ ¯¥°¨®¤ ¬¨ !

1

¨ !

2

, ¬»  ©¤¥¬ inf ¨ sup ¢±¥µ ¢®§¬®¦»µ

¤¨ ¬¥²°®¢.

�³¤¥¬ ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±¥¡¥  ¸³ ¬¥²°¨ª³ § ¤ ®©   °¨¬ ®¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨

¬®£®§ ·®© ´³ª¶¨¨ }

�1

(u). �·¥¢¨¤®, ·²® ¤¨ ¬¥²° ¢±¿ª®© ¯®¢¥°µ®±²¨,

±ª«¥¥®© ¨§ ¤¢³µ ±´¥°, ¥ ¬®¦¥² ¯°¥¢»¸ ²¼ 2� ¨ ¡»²¼ ¬¥¼¸¥ �. � ª ° § ½²¨

·¨±«  ¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¨±ª®¬»¬¨ sup ¨ inf ±®®²¢¥²±²¢¥®.

sup ¯®«³· ¥²±¿, ª®£¤  ¬» ³±²°¥¬«¿¥¬ ²®·ª¨ e

1

; e

2

; e

3

ª ²®·ª¥ 1. �±«®¢¨¥

e

1

+ e

2

+ e

3

= 0  ¬ ¥ ¬¥¸ ¥². � ±±²®¿¨¥ ®² ²®·ª¨ 0   ®¤®© ±´¥°¥ ¤® ²®·ª¨

0   ¤°³£®© ±´¥°¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª 2�.

inf ¯®«³· ¥²±¿, ª®£¤  ¬» ³±²°¥¬«¿¥¬ ²®·ª¨ e

1

; e

2

; e

3

ª ²®·ª¥ 0. � ±±²®¿¨¥

¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ²®·ª ¬¨, ° ±¯®«®¦¥»¬¨   ®¤®© ±´¥°¥, ®·¥¢¨¤®, ¥ ¯°¥¢®±-

µ®¤¨² �. � ±«³· ¥, ¥±«¨ ²®·ª¨ ° ±¯®«®¦¥»   ° §»µ ±´¥° µ, ¬¥¦¤³ ¨¬¨

¬®¦® ¯°®¢¥±²¨ ¯³²¼ «¨¡® ·¥°¥§ 1, ¥±«¨ ¥£® ¤«¨  ¬¥¼¸¥ �, «¨¡® ·¥°¥§ ®¤³

¨§ ²®·¥ª e

i

. � ª ª ª e

i

! 0, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® ¤«¨  ² ª®£® ¯³²¨ ¡³¤¥² � �.

�¥¯¥°¼ ®¯¨¸¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ±¯®±®¡» ¯¥°¥®±  ¬¥²°¨ª¨ ± M  

~

M .

6. �¥°¥®± ¬¥²°¨ª¨

�°®¬¥ ±¯®±®¡  ¯¥°¥®±  ¬¥²°¨ª¨ ± M  

~

M , ®¯¨± ®£® ¢® ¢¢¥¤¥¨¨, ¬®¦®

¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¨ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¤¢  ±¯®±®¡ . �¥°¢»© £®¤¨²±¿ ¤«¿ ®¡¹¥£® ±«³· ¿,  

¢²®°®© ²®«¼ª® ¤«¿ · ±²»µ ±«³· ¥¢ ¨§ �«¥¤±²¢¨© 1 ¨ 2, ª®£¤  ®²®¡° ¦¥¨¥ �

¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®:

1. �³±²¼ � - ½²® ¬¥²°¨ª    M . �¯°¥¤¥«¨¬  

~

M ± · «  ¯®«³¬¥²°¨ª³ �

1

:

�

1

(x; y) = �(�(x); �(y)):

� ²¥¬ ³¦¥ ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¬¥²°¨ª³ �

0

:

�

0

(x; y) = inf

xLy

s

�

1

(L);

£¤¥ L - ½²® ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¥¯°¥°»¢»¥ ¯³²¨  

~

M , ±®¥¤¨¿¾¹¨¥ x ¨ y,   s

�

1

(L)

- ½²® ¤«¨  ¯³²¨ L ¢ ¯®«³¬¥²°¨ª¥ �

1

.

2. � ª ª ª � ±¥©· ± { ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ²® �

0

¬®¦® § ¤ ²¼

² ª:

�

0

(x; y) = inf

xLy

1

Z

0

jT�(

_

L(t))jdt;
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£¤¥ L - ½²® ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ª³±®·® £« ¤ª¨¥ ¯³²¨  

~

M , ®¯°¥¤¥«¥»¥   [0; 1] ¨

±®¥¤¨¿¾¹¨¥ ²®·ª¨ x ¨ y.

�¥£ª® ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ª ¦¤»© ¨§ ±¯®±®¡®¢ ¤ ¥² ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ¬¥²°¨ª³,

ª®²®° ¿ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¬¥²°¨ª®©

~

d, ®¯°¥¤¥«¥®© ¯® ´®°¬³«¥ (1).

7. �¹¥ ®¤¨ · ±²»© ±«³· ©

�¯¨¸¥¬ ¥¹¥ ®¤¨ · ±²»© ±«³· © ° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿, ¯°¨ ª®²®°®¬

¬®¦® ¢»·¨±«¿²¼ ¯¥°¥¥±¥³¾ ¬¥²°¨ª³.

�³±²¼ ¬®£®®¡° §¨¥

~

N { ½²® ±´¥°  ± g °³·ª ¬¨, g > 0. �°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²®

~

N ¢«®¦¥® ¢ R

3

. �«®¦¥¨¥ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ² ª, ·²®¡» ®±¼ OZ ¯°®²»ª «  ½²®

¬®£®®¡° §¨¥ À¢¤®«¼Á ¨ ¨¬¥«  ± ¨¬ 2g + 2 ®¡¹¨¥ ²®·ª¨. � ª ¦¤®¬ ±«³· ¥ ®±¼

OZ ¤®«¦  ¡»²¼ ®±¼¾ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¤«¿ ¬®£®®¡° §¨¿

~

N .

� «¥¥, ¯³±²¼ h { ½²® ®²®¡° ¦¥¨¥, ª®²®°®¥ ®²®¦¤¥±²¢«¿¥² ²®·ª¨

~

N , ±¨¬¬¥-

²°¨·»¥ ®²®±¨²¥«¼® ®±¨ OZ. �·¥¢¨¤®, ·²® ¢ °¥§³«¼² ²¥ ½²®£® ®²®¦¤¥±²¢«¥-

¨¿ ¬» ¯®«³· ¥¬ ±´¥°³. �¡®§ ·¨¬ ¥¥ ·¥°¥§ S. �¨¤® ² ª¦¥, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥

h ¿¢«¿¥²±¿ ° §¢¥²¢«¥»¬  ª°»²¨¥¬, ¯°¨·¥¬ ²®·ª¨ ¢¥²¢«¥¨¿ h { ½²® ²®·ª¨

±´¥°» S, ®¡¹¨¥ ± ®±¼¾ OZ. �²® ²¥ ± ¬»¥ 2g + 2 ²®·ª¨, ¯® ª®²®°»¬ OZ ¯¥°¥-

±¥ª ¥²±¿ ±

~

N . �±¥ ®¨ ¨¬¥¾² ¢²®°®© ¯®°¿¤®ª ¢¥²¢«¥¨¿.

�¯¨±  ¿ ª®±²°³ª¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±²°®¥¨¥¬   ²®¯®«®£¨·¥±ª®¬ ³°®¢¥.

�±«¨ ¦¥ ¬» µ®²¨¬, ·²®¡» ±´¥°  S ¡»«  ± ¡¦¥  ¬¥²°¨ª®©, ½²³ ¦¥ ± ¬³¾

±¨²³ ¶¨¾ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �´¥°  S ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿

ª ª ¥¤¨¨· ¿ ±´¥° , ±² ¤ °²® ¢«®¦¥ ¿ ¢ E

3

, ². ¥. ± ¶¥²°®¬ ¢ 0. � 

¿¢«¿¥²±¿ °¨¬ ®¢»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬. �®£®®¡° §¨¥

~

N , ±´¥°³ ± g °³·ª ¬¨, ¬»

±²°®¨¬ ¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³  «£®°¨²¬³. � · «  ¡¥°¥¬ ¥¤¨¨·³¾ ±´¥°³ ¨ ®²¬¥-

· ¥¬   ¥© 2g+2 ° §«¨·»¥ ²®·ª¨. � ²¥¬ ° §¡¨¢ ¥¬ ½²¨ ²®·ª¨   ¯ °» ¨ ®¡¥

²®·ª¨ ª ¦¤®© ¯ °» ±®¥¤¨¿¥¬ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ° §°¥§ ¬¨. � §°¥§» ¥ ¤®«¦» ¯¥-

°¥±¥ª ²¼±¿ ¤°³£ ± ¤°³£®¬. � «¥¥ ¡¥°¥¬ ¢²®°®© ½ª§¥¬¯«¿° ±´¥°» ± ² ª¨¬¨ ¦¥

° §°¥§ ¬¨ ¨ ¯® ½²¨¬ ° §°¥§ ¬ ¯®¤ª«¥¨¢ ¥¬ ®¤³ ±´¥°³ ª ¤°³£®©. � °¥§³«¼² ²¥

¬» ¯®«³· ¥¬ ¯°®±²° ±²¢®, £®¬¥®¬®°´®¥ ±´¥°¥ ± g °³·ª ¬¨. �²® ¨ ¡³¤¥²

~

N .

�±«¨ ¬» µ®²¨¬, ·²®¡» ¡³¤³¹ ¿ ¬¥²°¨ª   

~

N µ®°®¸® ¢»·¨±«¿« ±¼,  ¤® ² ª

¢»¡¨° ²¼ ²®·ª¨ ¨ ±®±² ¢«¿²¼ ¯ °», ·²®¡» ¢ ª ·¥±²¢¥ ° §°¥§®¢ ¬®¦® ¡»«®

¡° ²¼ ¤³£¨ ¡®«¼¸¨µ ®ª°³¦®±²¥©. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ½²® ¬®¦¥² ¥ ¯®«³·¨²¼±¿,

² ª ª ª ² ª¨¥ ° §°¥§» ¡³¤³² ¯¥°¥±¥ª ²¼±¿. �²®¡° ¦¥¨¥ h :

~

N ! S ¯°¥¤±² -

¢«¿¥¬ ¢ ¢¨¤¥ ¯°®¥ª¶¨¨ ¤¢³µ  ¸¨µ ±´¥°   ±´¥°³ S, ². ¥. ®£° ¨·¥¨¥ h  

ª ¦¤³¾ ¨§ ±´¥° { ½²® ²®¦¤¥±²¢¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥.

�±¿ ½²  ª®±²°³ª¶¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© · ±²»© ±«³· © �°¥¤«®¦¥¨¿ 2, ¨

¬» ¬®¦¥¬ ¯¥°¥®±¨²¼ ¬¥²°¨ª³ ±® ±´¥°» S   ±´¥°³ ± g °³·ª ¬¨

~

N , ¯®«³· ¿ ¯°¨

½²®¬ ¯°®±²° ±²¢® ª°¨¢¨§» � 1 ¯® �.�.�«¥ª± ¤°®¢³. �±«¨ ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨

~

N ¯°®¢®¤¨²¼ Àµ®°®¸¨¥Á ° §°¥§», ². ¥. ° §°¥§» ¯® ¤³£ ¬ ¡®«¼¸¨µ ®ª°³¦®±²¥©,

²® ½²³ ¬¥²°¨ª³ ¬®¦® ½´´¥ª²¨¢® ¢»·¨±«¿²¼.
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8. �®ª § ²¥«¼±²¢® �°¥¤«®¦¥¨¿ 1

�³±²¼ � :

~

M ! M { ° §¢¥²¢«¥®¥  ª°»²¨¥ £« ¤ª®£® °¨¬ ®¢  ¬®£®®¡° -

§¨¿ M ª®¬¯ ª²»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬

~

M . �®£®®¡° §¨¿

~

M ¨ M ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿

«¨¥©® ±¢¿§»¬¨. �¨¬ ®¢  ¬¥²°¨ª    M ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ d.

� · «  ¤®ª ¦¥¬ ¤¢¥ «¥¬¬».

�¥¬¬  1. �  ª®¬¯ ª²®¬ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ X ¥«¼§¿ § ¤ ²¼

¬¥²°¨ª³ � : X � X ! R, ª®²®° ¿ ¨¤³¶¨°®¢ «  ¡» ²®¯®«®£¨¾ ±« ¡¥¥, ·¥¬

¨±µ®¤ ¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ ®² ¯°®²¨¢®£®. �³±²¼ ² ª ¿ ¬¥²°¨ª  � ±³¹¥-

±²¢³¥². �®£¤    X  ©¤¥²±¿ ² ª ¿ ²®·ª  x ¨ ¥¥ ®²ª°»² ¿ ®ª°¥±²®±²¼ U ¢

¨±µ®¤®© ²®¯®«®£¨¨, ·²® ¨ª ª®© ®²ª°»²»© ¸ ° B

r

(x) ± ¶¥²°®¬ ¢ ²®·ª¥ x

° ¤¨³±  r > 0, ¢§¿²»© ¢ ¬¥²°¨ª¥ �, ¥ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¶¥«¨ª®¬ ¢ ½²®© ®ª°¥±²®±²¨

U . �³±²¼ B

1=n

(x) { ®²ª°»²»© ¸ ° ° ¤¨³±  1=n ± ¶¥²°®¬ ¢ ²®·ª¥ x ¨ ¯³±²¼ x

n

{

½²® ²®·ª  ¨§ B

1=n

(x), ² ª ¿, ·²® x

n

=2 U . � ª ª ª X { ª®¬¯ ª²®¥ ¯°®±²° ±²¢®,

²® ³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ fx

n

g ±³¹¥±²¢³¥² ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

fx

n

k

g. �¡®§ ·¨¬ ¥¥ ¯°¥¤¥« ·¥°¥§ x

0

. � ª¨¬ ®¡° §®¬, lim

k!1

x

n

k

= x

0

. �¥²°¨ª  �

¥¯°¥°»¢    X �X, ¯®½²®¬³ �(x

0

; x) = lim

k!1

�(x

n

k

; x) = 0. �® x

0

6= x, ² ª ª ª

x

0

=2 U . �°®²¨¢®°¥·¨¥.

�¥¬¬  2. �³±²¼  

~

M § ¤   ¬¥²°¨ª  �, ¯°¥¢° ¹ ¾¹ ¿ ®²®¡° ¦¥¨¥ � ¢

±³¡¬¥²°¨¾. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2

~

M , ² ª®©, ·²® �(x) ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨²

¬®¦¥±²¢³ ¢¥²¢«¥¨¿ �, ±³¹¥±²¢³¥² ®ª°¥±²®±²¼ U ¢ ¨±µ®¤®© ²®¯®«®£¨¨,

² ª ¿, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ U

�

! �(U) ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®¬¥²°¨¥©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � · «  ¯®ª ¦¥¬, ·²® ²®¯®«®£¨¿, ¨¤³¶¨°®¢  ¿ ¬¥²°¨-

ª®© �, ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¨±µ®¤®© ²®¯®«®£¨¥© ¬®£®®¡° §¨¿

~

M . �³±²¼ B

r

[x]; r > 0

{ ¸ °®¢ ¿ ®ª°¥±²®±²¼ ²®·ª¨ x ¢ ²®¯®«®£¨¨ ¬¥²°¨ª¨ �. �®£¤  �(B

r

[x]) =

B

r

[�(x)], ² ª ª ª � { ±³¡¬¥²°¨¿. �±«¨ ¢M ¢§¿²¼ ¤®±² ²®·® ¬ «³¾ ®ª°¥±²®±²¼

U

0

²®·ª¨ y = �(x), ²® ª ¦¤ ¿ ª®¬¯®¥²  ±¢¿§®±²¨ ¨§ ¯°®®¡° §  �

�1

(U

0

) ¡³¤¥²

¢§ ¨¬® ®¤®§ ·® ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ±®¤¥°¦ ¹¥©±¿ ¢ ¥© ¥¤¨±²¢¥®© ²®·ª¥

¨§ ¯°®®¡° §  �

�1

(y). �®§¼¬¥¬ ¨¬¥® ² ª³¾ ®ª°¥±²®±²¼ U

0

¨, ª°®¬¥ ²®£®,

¯®²°¥¡³¥¬, ·²®¡» U

0

� B

r

[�(x)]. �®£¤  ª®¬¯®¥²  ±¢¿§®±²¨ ¨§ ¯°®®¡° § 

�

�1

(U

0

), ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ²®·ª³ x, ¡³¤¥² ®ª°¥±²®±²¼¾ ¢ ¨±µ®¤®© ²®¯®«®£¨¨

~

M ¨

¡³¤¥² ±®¤¥°¦ ²¼±¿ ¢ B

r

[x]. �» ¯®ª § «¨, ·²® ²®¯®«®£¨¿ ¬¥²°¨ª¨ � ¥ ±¨«¼¥¥

¨±µ®¤®©. �°¨¬¥¿¿ �¥¬¬³ 1, ¬» ¯®«³·¨¬, ·²® ®  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¥©.

�³±²¼ ²®·ª  x 2

~

M ² ª ¿, ·²® �(x) ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¬®¦¥±²¢³ ¢¥²¢«¥¨¿

®²®¡° ¦¥¨¿ �. �³±²¼

~

U { ² ª ¿ ®ª°¥±²®±²¼ ²®·ª¨ x, ·²®

~

U

�

! �(

~

U) { £®-

¬¥®¬®°´¨§¬. �³±²¼ ² ª¦¥ B

r

[x] { ½²® ¸ ° ° ¤¨³±  r ¢ ²®·ª¥ x, ² ª®©, ·²®

B

r

[x] �

~

U . �®£¤  ®ª°¥±²®±²¼ U = B

r=3

[x] ¡³¤¥² ¨±ª®¬®© ®ª°¥±²®±²¼¾, ². ¥.

®²®¡° ¦¥¨¥ U

�

! �(U) ¡³¤¥² ¨§®¬¥²°¨¥©. �²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ² ª. �°¥¤¯®«®-

¦¨¬, ·²® x

1

; x

2

2 U ¨ �(x

1

; x

2

) = s. �®§¼¬¥¬ ¸ ° B

s

[x

1

] ° ¤¨³±  s ± ¶¥²°®¬

¢ ²®·ª¥ x

1

. �±®, ·²® B

s

[x

1

] � B

r

[x]. �®·ª  x

2

¯°¨ ¤«¥¦¨² £° ¨¶¥ ½²®£®

¸ ° . � ª ª ª � ±³¡¬¥²°¨¿, �(B

s

[x

1

]) = B

s

[�(x

1

)],   ² ª ª ª ®£° ¨·¥¨¥ �  
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B

s

[x

1

] ¥¹¥ ¨ £®¬¥®¬®°´¨§¬, �(x

2

) ¯°¨ ¤«¥¦¨² £° ¨¶¥ ¸ °  B

s

[�(x

1

)], ². ¥.

d(�(x

1

); �(x

2

)) = s, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.

�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 1. �³±²¼ � :

~

M ! M { ° §¢¥²¢«¥®¥  ª°»²¨¥ £« ¤ª®£®

°¨¬ ®¢  ¬®£®®¡° §¨¿ M ª®¬¯ ª²»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬

~

M . �®£®®¡° §¨¿

~

M ¨

M «¨¥©® ±¢¿§». �¨¬ ®¢  ¬¥²°¨ª   M ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ d. �®£¤   

~

M

±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¢³²°¥¿¿ ¬¥²°¨ª  �, ² ª ¿, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥

� : (

~

M;�)! (M;d) ¿¢«¿¥²±¿ ±³¡¬¥²°¨¥©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � · «  ¤®ª ¦¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥. �«¿ ½²®£® ¿¢® ¯®-

±²°®¨¬ ¬¥²°¨ª³

~

d ¨ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ � : (

~

M;

~

d )! (M;d) ¯°¥¢° ¹ -

¥²±¿ ¯°¨ ½²®¬ ¢ ±³¡¬¥²°¨¾. �®±«¥ ½²®£® ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¬¥²°¨ª 

~

d { ¢³²°¥¿¿.

�¥²°¨ª 

~

d ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.

�³±²¼ x; y 2

~

M . �®£¤ 

~

d(x; y) = inf

xLy

s

d

(�(L));

£¤¥ L { ½²® ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¥¯°¥°»¢»¥ ¯³²¨  

~

M , ±®¥¤¨¿¾¹¨¥ x ¨ y,  

s

d

(�(L)) { ½²® ¤«¨  ¯³²¨ �(L)   M ¢ ¬¥²°¨ª¥ d.

�³±²¼ B

r

[x] { ¸ ° ° ¤¨³±  r ± ¶¥²°®¬ ¢ ²®·ª¥ x. �®ª ¦¥¬, ·²® �(B

r

[x]) �

B

r

[�(x)]. �³±²¼ y 2 B

r

[x]. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ª°¨¢»µ

c

0

1

; : : : ; c

0

n

; : : :, ±®¥¤¨¿¾¹¨µ ²®·ª¨ x ¨ y, ² ª ¿, ·²®

~

d(x; y) = inf

i

s

d

(�(c

0

i

)) � r. �®

¯®±ª®«¼ª³ ¬¥²°¨ª  d   M ¢³²°¥¿¿,   ª ¦¤ ¿ ¨§ ª°¨¢»µ �(c

0

i

) ¯°¥¤±² ¢«¿¥²

±®¡®© ¥¯°¥°»¢³¾ ª°¨¢³¾, ±®¥¤¨¿¾¹³¾ ²®·ª¨ �(x) ¨ �(y), ¬» ¯®«³· ¥¬,

·²® d(�(x); �(y)) � inf

i

s

d

(�(c

0

i

)) � r, ². ¥. �(y) 2 B

r

[�(x)], ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼

¤®ª § ²¼.

�®ª ¦¥¬, ·²® B

r

[�(x)] � �(B

r

[x]). �³±²¼ z

0

2 B

r

[�(x)]. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥²

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ª°¨¢»µ c

1

; : : : ; c

n

; : : :, ±®¥¤¨¿¾¹¨µ ²®·ª¨ �(x) ¨ z

0

, ² ª ¿,

·²® d(�(x); z

0

) = inf

i

s

d

(c

i

) � r. �¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨ ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²®

¯®¤¿²¨¥ ~c

i

ª ¦¤®© ª°¨¢®© c

i

,  ·¨ ¾¹¥¥±¿ ¢ ²®·ª¥ x, ®ª ·¨¢ ¥²±¿ ¢ ®¤®© ¨

²®© ¦¥ ²®·ª¥. �¡®§ ·¨¬ ½²³ ²®·ª³ ·¥°¥§ z. �®¿²®, ·²® �(z) = z

0

. �«¿

~

d(x; z)

¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¨¬¥¥¬ ¥° ¢¥±²¢®

~

d(x; z) � inf

i

s

d

(�(~c

i

)) � r,

². ¥. z 2 B

r

[x], ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.

�®ª ¦¥¬, ·²® ¬¥²°¨ª 

~

d ¢³²°¥¿¿. � ª ª ª ®²®¡° ¦¥¨¥ � ¯°¥¤±² ¢«¿¥²

±®¡®© ±³¡¬¥²°¨¾, ²® ¯°¨¬¥¿¿ �¥¬¬³ 2, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® � : (

~

M;

~

d )! (M;d)

¡³¤¥² «®ª «¼®© ¨§®¬¥²°¨¥©, ¥±«¨ ±

~

M ¢»¡°®±¨²¼ ¤¨±ª°¥²®¥ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª

¨ ±M ¨µ ®¡° §». �²±¾¤ , ¢ ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤«¨» ª°¨¢®©,  ¯°¿¬³¾ ±«¥¤³¥²,

·²® ¤«¨  «¾¡®© ª°¨¢®© L  

~

M ¢ ¬¥²°¨ª¥

~

d ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¤«¨®© ª°¨¢®© �(L)

  M ¢ ¬¥²°¨ª¥ d. �®½²®¬³ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿

~

d ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²®

~

d(x; y) = inf

xLy

s

~

d

(L);

£¤¥ L { ½²® ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¥¯°¥°»¢»¥ ¯³²¨  

~

M , ±®¥¤¨¿¾¹¨¥ x ¨ y,   s

~

d

(L)

{ ½²® ¤«¨  ¯³²¨ L  

~

M ¢ ¬¥²°¨ª¥

~

d. �²® ¢ ²®·®±²¨ ¨ ®§ · ¥², ·²® ¬¥²°¨ª 

~

d { ¢³²°¥¿¿.
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�³±²¼ ²¥¯¥°¼  

~

M ±³¹¥±²¢³¥² ¢³²°¥¿¿ ¬¥²°¨ª  �, ¯°¥¢° ¹ ¾¹ ¿ ®²®-

¡° ¦¥¨¥ � : (

~

M;�)! (M;d) ¢ ±³¡¬¥²°¨¾. �®ª ¦¥¬, ·²® ®  ±®¢¯ ¤ ¥² ±

~

d. �¥¬

± ¬»¬ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ¥¤¨±²¢¥®±²¼ �. �³±²¼ x; y 2

~

M . � ª ª ª � { ¢³²°¥¿¿

¬¥²°¨ª , �(x; y) = inf

xLy

s

�

(L), £¤¥ L { ½²® ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¥¯°¥°»¢»¥ ¯³²¨  

~

M ,

±®¥¤¨¿¾¹¨¥ x ¨ y. �® ² ª ª ª � : (

~

M;�)! (M;d) ±³¡¬¥²°¨¿, ¯°¨¬¥¿¿ �¥¬¬³

2, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® s

�

(L) = s

d

(�(L)), ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, �(x; y) = inf

xLy

s

d

(�(L)),

·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.

�°¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

9. �®ª § ²¥«¼±²¢® �°¥¤«®¦¥¨¿ 2

� ½²®¬ ¯³ª²¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ²®«¼ª® ¤¢³¬¥°»¥ ¬®£®®¡° §¨¿. �¥²°¨ª 

~

d, ¯®¤¨¬ ¥¬ ¿ ¨§ ¬¥²°¨ª¨ d   M ± ¯®¬®¹¼¾ ®²®¡° ¦¥¨¿ �, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

¯® ´®°¬³«¥ (1) ¨§ ¢¢¥¤¥¨¿.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 2. �³±²¼ � :

~

M ! M ° §¢¥²¢«¥®¥  ª°»²¨¥ £« ¤ª®£®

¤¢³¬¥°®£® °¨¬ ®¢  ¬®£®®¡° §¨¿ M ¤¢³¬¥°»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬

~

M . �®£®-

®¡° §¨¿

~

M ¨ M «¨¥©® ±¢¿§». �¨¬ ®¢  ¬¥²°¨ª    M ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§

d. � ³±±®¢  ª°¨¢¨§  M ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² �. �®£¤  ¬¥²°¨ª 

~

d  

~

M , ¯®¤¿² ¿

¨§ ¬¥²°¨ª¨ d   M ± ¯®¬®¹¼¾ ®²®¡° ¦¥¨¿ �, ¯°¥¢° ¹ ¥²

~

M ¢ ¯°®±²° -

±²¢® ª°¨¢¨§» � � ¯® �.�.�«¥ª± ¤°®¢³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ fU

i

g { ®²ª°»²®¥ ¯®ª°»²¨¥ M , § ¬ª³²®¥ ®²®±¨-

²¥«¼® ª®¥·®£® ·¨±«  ¯¥°¥±¥·¥¨©. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ f

~

U

ij

g; 1 � j � n

i

ª®¬-

¯®¥²» ±¢¿§®±²¨ ¯°®®¡° §  �

�1

(U

i

). �±«¨ U

i

¥ ±®¤¥°¦¨² ²®·¥ª ¢¥²¢«¥¨¿ ¨

¯°¨ ½²®¬ ¤®±² ²®·® ¬ « , ·²® ¬®¦® ¡»«® ®¡¥±¯¥·¨²¼ ¯°¨ ¢»¡®°¥ ¯®ª°»²¨¿,

²® n

i

° ¢® ¯®°¿¤ª³ ° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿ �, ¨ ¤«¿ ª ¦¤®© ª®¬¯®¥²»

f

~

U

ij

g ®²®¡° ¦¥¨¥ � j

~

U

ij

:

~

U

ij

! U

i

¿¢«¿¥²±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬. �®¦® ² ª¦¥

° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢±¥ ½²¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ ª ª  ª°»²¨¿ ¯®°¿¤ª  k

j

= 1.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ U

i

±®¤¥°¦¨² ²®·ª³ ¢¥²¢«¥¨¿ y. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼ U

i

¤®±² ²®·®

¬ «®© ®ª°¥±²®±²¼¾,   ¨¬¥®,  ±²®«¼ª® ¬ «®©, ·²®¡» U

i

¥ ±®¤¥°¦ «® ¤°³£¨µ

²®·¥ª ¢¥²¢«¥¨¿, ®²«¨·»µ ®² y, ¨ ·²®¡» ª ¦¤ ¿ ª®¬¯®¥² 

~

U

ij

; 1 � j � n

i

±®¤¥°¦ «  ²®«¼ª® ®¤³ ²®·ª³ x

j

¨§ ¯°®®¡° §  fx

1

; : : : ; x

n

i

g = �

�1

(y). �±«¨ ½²®

³±«®¢¨¥ ¢»¯®«¥®, ²® ª ¦¤®¥ ¨§ ®²®¡° ¦¥¨©

� j

~

U

ij

nfx

j

g

:

~

U

ij

nfx

j

g ! U

i

nfyg; 1 � j � n

i

;

¿¢«¿¥²±¿  ª°»²¨¥¬ ¥ª®²®°®£® ¯®°¿¤ª  k

j

(¢®§¬®¦® ·²® k

j

= 1).

�¥¯¥°¼ ®¯¿²¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¢±¥ U

i

. �«¿ ª ¦¤®£® U

i

¨§ ¯®ª°»²¨¿ fU

i

g ¬®£®-

®¡° §¨¿ M ¢»¡¥°¥¬ ²®«¼ª® ®¤³ ª®¬¯®¥²³ ±¢¿§®±²¨

~

U

ij

. � ´¨ª±¨°³¥¬ ½²®²

¢»¡®°. �®£¤  ½²®² ¢»¡®° ®¯°¥¤¥«¨² ¥ª®²®°»© ®°¡¨´®«¤ O ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -

§®¬. M ¡³¤¥² ¯®¤±²¨« ¾¹¨¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ½²®£® ®°¡¨´®«¤ , fU

i

g { ²°¥¡³¥-

¬»¬ ¯®ª°»²¨¥¬M (±¬. �¯°¥¤¥«¥¨¥ 7),   ¢ ª ·¥±²¢¥

~

U

i

¤«¿ ª ¦¤®£® ¬®¦¥±²¢ 

U

i

¡¥°¥¬ ¢»¡° ³¾ ª®¬¯®¥²³

~

U

ij

(¥±«¨ U

i

¤®±² ²®·® ¬ « ¿ ®ª°¥±²®±²¼,

²®

~

U

ij

£®¬¥®¬®°´  R

2

). U

i

±² ¢¨²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ £°³¯¯  Z

k

j

{ ¶¨ª«¨·¥±ª ¿
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£°³¯¯  ¯®°¿¤ª  k

j

. �²  £°³¯¯  ¤¥©±²¢³¥²  

~

U

i

= R

2

ª ª £°³¯¯  ¯®¢®°®²®¢

¢®ª°³£  · «  ª®®°¤¨ ²   ³£«», ª° ²»¥ �=k

j

.

�  ª ¦¤®¬ ¨§ ½²¨µ ®°¡¨´®«¤®¢ § ¤   ¬¥²°¨ª , ² ª ª ª ¬¥²°¨ª¨   ª ¦¤®¬

¨§ ¬®¦¥±²¢

~

U

ij

, ¨¤³¶¨°®¢ »¥ ¬¥²°¨ª®©  

~

M , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² �¯°¥¤¥«¥¨¾

8 (±¬. ¯³ª² 2). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦® £®¢®°¨²¼ ® ª°¨¢¨§¥ ®°¡¨´®«¤®¢.

�²¢¥°¦¤¥¨¥ ® ²®¬, ·²®

~

M ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²° ±²¢®¬ �.�.�«¥ª± ¤°®¢  ª°¨-

¢¨§» � �, ½ª¢¨¢ «¥²® ³²¢¥°¦¤¥¨¾ ® ²®¬, ·²® ¢±¥  ¸¨ ®°¡¨´®«¤» ¨¬¥¾²

ª°¨¢¨§³ � �. �®ª ¦¥¬, ·²® ½²® ²°¥¡®¢ ¨¥ ¢»¯®«¿¥²±¿. �°¨¬¥¨¬ ²¥®°¥¬³

5.3 ¨§ [1], ³²¢¥°¦¤ ¾¹³¾ ±«¥¤³¾¹¥¥:

�³±²¼ Q { ½²® ®°¡¨´®«¤ ± ¬¥²°¨ª®©, ¨¤³¶¨°®¢ ®© £« ¤ª®© °¨¬ ®¢®©

¬¥²°¨ª®© ¥£® ¯®¤±²¨« ¾¹¥£® ¯°®±²° ±²¢  Q

0

. �«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿ ¥®¡µ®-

¤¨¬» ¨ ¤®±² ²®·», ·²®¡» ª°¨¢¨§  Q ¡»«  � �.

(1) �¥ª¶¨® ¿ ª°¨¢¨§  Q

0

¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² �.

(2) �®ª «¼® § ¬»ª ¨¥ ª ¦¤®© «¨¥©® ±¢¿§®© ª®¬¯®¥²» ª ¦¤®£® ±«®¿

¿¢«¿¥²±¿ ¢»¯³ª«»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ¢ Q

0

.

(3) �«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ x 2 Q

0

ª³±®·®-±´¥°¨·¥±ª¨© ¯®«¨½¤°

~

S

x

³¤®¢«¥²¢®-

°¿¥² ³±«®¢¨¾ CAT (1).

�  ¸¥¬ ±«³· ¥ ¯®¤±²¨« ¾¹¥¥ ¯°®±²° ±²¢® Q

0

{ ½²® ¬®£®®¡° §¨¥ M ,

¥£® ±¥ª¶¨® ¿ ª°¨¢¨§  ±®¢¯ ¤ ¥² ± £ ³±±®¢®© ¨ ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² �, «¨¥©®-

±¢¿§»¥ ª®¬¯®¥²» ª ¦¤®£® ±«®¿ { ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª   M (½²® ¢

²®·®±²¨ ²®·ª¨ ¢¥²¢«¥¨¿ ° §¢¥²¢«¥®£®  ª°»²¨¿ �),

~

S

x

{ ½²® ®ª°³¦®±²¼

¤«¨» 2�k

j

,   Q {  ¸ ®°¡¨´®«¤ O. �±«®¢¨¥ CAT (k),  «®¦¥®¥   ¬¥²°¨·¥-

±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ®§ · ¥², ·²® ½²® ¯°®±²° ±²¢® ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² �¯°¥¤¥«¥-

¨¾ 4 (±¬. ¯³ª² 2), ® ¥ «®ª «¼®, ¤«¿ ¥ª®²®°®© ®ª°¥±²®±²¨ U

x

,   £«®¡ «¼®.

�·¥¢¨¤®, ·²® ¢±¥ ³±«®¢¨¿ ²¥®°¥¬» ¢»¯®«¥», ¨ ¯°®±²° ±²¢®

~

M ¨¬¥¥² ª°¨-

¢¨§³ � � ¯® �.�.�«¥ª± ¤°®¢³.

�°¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

�§ �°¥¤«®¦¥¨© 1 ¨ 2 ¤«¿  ¸¨µ · ±²»µ ±«³· ¥¢ ¢»²¥ª ¾² ±«¥¤³¾¹¨¥

±«¥¤±²¢¨¿.

�«¥¤±²¢¨¥ 1. �³±²¼ ±´¥°  �¨¬  

~

S ®²®¡° ¦ ¥²±¿   ±´¥°³ �¨¬   S

± ¯®¬®¹¼¾ ° ¶¨® «¼®© ´³ª¶¨¨ f . �®£¤   

~

S ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿

¢³²°¥¿¿ ¬¥²°¨ª , ² ª ¿, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ f ¿¢«¿¥²±¿ ±³¡¬¥²°¨¥©, ¨

½²  ¬¥²°¨ª  ¯°¥¢° ¹ ¥²

~

S ¢ ¯°®±²° ±²¢® ª°¨¢¨§» � 1.

�«¥¤±²¢¨¥ 2. �³±²¼ ²®°

~

T ®²®¡° ¦ ¥²±¿   ±´¥°³ �¨¬   S ± ¯®¬®¹¼¾

½««¨¯²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ v. �®£¤   

~

T ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¢³²°¥¿¿

¬¥²°¨ª , ² ª ¿, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ v ¿¢«¿¥²±¿ ±³¡¬¥²°¨¥©, ¨ ½²  ¬¥²°¨ª 

¯°¥¢° ¹ ¥²

~

T ¢ ¯°®±²° ±²¢® ª°¨¢¨§» � 1.

�«¥¤±²¢¨¥ 3. �³±²¼ ¬®£®®¡° §¨¥

~

N { ±´¥°  ± g °³·ª ¬¨, g > 0, ®²®-

¡° ¦ ¥²±¿   ±´¥°³ �¨¬   S ± ¯®¬®¹¼¾ ®²®¡° ¦¥¨¿ h (®²®¡° ¦¥¨¥ h

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ¯³ª²¥ 6). �®£¤   

~

N ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¢³²°¥¿¿

¬¥²°¨ª , ² ª ¿, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ h ¿¢«¿¥²±¿ ±³¡¬¥²°¨¥©, ¨ ½²  ¬¥²°¨ª 

¯°¥¢° ¹ ¥²

~

N ¢ ¯°®±²° ±²¢® ª°¨¢¨§» � 1.
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In this paper a polytope | convex hull of connected k-factors, where k is

even, is considered. A necessary condition are derived, under which a comb

inequality de�nes a facet of the polytope. It restrict the number of combs,

which pretend to induce a facet.

1. �¢¥¤¥¨¥

� ¯®±«¥¤¨¥ £®¤» °¿¤®¬  ¢²®°®¢  ª²¨¢® ° §¢¨¢ ¥²±¿ ¯®«¨½¤° «¼»© ¯®¤µ®¤

ª °¥¸¥¨¾ § ¤ · ¤¨±ª°¥²®© ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨ (��), ±®£« ±® ª®²®°®¬³ ± § ¤ ·¥©

 ±±®¶¨¨°³¥²±¿ ¢»¯³ª« ¿ ®¡®«®·ª  ¢¥ª²®°®¢ ¨¶¨¤¥¶¨© ¤®¯³±²¨¬»µ °¥¸¥¨©

[5]. �°¨ ½²®¬ ¢¥°¸¨» ¯®«³· ¾¹¥£®±¿ ¬®£®£° ¨ª  ¨ ¤®¯³±²¨¬»¥ °¥¸¥¨¿

§ ¤ ·¨  µ®¤¿²±¿ ¢® ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨, ·²® ¯®§¢®«¿¥² ¯°¨-

¬¥¿²¼ ¤«¿ ¥¥ °¥¸¥¨¿ ¬¥²®¤» «¨¥©®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿ (��) ¨ ¶¥«®·¨-

±«¥®£® «¨¥©®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿. �¤ ª®, ª ª ¯° ¢¨«®, § ¤ ·  ¯®±²°®-

¥¨¿ ¯®«®£® «¨¥©®£® ®¯¨± ¨¿ ¢»¯³ª«®© ®¡®«®·ª¨ ¤®±² ²®·® ±«®¦  ª ª

± ²¥®°¥²¨·¥±ª®©, ² ª ¨ ±  «£®°¨²¬¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿. �® ¤ ¦¥ ¥±«¨ ² ª®¥

®¯¨± ¨¥ ¨¬¥¥²±¿, ¯°¨¬¥¥¨¥  ¯¯ ° ²  �� ±³¹¥±²¢¥® § ²°³¤¿¥²±¿ ¡®«¼-

¸¨¬ ª®«¨·¥±²¢®¬ ®£° ¨·¥¨©. �®½²®¬³ ®£° ¨·¥¨¿, ³· ±²¢³¾¹¨¥ ¢ «¨¥©-

®¬ ®¯¨± ¨¨ ¬®£®£° ¨ª , ¶¥«¥±®®¡° §® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®²±¥ª ¾-

¹¨µ ¯«®±ª®±²¥©, ®²² «ª¨¢ ¿±¼ ®² ²®£® ¨«¨ ¨®£® °¥« ª± ¶¨®®£® ¬®¦¥±²¢ .

� ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ¯®«¥§»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¤ ¦¥ · ±²¨·®¥ «¨¥©®¥ ®¯¨± ¨¥. �±®¡³¾

°®«¼ ¯°¨ ½²®¬ ¨£° ¾² ®¯®°»¥ ¥° ¢¥±²¢ , ¯®°®¦¤ ¾¹¨¥ £° ¨ ¬ ª±¨¬ «¼-

®© ° §¬¥°®±²¨ (´ ±¥²») ¬®£®£° ¨ª  § ¤ ·¨. � ¦®±²¼ ² ª¨µ ´ ±¥²»µ

¥° ¢¥±²¢ ®¡º¿±¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±®®¡° ¦¥¨¿¬¨: ¢®-¯¥°¢»µ, ½²¨ ¥° ¢¥-

±²¢  (± ²®·®±²¼¾ ¤® ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨) ¢µ®¤¿² ¢ ª ¦¤³¾ «¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³,

c



c



c
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®¯¨±»¢ ¾¹³¾ ¬®£®£° ¨ª; ¢®-¢²®°»µ, ®¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¢ ¨§¢¥±²®¬ ±¬»±«¥ À¤®-

±² ²®·® ±¨«¼»¬¨Á ®²±¥·¥¨¿¬¨, ·²® ¯®¤²¢¥°¦¤ ¥²±¿ °¥§³«¼² ² ¬¨, ¯®«³·¥-

»¬¨ ¢ ¯®±«¥¤¨¥ £®¤» ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ¤¨±ª°¥²»µ ½ª±²°¥¬ «¼»µ § ¤ · [9].

� ¤ ®© ° ¡®²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¬®£®£° ¨ª ±¢¿§»µ k-´ ª²®°®¢ ¯®«-

®£® £° ´ . �®¤ k-´ ª²®°®¬ ¯®«®£® n-¢¥°¸¨®£® £° ´  (k < n, kn { ·¥²®)

¯®¨¬ ¥²±¿ ¥£® ®±²®¢»© ®¤®°®¤»© ±²¥¯¥¨ k ¯®¤£° ´. � ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨

k = 2 ½²®² ¬®£®£° ¨ª ¿¢«¿¥²±¿ ¬®£®£° ¨ª®¬ £ ¬¨«¼²®®¢»µ ¶¨ª«®¢

±¨¬¬¥²°¨·®© § ¤ ·¨ ª®¬¬¨¢®¿¦¥° , ¨ ¯®½²®¬³ ¥£® ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª

®¡®¡¹¥¨¥ ¯®±«¥¤¥£®.

�¤¬®¤±®¬ ¨ �¦®±®®¬ ¢ [8] ¡»«® ¤ ® «¨¥©®¥ ®¯¨± ¨¥ ¢»¯³ª«®© ®¡®-

«®·ª¨ k-´ ª²®°®¢ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® k (¡¥§ ³±«®¢¨¿ ±¢¿§®±²¨).

�  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¨§¢¥±²® ¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢® ª« ±±®¢ ´ ±¥²»µ ¥° -

¢¥±²¢ ¤«¿ ¬®£®£° ¨ª  ±¢¿§»µ 2-´ ª²®°®¢ [11, 12], µ®²¿ ¥£® ¯®«®¥ «¨-

¥©®¥ ®¯¨± ¨¥ ¥  ©¤¥®. �±«®¢¨¥ ±¢¿§®±²¨ ®ª § «®±¼ ¤®¢®«¼® ²°³¤»¬

¯°¥¯¿²±²¢¨¥¬   ½²®¬ ¯³²¨.

� ¦»© ª« ±± ¯®«³¯°®±²° ±²¢,®¯®°»µ ª ¬®£®£° ¨ª³,  ±±®¶¨¨°®¢ -

®¬³ ± § ¤ ·¥© ��, ®¡° §³¾² ² ª¨¥, ®°¬ «¨ ª®²®°»µ ±³²¼ ¢¥ª²®°» ¨¶¨¤¥-

¶¨© ° §«¨·»µ ¯®¤£° ´®¢ ¯®«®£® £° ´ . �¥° ¢¥±²¢ , ¯®°®¦¤ ¾¹¨¥ ² ª¨¥

¯®«³¯°®±²° ±²¢ ,  §»¢ ¾²±¿ ° £®¢»¬¨. � ° ª²¥°®© ®±®¡¥®±²¼¾ ° £®-

¢»µ ¥° ¢¥±²¢ ¿¢«¿¥²±¿ ²®, ·²® ®¨ ®¡° §³¾² ¬®¦¥±²¢  ¢±¥µ ®¯®°»µ ¥-

° ¢¥±²¢ ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ 0 ¨ 1 ¢ «¥¢®© · ±²¨. �«¿ ¬®£®£° ¨ª  ±¢¿§»µ

k-´ ª²®°®¢ ¯°¨ k = 2 �.�°¥²¸¥«¥¬ ¨ �.� ««¥©¡« ª®¬ ¢ [12] ¯®«®±²¼¾ ®¯¨± 

ª« ±± ´ ±¥²»µ ° £®¢»µ ¥° ¢¥±²¢. �²®² ª« ±±, ±®¤¥°¦ ¹¨©, ¢ · ±²®±²¨,

¸¨°®ª® ¨§¢¥±²»¥ ¥° ¢¥±²¢  2-±®·¥² ¨© (¢¢¥¤¥»¥ �¤¬®¤±®¬ ¢ [7]), ±®-

¢¯ ¤ ¾² ± ¬®¦¥±²¢®¬ ¯°®±²»µ ¤¥°¥¢¼¥¢ ª«¨ª [12]. �°¨ k > 2 ¢®¯°®± ® ¯®«®©

µ ° ª²¥°¨§ ¶¨¨ ° £®¢»µ ¥° ¢¥±²¢, ¯®°®¦¤ ¾¹¨µ ´ ±¥²» ¬®£®£° ¨ª 

±¢¿§»µ k-´ ª²®°®¢, ®±² ¥²±¿ ®²ª°»²»¬.

� [4] ¯®«³·¥» ¤®±² ²®·»¥ ¨ °¿¤ ¥®¡µ®¤¨¬»µ ³±«®¢¨© ´ ±¥²®±²¨ ° £®-

¢»µ ¥° ¢¥±²¢ ¤«¿ ½²®£® ¬®£®£° ¨ª , ± ¯®¬®¹¼¾ ª®²®°»µ ¢»¤¥«¥» ²°¨

ª« ±±  ´ ±¥²»µ ¥° ¢¥±²¢. �²°³ª²³°  «¥¢»µ · ±²¥© ¯®±«¥¤¨µ ¯®§¢®«¿¥² £®-

¢®°¨²¼, ·²® ¯®«³·¥»¥ °¥§³«¼² ²» ¿¢«¿¾²±¿ ®¡®¡¹ ¾¹¨¬¨ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª

±«³· ¾ k = 2. �²¨¬¨ ª« ±± ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ² ª  §»¢ ¥¬»¥ ²°¨¢¨ «¼»¥ ´ -

±¥²», ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥ ± ®£° ¨·¥¨¿¬¨ ¥¤¨¨·®£® ª³¡ , ¥° ¢¥±²¢ , ¯®°®¦¤¥-

»¥ ª«¨ª ¬¨, ¨ ¥° ¢¥±²¢ , ¯®°®¦¤¥»¥ £° ´ ¬¨ �¤¬®¤±  [7] (¯°¨ ¥ª®²®-

°»µ ¤®¯®«¨²¥«¼»µ ³±«®¢¨¿µ).

� ¤ ®© ° ¡®²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ° £®¢»¥ ¥° ¢¥±²¢ , ¯®°®¦¤¥»¥ ² ª

 §»¢ ¥¬»¬¨ ¯°®±²»¬¨ £°¥¡¿¬¨, ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ®¡®¡¹¥¨¥¬ £° ´®¢ �¤-

¬®¤± . � [10] ¯®ª § ®, ·²® ¯°¨ k = 2 £°¥¡¥¢»¥ ¥° ¢¥±²¢  ¯®°®¦¤ ¾²

´ ±¥²» ¬®£®£° ¨ª  ±¨¬¬¥²°¨·®© § ¤ ·¨ ª®¬¬¨¢®¿¦¥° . �«¿ ½²¨µ ¥° -

¢¥±²¢ ¢ [3] ¯®«³·¥» ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ´ ±¥²®±²¨ ®²®±¨²¥«¼® ¬®£®-

£° ¨ª®¢ ±¢¿§»µ 3-´ ª²®°®¢ ¨ 4-´ ª²®°®¢. �°¥¤±² ¢«¥ ¿ ¨¦¥ ²¥®°¥¬ 

®¡®¡¹ ¥² ±«³· © 4-´ ª²®°®¢ ¤® ¯°®¨§¢®«¼®£® ·¥²®£® ´ ª²®° .
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2. �±®¢»¥ ¯®¿²¨¿ ¨ ´ ª²»

�³±²¼ K

n

= (V;E) { ¯®«»© ¥®°¨¥²¨°®¢ »© n-¢¥°¸¨»© £° ´ ¡¥§ ¯¥²¥«¼

¨ ª° ²»µ °¥¡¥°. �«¿ «¾¡®£® ¯®¤£° ´ , ®²«¨·®£® ®²K

n

, ·¥°¥§ V G ¨ EG ¡³¤¥¬

±®®²¢¥²±²¢¥® ®¡®§ · ²¼ ¬®¦¥±²¢  ¥£® ¢¥°¸¨ ¨ °¥¡¥°. �° ´G

1

 §»¢ ¥²±¿

¯®¤£° ´®¬ £° ´  G

2

(®¡®§ ·¥¨¥ G

1

� G

2

), ¥±«¨ V G

1

� V G

2

¨ EG

1

� EG

2

.

�«¿ °¥¡°  e 2 E ¡³¤¥¬ ² ª¦¥ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ § ¯¨±¼ uv, £¤¥ u, v { ¢¥°¸¨» ¨§

V , ¨¶¨¤¥²»¥ °¥¡°³ e.

� ¦¤®¥ ¬®¦¥±²¢® R � E ¨¤³¶¨°³¥² ¥ª®²®°»© ¯®¤£° ´ T , ¢ ª®²®°®¬

ET = R ¨ V T { ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥°¸¨ ¨§ V , ¨¶¨¤¥²»µ °¥¡° ¬ ¨§ R. �° ´,

¨¤³¶¨°®¢ »© ¬®¦¥±²¢®¬ °¥¡¥° R, ¨®£¤  ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ R. �«¿

¯®¤£° ´®¢ G;F ¨§ K

n

¯®«®¦¨¬ G[F = (V G[V F;EG[EF ), G\F = EG\EF ,

¨ ¥±«¨ F � G, ²® GnF = (V G;EGnEF ).

�«¨ª®© ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯°®¨§¢®«¼»© ¯®«»© ¯®¤£° ´ £° ´  K

n

.

�²¥¯¥¼ ¢¥°¸¨» u 2 V ®²®±¨²¥«¼® £° ´  G � K

n

, ².¥. ª®«¨·¥±²¢® °¥¡¥°

£° ´  G, ¨¶¨¤¥²»µ ¢¥°¸¨¥ u, ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ d

G

(u). �±«¨ G = K

n

,

²® ¢ ®¡®§ ·¥¨¨ d

G

(u) ±¨¬¢®« G ¡³¤¥¬ ®¯³±ª ²¼.

�²¥¯¥®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ £° ´   §»¢ ¥²±¿ ±¯¨±®ª ±²¥¯¥¥© ¥£® ¢¥°-

¸¨. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ d = (d

1

; d

2

; : : : ; d

m

) ¶¥«»µ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ·¨±¥«

¨¦¥  §»¢ ¥²±¿ m-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾; m-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ d  §»¢ ¥²±¿

£° ´¨·¥±ª®©, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² £° ´, ±²¥¯¥ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ª®²®°®£® ±

²®·®±²¼¾ ¤® ³¯®°¿¤®·¥¨¿ ±®¢¯ ¤ ¥² ± d. �²®² £° ´  §»¢ ¥²±¿ °¥ «¨§ ¶¨¥©

m-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ d.

� §®¢¥¬ m-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¯° ¢¨«¼®©, ¥±«¨

n

P

i=1

d

i

{ ·¥²®¥ ·¨±«®.

�°¨ ½²®¬ ¿±®, ·²® ±®£« ±® À«¥¬¬» ® °³ª®¯®¦ ²¨¿µÁ ¢±¿ª ¿ £° ´¨·¥±ª ¿

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ¯° ¢¨«¼®©.

�«¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¡³¤¥¬ ² ª¦¥ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ § ¯¨±¼ d = (c

k

1

1

; c

k

2

2

; : : : ;

c

k

p

p

), £¤¥ ·¨±«  c

i

¯®¯ °® ° §«¨·»,   ¯®ª § ²¥«¼ k

i

®§ · ¥² ª®«¨·¥±²¢® ¯®-

¢²®°¥¨© ·¨±«  c

i

¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ d.

� £° ´®¬ K

n

±¢¿¦¥¬ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® R

E

° §¬¥°®±²¨ (n

2

� n)=2,

¢§ ¨¬®-®¤®§ ·® ¯®±² ¢¨¢ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®¬³ °¥¡°³ ®±¼ ª®®°¤¨ ² ¢

R

E

. �²® ¯°®±²° ±²¢® ¬®¦¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ª ª ¬®¦¥±²¢® ¢¥ª²®°-±²®«¡¶®¢

x, ª®¬¯®¥²» ª®²®°»µ ¨¤¥ª±¨°³¾²±¿ ½«¥¬¥² ¬¨ ¨§ E. �±«¨ x 2 R

E

¨ R � E,

²® ·¥°¥§ x(R) ®¡®§ ·¨¬ «¨¥©³¾ ´®°¬³

P

e2R

x

e

.

�¥ª²®°®¬ ¨¶¨¤¥¶¨© ¯°®¨§¢®«¼®£® ¯®¤£° ´  G � K

n

 §»¢ ¥²±¿ ¢¥ª²®°

x

G

2 R

E

± ª®¬¯®¥² ¬¨ x

G

e

= 1 ¯°¨ e 2 EG, x

G

e

= 0 ¯°¨ e 62 EG. �®±«¥¤¥¥ ¯° -

¢¨«®, ®·¥¢¨¤®, § ¤ ¥² ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¬®¦¥±²¢®¬

¯®¤£° ´®¢ £° ´  K

n

¨ ¬®¦¥±²¢®¬ ¢¥°¸¨ ¥¤¨¨·®£® ª³¡  ¢ ¯°®±²° ±²¢¥

R

E

. �  ®±®¢ ¨¨ ½²®£® ±®®²¢¥²±²¢¨¿ ² ¬, £¤¥ ½²® ¥ ¢»§®¢¥² ¥¤®° §³¬¥¨©,

(0,1)-¢¥ª²®° x ¬» ¡³¤¥¬ ² ª¦¥  §»¢ ²¼ ¯®¤£° ´®¬ £° ´  K

n

.

�®¦¥±²¢® P � R

E

 §»¢ ¥²±¿ ¬®£®£° ¨ª®¬, ¥±«¨ P ¿¢«¿¥²±¿ ¢»-

¯³ª«®© ®¡®«®·ª®© ª®¥·®£® ·¨±«  ²®·¥ª. �®¤ ° §¬¥°®±²¼¾ dimP ¬®£®-

£° ¨ª  P ¡³¤¥¬ ¯®¨¬ ²¼ ³¬¥¼¸¥³¾   1 ¬®¹®±²¼ ¬ ª±¨¬ «¼®£®  ´-

´¨® ¥§ ¢¨±¨¬®£® ±¥¬¥©±²¢  ¥£® ²®·¥ª. �¨¥©®¥ ¥° ¢¥±²¢® a

T

x � a

0
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(a; x 2 R

E

; a 6= 0; a

0

2 R

1

)  §»¢ ¥²±¿ ®¯®°»¬ ®²®±¨²¥«¼® ¬®£®£° ¨ª 

P , ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ x

0

; x

00

2 P , ·²® a

T

x

0

= a

0

¨ a

T

x

00

< a

0

. �±¿ª®¥ ®¯®°®¥

ª P ¥° ¢¥±²¢® ¯®°®¦¤ ¥² ¬®¦¥±²¢® fx 2 P ja

T

x = a

0

g, ª®²®°®¥  §»¢ ¥²±¿

£° ¼¾ ¬®£®£° ¨ª  P . �¯®°®¥ ª P ¥° ¢¥±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ´ ±¥²»¬,

¥±«¨ ®® ¯®°®¦¤ ¥² ´ ±¥²³ ¬®£®£° ¨ª  P . �®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¢¥°¸¨ ¬®£®-

£° ¨ª  P ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ vertP . � ª®¥¶, ®¯®°»¥ ª P ¥° ¢¥±²¢ 

a

T

x � a

0

¨ c

T

x � c

0

 §»¢ ¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥²»¥ (®²®±¨²¥«¼® P ), ¥±«¨ ®¨

¯®°®¦¤ ¾² ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ £° ¼.

� ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ´ ±¥²»¥ ¥° ¢¥±²¢  ¨£° ¾² ®±®¡³¾ °®«¼ ¤«¿ ¬®-

£®£° ¨ª , ² ª ª ª ª ¦¤®¥ ¨§ ¨µ (± ²®·®±²¼¾ ¤® ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨) ¯°¨±³²-

±²¢³¥² ¢ «¾¡®© ±¨±²¥¬¥ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ¨ ¥° ¢¥±²¢, ®¯¨±»¢ ¾¹¨µ ½²®²

¬®£®£° ¨ª.

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �

k;n

¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±¢¿§»µ k-´ ª²®°®¢ ¢ K

n

. �®£®£° -

¨ª®¬ ±¢¿§»µ k-´ ª²®°®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®

P

k;n

= convfx

H

2 R

E

jH 2 �

k;n

g:

� ª ª ª �

1;n

= ;, �

n�1;n

= fK

n

g ¨ ±«³· ¨ n � 4 ²°¨¢¨ «¼» ± ²®·ª¨ §°¥¨¿

¯®±²°®¥¨¿ «¨¥©®£® ®¯¨± ¨¿ ¬®£®£° ¨ª  P

k;n

, ¨¦¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¢±¾¤³ ¯®-

« £ ²¼, ·²® 2 � k � n� 2, ¨ n � 5.

�³±²¼ G � K

n

. � £ r

r

(G) ¯®¤£° ´  G ®²®±¨²¥«¼® �

k;n

®¯°¥¤¥«¨¬ ² ª:

r

k

(G) = maxfjEG \ EHj;¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® H 2 �

k;n

g:

� £®¢»¬ ¥° ¢¥±²¢®¬, ¨¤³¶¨°®¢ »¬ £° ´®¬ G,  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©®¥ ¥-

° ¢¥±²¢® ¢¨¤ 

x(EG) � r

k

(G): (1)

� ª ³¦¥ £®¢®°¨«®±¼, ° £®¢»¥ ¥° ¢¥±²¢  ¢ ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢¥«¨·¨»

r

k

(G) ®¡° §³¾² ª« ±± ¢±¥µ ®¯®°»µ ª P

k;n

¥° ¢¥±²¢ ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ 0 ¨ 1

¢ «¥¢®© · ±²¨. �°®¬¥ ²®£®, ®°¬ «¼ ¯®°®¦¤ ¥¬®© ¥° ¢¥±²¢®¬ (1) £¨¯¥°¯«®±-

ª®±²¨ ¢ R

E

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯®¤£° ´®¬ G (¿¢«¿¥²±¿ ¥£® ¢¥ª²®°®¬ ¨¶¨¤¥¶¨©).

�®½²®¬³ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨²¥°¥± ±«¥¤³¾¹¨© ¢®¯°®±: ±³¹¥±²¢³¾² «¨ ±°¥¤¨ ° £®-

¢»µ ¥° ¢¥±²¢ ´ ±¥²»¥ ¥° ¢¥±²¢  ¨ ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾², ²® ª ª¨¬¨ £° ´ ¬¨

®¨ ¨¤³¶¨°³¾²±¿?

� [4] ¤®ª § ® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ´ ±¥²®±²¨ ° £®¢®£® ¥° -

¢¥±²¢  ®²®±¨²¥«¼® p

k;n

¯°¨ k � 2.

�¥®°¥¬  1. �³±²¼ ¥° ¢¥±²¢® a

T

x � a

0

; a 6= 0 ®¯®°® ª P

k;n

, fx

1

; x

2

; : : : ; x

t

g

| ¬®¦¥±²¢® ¢¥°¸¨ ¯®°®¦¤ ¥¬®© ¨¬ £° ¨. �±«¨

�

�

�

�

t

T

i=1

Ex

i

�

�

�

�

� 2 ¨«¨

�

�

�

�

En

�

t

S

i=1

Ex

i

�

�

�

�

�

� 2, ²® ¥° ¢¥±²¢® a

T

x � a

0

¥ ¿¢«¿¥²±¿ ´ ±¥²»¬.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ . �³±²¼ P;D

1

;D

2

; : : : ;D

q

� K

n

| ±¥¬¥©±²¢® ª«¨ª, ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¾¹¨µ ±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:

1) jV P j = p; jV D

i

j = d

i

; i = 1; : : : ; q;
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2) V D

i

\ V D

j

= ;;

3) jV D

i

\ V P j = 1:

�®£¤  £° ´ F = P [D

1

[D

2

[ : : :[D

q

 §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²»¬ £°¥¡¥¬. �°¨ ½²®¬

P ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ °³·ª®© ¯°®±²®£® £°¥¡¿ F , ¨«¨ ¯°®±²® °³·ª®©,   D

i

| §³¡®¬

¯°®±²®£® £°¥¡¿ F ¨«¨ ¯°®±²® §³¡®¬.

�°®¬¥ ²®£®, ¯³±²¼ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ P

0

� K

n

| ª«¨ª  ¯®°¿¤ª  p

0

, ² ª ¿, ·²®

V P

0

= V K

n

nV F . �§ ¢»¸¥±ª § ®£® ±«¥¤³¥², ·²® p + q(d� 1) + p

0

= n.

�«¥¤³¾¹¨¥ ¯ ° £° ´» ¯®±¢¿¹¥» ¯®¨±ª³ ¥®¡µ®¤¨¬»µ ³±«®¢¨©   ¢¥«¨-

·¨» p, q, d

i

, p

0

, ¯°¨ ª®²®°»µ ° £®¢®¥ ¥° ¢¥±²¢®, ¯®°®¦¤¥®¥ ¯°®±²»¬

£°¥¡¥¬ F :

x(EF ) � r

2k

(F ):

¬®¦¥² ¡»²¼ ´ ±¥²»¬ ¤«¿ ¬®£®£° ¨ª  ±¢¿§»µ 2k-´ ª²®°®¢.

3. �¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ´ ±¥²®±²¨ £°¥¡¥-

¢»µ ¥° ¢¥±²¢

� ¤ «¼¥©¸¥¬ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® £° ´» ¡¥§ ¯¥²¥«¼ ¨ ª° ²»µ °¥¡¥°.

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬»  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ¥±ª®«¼ª® ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»µ

«¥¬¬.

�¥¬¬  1. �³±²¼ G

n

| ±¢¿§»© £° ´, ¢ ª®²®°®¬ °®¢® n ¢¥°¸¨ ±²¥¯¥¨

2k, k � 2, ²®£¤ , ¥±«¨ n � 2k � 1, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ±¢¿§»© £° ´ ± n + 1

¢¥°¸¨®© ±²¥¯¥¨ 2k ¨ ² ª¨¬ ¦¥  ¡®°®¬ ±²¥¯¥¥© ®±² «¼»µ ¢¥°¸¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬, ·²® ¢ G

n

±³¹¥±²¢³¥² k ¯®¯ °® ¥±¬¥¦»µ °¥-

¡¥°.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¥ ±³¹¥±²¢³¥² k ¯®¯ °® ¥±¬¥¦»µ °¥¡¥°, ²®£¤  ¯³±²¼

H � G

n

| ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ¯ °®±®·¥² ¨¥. �® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ jEHj � k � 1,

²® ¥±²¼ jV Hj � 2k � 2. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ ®¤  ¢¥°¸¨ 

±²¥¯¥¨ 2k ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² V H. �³±²¼ u 2 V G

n

nV H. � ª ª ª d

G

(u) = 2k,

²® u ¨¶¨¤¥²  2k ¢¥°¸¨ ¬,   ¯®±ª®«¼ª³ jV Hj � 2k � 2, ²® ±³¹¥±²¢³¥²

v 2 V GnV H, ¨¶¨¤¥² ¿ u. �¥¡°® uv ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±¬¥¦»¬ ¨ ¤«¿ ª ª®£®

°¥¡°  ¨§ EH, § ·¨², EH [ fuvg { ±®¢®ª³¯®±²¼ ¯®¯ °® ¥±¬¥¦»µ °¥¡¥°, ¨

jEHj < jEH [ fuvgj, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¬ ª±¨¬ «¼®±²¨ H. �²±¾¤  ±«¥¤³¥²,

·²® ¢ G

n

±³¹¥±²¢³¥² k ¯®¯ °® ¥±¬¥¦»µ °¥¡¥°.

�®±²°®¨¬ G

n+1

. �®¡ ¢¨¬ ª V G

n

¢¥°¸¨³ w, ²® ¥±²¼ V G

n+1

= V G

n

[ fwg.

�³±²¼ e

i

= u

i

v

i

, i = 1 : : : k { ±®¢®ª³¯®±²¼ ¯®¯ °® ¥±¬¥¦»µ °¥¡¥° ¨§ G

n

.

�®£¤  EG

n+1

= (EG

n

n([

k

i=1

e

i

)) [ ([

k

i=1

u

i

w) [ ([

k

i=1

v

i

w).

�§ ¯®±²°®¥¨¿ ¢¨¤®, ·²® d

G

n+1

(w) = 2k,   ±²¥¯¥¨ ¢¥°¸¨ G

n

¥ ¨§¬¥¨-

«¨±¼. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, G

n+1

¨¬¥¥² °®¢® n+ 1 ¢¥°¸¨³ ±²¥¯¥¨ 2k ¨ ² ª®© ¦¥,

ª ª ³ G

n

,  ¡®° ±²¥¯¥¥© ®±² «¼»µ ¢¥°¸¨.

�§ «¥¬¬» 1 ®·¥¢¨¤® ±«¥¤³¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ±¢¿§»µ 2k-´ ª²®°®¢ ¯°¨

k � 2.
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�¥¬¬  2. �°¨ n � 2k + 2 n-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ (2k

n�1

; 2) ¬®¦¥² ¡»²¼

°¥ «¨§®¢   ±¢¿§»¬ £° ´®¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ ¯® ¨¤³ª¶¨¨. �³±²¼ G

n

{ £° ´, °¥ «¨§³¾¹¨©

n-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ (2k

n�1

; 2). �®±²°®¨¬ G

2k+2

. �«¿ ½²®£® ¢®§¼¬¥¬ V G

2k+2

=

V K

2k+1

[ fug. �»¡¥°¥¬ °¥¡°® v

1

v

2

2 K

2k+1

, ²®£¤  EG

2k+2

= (EK

2k+1

nfv

1

v

2

g) [

fuv

1

; uv

2

g. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® d

G

2k+2

(u) = 2,   8v 2 V K

2k+1

d

G

2k+2

(v) = 2k. � ª¨¬

®¡° §®¬, ¡ §  ¨¤³ª¶¨¨ ³  ± ¥±²¼.

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® £° ´ G

n

0

n

0

� 2k + 2 ±³¹¥±²¢³¥². � G

n

0

°®¢® n

0

� 1

¢¥°¸¨ ±²¥¯¥¨ 2k, ¨ ² ª ª ª n

0

� 1 � 2k + 2 � 1 � 2k � 1, ²® ¯® «¥¬¬¥ 1

±³¹¥±²¢³¥² G

n

0

+1

. �® ¯°¨¶¨¯³ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¨¤³ª¶¨¨ G

n

±³¹¥±²¢³¥² ¯°¨
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The global hyperbolicity of distinguishing space-time with �nite Lorentz func-

tion of distance is proved. The chronological maps of such causal space-times

are studied
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�®¬¥®¬®°´¨§¬ ¤¢³µ ¬®£®®¡° §¨© f :M !M

0

¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ µ°®®«®£¨-

·¥±ª¨¬, ¥±«¨ f(I

+

x

) = I

+

f(x)

¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2M: �¢  ¯°®±²° ±²¢ -¢°¥¬¥¨

¢ ±«³· ¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ² ª®£® £®¬¥®¬®°´¨§¬   §»¢ ¾²±¿ µ°®®«®£¨·¥±ª¨

£®¬¥®¬®°´»¬¨.

�«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ² ¢§¿² ¨§ [3]:

�¥¬¬  4. �³±²¼ (M;g) ¨ (M

0

; g

0

) { ¤¢  ° §«¨· ¾¹¨µ ¯°®±²° ±²¢ -

¢°¥¬¥¨, ¨ f : M ! M

0

{ µ°®®«®£¨·¥±ª¨© £®¬¥®¬®°´¨§¬. �®£¤  f ¿¢«¿¥²±¿

£« ¤ª¨¬ ª®´®°¬»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬.

�«¿ ¡®«¥¥ ³§ª®£® ª« ±±  ¬®£®®¡° §¨© ¤ ®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¬®¦® ³±¨«¨²¼:

�¥®°¥¬  3. �³±²¼ (M;g) ¨ (M

0

; g

0

) { ¤¢  ¯°¨·¨»µ ¯°®±²° ±²¢ -¢°¥¬¥¨,

³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ ª®¥·®±²¨ ° ±±²®¿¨¿ ¤«¿ ¢±¥µ ¬¥²°¨ª, £«®-

¡ «¼® ª®´®°¬»µ ¤ »¬. �®£¤ , ¥±«¨ f : M ! M

0

{ µ°®®«®£¨·¥±ª¨© £®-

¬¥®¬®°´¨§¬, ²® f ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬ ª®´®°¬»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®.

�§ ²¥®°¥¬» 2 ±«¥¤³¥², ·²® ®¡  ¯°®±²° ±²¢ -¢°¥¬¥¨ £«®¡ «¼® £¨¯¥°¡®«¨-

·¥±ª¨¥,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ ° §«¨· ¾¹¨¥. � «¥¥, ¯® «¥¬¬¥ 4, ¯®«³· ¥¬ ²°¥¡³¥-

¬»© °¥§³«¼² ².

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ª« ±±¥ ¯°®±²° ±²¢ ± ª®¥·»¬ «®°¥¶¥¢»¬ ° ±±²®¿¨¥¬

µ°®®«®£¨·¥±ª ¿ £®¬¥®¬®°´®±²¼ ½ª¢¨¢ «¥²  ¤¨´´¥®¬®°´®±²¨.
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The calculation of the oil piperline optimum work is discussed in this paper.

The reduction of this problem to the continuous model allows to use the

gravitational optimization algorithm.

� ª ·¥±²¢¥ ¨±µ®¤®© ¯°®¡«¥¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ § ¤ ·  £¨¤° ¢«¨·¥±ª®£®

° ±·¥²  ®¯²¨¬ «¼»µ °¥¦¨¬®¢ ° ¡®²» ° §¢¥²¢«¥®£® ¥´²¥¯°®¢®¤ , ¯°¥¤-

±² ¢«¿¾¹ ¿ ±®¡®© § ¤ ·³ ¶¥«®·¨±«¥®£® ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿. �¢¥¤¥¨¥ ¥¥ ª

¥¯°¥°»¢®© ¬®¤¥«¨ ¯®§¢®«¿¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¬¥¥¥ ²°³¤®¥¬ª¨¥ ®¯²¨¬¨§ ¶¨®-

»¥  «£®°¨²¬», ¢ · ±²®±²¨, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ®¤® ¨§ ¢®§¬®¦»µ ¯° ª²¨·¥-

±ª¨µ ¯°¨«®¦¥¨© £° ¢¨² ¶¨®®£® ¬¥²®¤  ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨.

�®¤¥°¦ ²¥«¼ ¿ ¯®±² ®¢ª  § ¤ ·¨:   ª ¦¤®© ¢¥²ª¥ ° §¢¥²¢«¥®£® ¥´-

²¥¯°®¢®¤  (°¨±. 1) ¨¬¥¥²±¿ ¤® 20  ±®±»µ ±² ¶¨©. � ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼,   ±² ¶¨¨

�¨±. 1. �¢¥ ¢¥²ª¨ ¥´²¥¯°®¢®¤ 

³±² ®¢«¥® ®² 4 ¤® 8  ±®±®¢ ¨§ 30-²¨ ¢®§¬®¦»µ ²¨¯®¢, ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ

¨¬¥¥² ±¢®¾ µ ° ª²¥°¨±²¨ª³: § ¢¨±¨¬®±²¼  ¯®°  ¨ ��� ®² ° ±µ®¤  (°¨±. 2).

�²¨  ±®±» ¬®£³² ¯®¤ª«¾· ²¼±¿ ° §«¨·»¬ ®¡° §®¬: ¯ ° ««¥«¼®, ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®, ¯ ° ««¥«¼®-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® (°¨±. 3). �±²¥±²¢¥®, ·²® ¢ § ¢¨±¨-

¬®±²¨ ®² ¢ª«¾·¥¨¿, ¢»° ¡ ²»¢ ¥¬»©  ¯®° ¡³¤¥² ° §«¨·»¬. �°®¬¥ ²®£®

¨¬¥¥²±¿ °¿¤ ±³¹¥±²¢¥»µ ²¥µ¨·¥±ª¨µ ®£° ¨·¥¨©: £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ ¢»±®²»,

¯¥°¥¢ «¼»¥ ²®·ª¨ ¨ ².¤. � ª¨¬ ®¡° §®¬, § ¤ ¥²±¿ ª °²  ¢®§¬®¦»µ °¥ «¨§³¥-

¬»µ  ¯®°®¢   ª ¦¤®© ±² ¶¨¨ (°¨±. 4). � ¤ ·  ±®±²®¨² ¢  µ®¦¤¥¨¨ ² ª®£®

c



c
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�¨±. 2. �° ´¨ª § ¢¨±¨¬®±²¨  ¯®°  H ¨ ��� ®² ° ±µ®¤  Q

�¨±. 3. � ° ««¥«¼®-¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®¥ ±®¥¤¨¥¨¥  ±®±®¢

¢ª«¾·¥¨¿  ±®±®¢, ·²®¡» ¯°¨ ¯®±²®¿®¬ ±³¬¬ °®¬  ¯®°¥   ¢±¥© ²° ±±¥

(

P

N

k

i=1

H

i

= const

1

, £¤¥ N

k

{ ·¨±«® ±² ¶¨©, H

i

{  ¯®°, ¢»° ¡ ²»¢ ¥¬»©   i-©

±² ¶¨¨),

P

N

k

i=1

H

i

C

i

=�

i

¡»«  ¡» ¬¨¨¬ «¼ , £¤¥ C

i

{ ±²®¨¬®±²¼ ½«¥ª²°®½¥°-

£¨¨ ¨ �

i

{ ���  ±®±®¢   i-© ±² ¶¨¨.

�¥°¥µ®¤ ®² ¤¨±ª°¥²®© ¬®¤¥«¨ ª ¥¯°¥°»¢®© ¯®§¢®«¿¥² (¢ ¥ª®²®°®¬ ¯°¨-

¡«¨¦¥¨¨) § ¬¥¨²¼ ±³¬¬»   ®¯°¥¤¥«¥»© ¨²¥£° «. �¥¬ ± ¬»¬ ¨±µ®¤ ¿

§ ¤ ·  ¨¤³¶¨°³¥²±¿ ª § ¤ ·¥ ¯®¨±ª  ´³ª¶¨¨ H(x), ¤«¿ ª®²®°®© ¢¥«¨·¨ 

1=

R

1

0

(HC(H)=�(H))dx ¬ ª±¨¬ «¼ :

N

k

X

i=1

H

i

= const

1

=)

1

Z

0

Hdx � const

1

�x � const;

N

k

X

i=1

H

i

C

i

�

i

! min =)

1

R

1

0

HC(H)

�(H)

dx

! max:

� «¥¥ ¢®§¨ª ¥² ¢®¯°®± ® ¢»¡®°¥ ¬¥²®¤  ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨. �  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿

¤«¿ °¥¸¥¨¿ ¯° ª²¨·¥±ª¨µ § ¤ · ¯®¨±ª  ½ª±²°¥¬³¬  (¬ ª±¨¬³¬ ) ´³ª¶¨¨ ¢±¥

· ¹¥ ¯°¨¬¥¿¾²±¿ ®¯²¨¬¨§ ¶¨®»¥  «£®°¨²¬», ¨±¯®«¼§³¾¹¨¥ ¥±²¥±²¢¥»¥

¨ ¬¥µ ¨·¥±ª¨¥   «®£¨¨. �®«¥¥ ¯®¤°®¡® ®±² ®¢¨¬±¿   £° ¢¨² ¶¨®®¬  «-

£®°¨²¬¥ [1]. � § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¯®±² ®¢ª¨ § ¤ ·¨ ¨  · «¼»µ ¤ »µ ±³¹¥-

±²¢³¾² ° §«¨·»¥ ¢ °¨ ²» ° ±·¥²»µ ´®°¬³« ¤ ®£® ¬¥²®¤ . �® ¢±¥ ®¨

®±®¢ »   ²®¬, ·²® ¢¬¥±²® ®¤®£® ²¥ª³¹¥£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿

¥ª®²®° ¿ ¯®¯³«¿¶¨¿ ²®·¥ª, ¨   ª ¦¤®© ¨²¥° ¶¨¨  «£®°¨²¬  ±³¬¬ °»© ¸ £

¯°®¨±µ®¤¨² ¢  ¯° ¢«¥¨¨ ª  ¨¡®«¥¥ "²¿¦¥«»¬ · ±²¨¶ ¬", ².¥. ª ²¥¬ ²®·ª ¬,

¢ ª®²®°»µ § ·¥¨¥ ¶¥«¥¢®© ´³ª¶¨¨ ¬ ª±¨¬ «¼®   ¤ ®©  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨®-

®© ±¥²ª¥.
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�¨±. 4. � °²  °¥ «¨§³¥¬»µ  ¯®°®¢

�±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ £° ´¨ª ´³ª¶¨¨ H(x) ª ª ¬ ²¥°¨ «¼³¾ ²®·ª³ ¢ ¥-

ª®²®°®¬ ¡¥±ª®¥·®¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ²® ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ² ª¨¬¨

À· ±²¨¶ ¬¨Á H

i

¨ H

j

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ®°¬» ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ L

2

:

kH

i

�H

j

k

L

2

=

v

u

u

u

t

1

Z

0

jH

i

�H

j

j

2

dx:

� ²¥°¨ «¼®© ²®·ª¥ H ±² ¢¨²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¥¥ ¬ ±± :

M(H) =

1

R

1

0

(HC(H)=�(H))dx

:

�®±«¥ ²®£®, ª ª ¨±µ®¤ ¿ § ¤ ·  ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ²¥°¬¨ µ £° ¢¨² ¶¨®-

®£®  «£®°¨²¬ , ®¡° ²¨¬±¿ ª ®¤®© ¨§ °¥ «¨§ ¶¨© ¯°¥¤«®¦¥®£® ¬¥²®¤ 

®¯²¨¬¨§ ¶¨¨ (°¨±. 5). �¡« ±²¼¾ ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ "-®ª°¥±²®±²¼ ´³ª-

�¨±. 5. H

m

{ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¼ ²¥ª³¹¥© ¯®¯³«¿¶¨¨ ²®·¥ª ¢ L

2

¶¨¨ H

0

= const   ®²°¥§ª¥ [0; 1]. � ª ·¥±²¢¥  · «¼®© ¯®¯³«¿¶¨¨ ° ±±¬ ²°¨-

¢ ¥²±¿ ª®¥·®¥ ·¨±«® ´³ª¶¨© H

m

, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¨µ ±®¡®© «®¬ »¥, ¤«¿ ª®-

²®°»µ

R

1

0

H

m

dx = const ¨ § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨ ¢ i-© ²®·ª¥ ° §¡¨¥¨¿ ®²°¥§ª 
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[0; 1] (i = 1 : : : N

k

) ° ¢® ¢»° ¡ ²»¢ ¥¬®¬³   i-© ±² ¶¨¨  ¯®°³ ¯°¨ ®¤®¬ ¨§

¢®§¬®¦»µ ¢ª«¾·¥¨©  ±®±®¢.

�¯²¨¬¨§ ¶¨® ¿ ¯°®¶¥¤³°  § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ª®°°¥ª²¨°®¢ª¥ ´³ª¶¨¨ H

m

 

¸ £¥ t+1 ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¥¥ À¬ ±±»Á ¨ À¬ ±±»Á ² ª  §»¢ ¥¬®© ³±°¥¤¥®©

´³ª¶¨¨ H

av

  ¸ £¥ t:

H

m

(t+ 1) = �H

m

(t) + �H

av

(t;m);

(

� =

M

m

(t)

M

m

(t)+M

av

(t;m)

� =

M

av

(t;m)

M

m

(t)+M

av

(t;m)

¨ ¢ ¢»¡®°¥ «³·¸¥© ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ª°¨²¥°¨¿ ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨ À· ±²¨¶»Á. �³ª¶¨¿

H

av

(t;m) ¢»·¨±«¿¥²±¿ ª ª ±°¥¤¥¥ ±°¥¤¨ H

j

(t), £¤¥ j ¯°¨¨¬ ¥² ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥

§ ·¥¨¿ ®² 1 ¤®N

k

, «¨¡® ´³ª¶¨¨H

j

(t) ¢»¡¨° ¾²±¿ ¨§ ¥ª®²®°®© ®ª°¥±²®±²¨

H

m

(t) ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ° ¤¨³±®¬ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ [1].

�³±²¼ ¢ ¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨

HC(H)

�(H)

= H � : : : �H

| {z }

N

. �¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®-

±²¨ ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® ´³ª¶¨¿ H ·¥² ¿ ¨   ®²°¥§ª¥ [0; 1] ¯°¥¤±² ¢¨¬  ¢

¢¨¤¥ °¿¤  �³°¼¥:

H(x) = C

0

+

1

X

n=1

C

n

cos(n�x):

�¥®°¥²¨·¥±ª¨¥ ° ±·¥²» ¯®§¢®«¿¾² ±¤¥« ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢»¢®¤»:

1) N = 2, ².ª.

1

Z

0

cos(k�x) cos(n�x)dx =

�

0; k 6= n

1

2

; k = n;

²®

1

Z

0

F

k

dx =

1

Z

0

(C

0

+

k

X

n=1

C

n

cos(n�x))

2

dx = C

2

0

+

1

2

k

X

n=1

C

2

n

:

� ª¨¬ ®¡° §®¬,

R

1

0

F

k

dx ¥ ³¡»¢ ¥² ¯°¨ k !1, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, max(M

k

) =M

0

,

£¤¥ M

k

{ À¬ ±± Á, ®²¢¥· ¾¹ ¿ ´³ª¶¨¨ H

k

. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¶¥«¥¢ ¿ ´³ª¶¨¿

¬ ª±¨¬ «¼    ª®±² ²¥.

2) N = 3, ².ª.

1

Z

0

cos(k�x) cos

2

(n�x)dx =

�

0; k 6= 2n

1

4

; k = 2n;

²®,  ¯°¨¬¥°,

1

Z

0

F

3

dx =

1

Z

0

(C

0

+

3

X

n=1

C

n

cos(n�x))

3

dx = C

3

0

+

3

4

C

2

1

(2C

0

+ C

2

) +

3

4

C

2

2

(2C

0

+ C

1
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�¥²°³¤® § ¬¥²¨²¼, ·²® ¯°¨ ¥ª®²®°»µ ®·¥¢¨¤»µ ®£° ¨·¥¨¿µ   ª®½´´¨-

¶¨¥²» ° §«®¦¥¨¿ (¤ »¥ ®£° ¨·¥¨¿ ¬®£³² ±«¥¤®¢ ²¼ ¨ ¨§ ´¨§¨·¥±ª®£®

±¬»±«  ´³ª¶¨¨ H: ¥®²°¨¶ ²¥«¼®±²¼, ®£° ¨·¥®±²¼ ¨ ².¤.) ¯®«³· ¥¬ ²¥

¦¥ °¥§³«¼² ²», ·²® ¨ ¤«¿ N = 2.

3) �±²¥±²¢¥® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¨ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯°¨ ¯®«¨®¬¨ «¼®©

§ ¢¨±¨¬®±²¨

HC(H)

�(H)

®² H ¬ ª±¨¬³¬ ¶¥«¥¢®© ´³ª¶¨¨ ¡³¤¥² ¤®±²¨£ ²¼±¿  

H = const. �® ¢±«¥¤±²¢¨¥ ²¥µ¨·¥±ª¨µ ®£° ¨·¥¨© (¬ ª±¨¬ «¼® ¨ ¬¨¨-

¬ «¼® ¤®¯³±²¨¬»¥ ¤ ¢«¥¨¿   ¢µ®¤¥ ¢ ±² ¶¨¾, ¬ ª±¨¬ «¼® ¤®¯³±²¨¬®¥

¤ ¢«¥¨¥   ¢µ®¤¥ ¢ ª®««¥ª²®°,   ¢»µ®¤¥ ¨§ ±² ¶¨¨, £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ ¢»±®²» ¨

².¤.) ² ª®© °¥¦¨¬ ®¡»·® ¥ °¥ «¨§³¥¬   ¯° ª²¨ª¥. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®¯²¨¬ «¼-

®© ±²° ²¥£¨¥© ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¨±ª ² ª®£® ¤®¯³±²¨¬®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ °¥ «¨§³¥¬»µ

 ¯®°®¢, ¯°¨ ª®²®°®¬ ° ¡®² ¾¹¨¥ ±² ¶¨¨ ª ª ¡» À° §¬ § »Á ¯® ¢±¥© ¢¥²ª¥.

�°¨¬¥¥¨¥ £° ¢¨² ¶¨®®£®  «£®°¨²¬  ¤«¿ ª¢ ¤° ²¨·®© ¨ ª³¡¨·¥±ª®©

§ ¢¨±¨¬®±²¥© ¤ ¥²   «®£¨·»¥ °¥§³«¼² ²». � µ®¤¥ ·¨±«¥»µ ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢

 ©¤¥» ¥ª®²®°»¥ ®£° ¨·¥¨¿   ®±®¢»¥ ¯ ° ¬¥²°»  «£®°¨²¬ : ° ¤¨³±

¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¤®«¦¥ ¡»²¼ ¤®±² ²®·® ¢¥«¨ª, ®¡¿§ ²¥«¼  § ¢¨±¨¬®±²¼ �

¨ � ®² À¬ ±±»Á, ¢ ¥ª®²®°»µ ±«³· ¿µ ´¨ª± ¶¨¿  ¨¡®«¥¥ À²¿¦¥«»µÁ · ±²¨¶

¯®§¢®«¿¥²  µ®¤¨²¼ «³·¸¨¥ °¥¸¥¨¿.

�«¥¤³¾¹¨¬ ¸ £®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¡®«¥¥ °¥ «¨±²¨·®© § ¤ ·¨, ª®-

£¤  ¥ ³¤ ¥²±¿ ¢»¿¢¨²¼ § ¢¨±¨¬®±²¼ ª°¨²¥°¨¿ ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨ ®² ´³ª¶¨¨ H. �

½²®¬ ±«³· ¥ ² ª¦¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢®§¬®¦»¬ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ £° ¢¨² ¶¨®®£®

 «£®°¨²¬ , ·²®, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ¯®§¢®«¨²  µ®¤¨²¼ ¤®¯³±²¨¬®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

°¥ «¨§³¥¬»µ  ¯®°®¢, ®²¢¥· ¾¹¥¥ ª°¨²¥°¨¾ ®¯²¨¬ «¼®±²¨.
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The problem of intellectual progress and improvement of human's activity is

very actual now. This article deals with model of intellectual range. The author

pays attention on high and low Àintellectual boundariesÁ for such aspects of

activity as learning, professional and creative work. Also the author mentions

about the general intellectual structure models.

1. �¢¥¤¥¨¥

� ·¥¨¥ ¨²¥««¥ª²  ¨ ¨²¥««¥ª²³ «¼®© ®¤ °¥®±²¨ ¤«¿ ° §¢¨²¨¿ ·¥«®¢¥·¥-

±ª®© ¶¨¢¨«¨§ ¶¨¨ ¢®§° ±² ¥² ± ª ¦¤»¬ ¤¥±¿²¨«¥²¨¥¬. �®¥¶ XX ¢. ±² «  -

· «®¬ ®¢®© ½¯®µ¨ { ½¯®µ¨ À¨´®°¬ ¶¨®®© ¶¨¢¨«¨§ ¶¨¨Á. �²±¾¤  ¢±¥ ¡®«¥¥

¢®§° ±² ¾¹¥¥ ¢¨¬ ¨¥ ª ° §¢¨²¨¾ ¨²¥««¥ª²³ «¼»µ ¢®§¬®¦®±²¥© ·¥«®¢¥-

·¥±²¢ .

�¤® ¨§ ¶¥²° «¼»µ ¬¥±² § ¨¬ ¥² ¤¨ £®±²¨ª  ®¡¹¥£® ¨²¥««¥ª² . �®

®  ³¦  ¥ ± ¬  ¯® ±¥¡¥,   ª ª ±°¥¤±²¢® ¯°®£®§¨°®¢ ¨¿ ¢«¨¿¨¿ ¨²¥««¥ª² 

  ¤¥¿²¥«¼®±²¼. �  ®¯°¥¤¥«¥»µ ±² ¤¨¿µ ° §¢¨²¨¿ ¨²¥««¥ª²  ¥¯°¥¬¥®

¢®§¨ª ¥² ¢®¯°®± ® ²®¬, ¢ ª ª®© ¬¥°¥ ³°®¢¥¼ ¨¤¨¢¨¤³ «¼®£® ¨²¥««¥ª² 

®¯°¥¤¥«¿¥² ²¢®°·¥±ª¨¥, ³·¥¡»¥ ¨«¨ ¯°®¨§¢®¤±²¢¥»¥ ¤®±²¨¦¥¨¿.

�²  ¯°®¡«¥¬  ¨¬¥¥² ¤¢   ±¯¥ª² : ¢°¥¬¥®© ¨ ±²°³ª²³°»©. �°¥¬¥®©

 ±¯¥ª² ±¢®¤¨²±¿ ª ¯°®£®§³ ²¢®°·¥±ª®©  ª²¨¢®±²¨ ¢§°®±«»µ   ®±®¢¥ ¤¨ £®-

±²¨ª¨ ¨µ ³°®¢¿ ¨²¥««¥ª²  ¢ ° ¥¬ ¢®§° ±²¥. �²°³ª²³°»©  ±¯¥ª² ±®±²®¨²

¢ ±«¥¤³¾¹¥¬: ¢ ª ª®© ¬¥°¥ ¢®®¡¹¥ ¬®¦® ±³¤¨²¼ ® ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ ·¥«®¢¥ª 

  ®±®¢¥ ¤ »µ ¯±¨µ®«®£¨·¥±ª®£® ²¥±²¨°®¢ ¨¿, ²® ¥±²¼ ª ª®¢  § ¢¨±¨¬®±²¼

¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ¨¤¨¢¨¤  ®² ³°®¢¿ ¨ ±²°³ª²³°» ¥£® ¨²¥««¥ª² 

[4].
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�±¨µ®«®£¨ ° §° ¡®² «¨ ¨§®¹°¥³¾ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª³¾¸ª «³, ± ¯®¬®¹¼¾ ª®-

²®°®© ³±²  ¢«¨¢ ¾²±¿ ®±®¢ ¨¿ ¯±¨µ®«®£¨·¥±ª¨µ ²¥®°¨© ¯°¨°®¤» ¨ ¯°®¨±-

µ®¦¤¥¨¿ ¨²¥««¥ª² . � ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¯±¨µ®«®£¨ ¢ § ·¨²¥«¼®© ¬¥°¥ ±¯®±®¡-

±²¢®¢ «¨ ¯°®£°¥±±³ ª®¶¥¯¶¨¨ ° §¢¨²¨¿ ¨²¥««¥ª²  ¢ ¯°®¶¥±±¥ ®¡³·¥¨¿, ®±®-

¢®© ¢±¥µ ¢¨¤®¢ ²¥±²¨°®¢ ¨¿ ¨²¥««¥ª²  { ± ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ µ®²¼ ª®½´´¨¶¨¥² 

IQ, µ®²¼  «¨·¨¿ ° §®®¡° §»µ ±¯®±®¡®±²¥© { ¡¥§³±«®¢® ®±² ¥²±¿ ¯°¥¤¯®-

«®¦¥¨¥, ·²® ª ¦¤®¥ ·¥«®¢¥·¥±ª®© ±³¹¥±²¢® ¨¬¥¥² ®¯°¥¤¥«¥³¾ ¢¥«¨·¨³ ¨-

²¥««¥ª²³ «¼»µ ¢®§¬®¦®±²¥©, ª®²®° ¿ ¨§¬¥°¿¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥»¬ ®¡° §®¬. �®

¤ ²¼ ¿±®¥, ¥¤¨®¥ ¨ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ®¡º¥ª²¨¢®¥ (®¯¥° ¶¨® «¼®¥) ®¯°¥¤¥«¥-

¨¥ ¨²¥««¥ª²  ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥¢®§¬®¦®. � ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ ¬ «®¢¥°®¿²®, ·²®¡»

ª²®-¨¡³¤¼ ° §° ¡®² « ¬¥²®¤ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿, ¥ § ¢¨±¿¹¨© ®² ²®© ¨«¨ ¨®© ª®-

¶¥¯¶¨¨ ¨²¥««¥ª² .

�±¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨²¥««¥ª²  ±¢®¤¿²±¿ ª ¥¤¨®¬³ ¯®¨¬ ¨¾ ¨²¥««¥ª² 

ª ª ±¯®±®¡®±²¨ ª ³±¢®¥¨¾ ¨ ¯°¨¬¥¥¨¾ ®¡° §¶®¢ ·¥«®¢¥·¥±ª®£® ®¯»²  [10].

� ·¥ £®¢®°¿, ´³ª¶¨¿ ¨²¥««¥ª²  ±®±²®¨², ± ®¤®© ±²®°®», ¢ ¯°¨®¡°¥²¥¨¨,

³±¢®¥¨¨ ³±²®¿¢¸¨µ±¿ ®¡° §¶®¢ ¯®¢¥¤¥¨¿ ¨ ¬»¸«¥¨¿,  ¤¥ª¢ ²»µ ±¨²³ ¶¨¨,

 , ± ¤°³£®© ±²®°®», ¢ ¯°¨¬¥¥¨¨ ½²¨µ § ¨© ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ¦¨§¥»µ § -

¤ ·. �® ¬¥¨¾ ¡®«¼¸¨±²¢   ¢²®°®¢, § ¤ ·  ¨²¥««¥ª² , ¢ ª®¥·®¬ ¨²®£¥,

¯®¢»±¨²¼ ½´´¥ª²¨¢®±²¼ °¥ £¨°®¢ ¨¿   ±°¥¤³.

�.�. �©§¥ª ° §£° ¨·¨« ¯®¿²¨¿ À¡¨®«®£¨·¥±ª¨© ¨²¥««¥ª²Á, À¯±¨µ®¬¥-

²°¨·¥±ª¨© ¨²¥««¥ª²Á ¨ À±®¶¨ «¼»© ¨²¥««¥ª²Á. �» ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼ ® ¯±¨-

µ®¬¥²°¨·¥±ª®¬ ¨²¥««¥ª²¥, ²® ¥±²¼ ® ±¢®©±²¢¥, ¨§¬¥°¿¥¬®¬ ± ¯®¬®¹¼¾ ¥ª®-

²®°®© ±¨±²¥¬» ²¥±²®¢»µ § ¤ ¨©. �²°³ª²³°  ¯±¨µ®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¨²¥««¥ª² 

¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿ ¥±ª®«¼ª® ¨¥° °µ¨·¥±ª¨µ ³°®¢¥©. �® ¬¥¨¾ �½²²¥« , ³ ª -

¦¤®£® ¨§  ± ³¦¥ ± °®¦¤¥¨¿ ¨¬¥¥²±¿ ¯®²¥¶¨ «¼»©, ¨«¨ À¦¨¤ª¨©Á, À²¥ª³·¨©Á,

¨²¥««¥ª² (intelligence uide). �¬¥® ® «¥¦¨² ¢ ®±®¢¥  ¸¥© ±¯®±®¡®±²¨ ª

¬»¸«¥¨¾,  ¡±²° £¨°®¢ ¨¾ ¨ ° ±±³¦¤¥¨¾. �°¨¬¥°® ª 20 £®¤ ¬ ½²®² ¨²¥«-

«¥ª² ¤®±²¨£ ¥² ±¢®¥£®  ¨¡®«¼¸¥£® ° ±¶¢¥² . � ¤°³£®© ±²®°®», ´®°¬¨°³¥²±¿

Àª°¨±² ««¨·¥±ª¨©Á ¨²¥««¥ª² (intelligence cristallisee), ±®±²®¿¹¨© ¨§ ° §«¨·»µ

 ¢»ª®¢ ¨ § ¨©, ª®²®°»¥ ¬» ¯°¨®¡°¥² ¥¬ ¯® ¬¥°¥  ª®¯«¥¨¿ ¦¨§¥®£®

®¯»²  [3]. �  ¢¥°¸¨¥ ¨¥° °µ¨¨ £¥¥° «¼»© ´ ª²®° (G). �²®°®© ½² ¦ § ¨-

¬ ¾² ´«¾¨¤»© ¨²¥««¥ª² (Gf), ª°¨±² ««¨§®¢ »© ¨²¥««¥ª² (Gc) ¨ ´ ª-

²®° ¢¨§³ «¨§ ¶¨¨ (Gv) [4, 5]. �³¹¥±²¢³¥² ¬ ±±  ¨»µ ¬®¤¥«¥© (�¨«´®°¤, �¥¡¡

¨ ¤°.). � ¨¡®«¥¥ ¯®¯³«¿°  ±²°³ª²³° , ¯°¥¤«®¦¥ ¿ �. �¯¨°¬¥®¬, ¢ª«¾· -

¾¹ ¿ ®¡¹¨© ¨²¥««¥ª² ¨ ´ ª²®°»: ·¨±«®¢®©, ¯°®±²° ±²¢¥»©, ¢¥°¡ «¼»©.

�±®¡® ¢»¤¥«¿¥²±¿ ª°¥ ²¨¢®±²¼ (Cr), ¢¥°¡ «¼ ¿ ¨ ¥¢¥°¡ «¼ ¿, ª ª ±¯®±®¡-

®±²¼ ¯®°®¦¤ ²¼ ¬®¦¥±²¢® ®°¨£¨ «¼»µ ¯°®¤³ª²®¢.

�±¯¥µ ¢ ¦¨§¥¤¥¿²¥«¼®±²¨ ·¥«®¢¥ª  ²¥±® ±¢¿§  ± ¨²¥««¥ª²®¬. �¡¹¨©

¨²¥««¥ª² «¥¦¨² ¢ ®±®¢¥ ² ª¨µ ±¯®±®¡®±²¥©, ª ª ®¡³· ¥¬®±²¼, ª°¨±² ««¨§®-

¢ »© ¨²¥««¥ª², ª°¥ ²¨¢®±²¼. �®®²¢¥²±²¢¥®, ¢ ±¢¿§¨ ± ½²¨¬¨ ¢»¤¥«¥-

»¬¨ ±¯®±®¡®±²¿¬¨ ¬®¦® ° ±±¬®²°¥²¼ ² ª¨¥ ±´¥°» ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ·¥«®¢¥ª ,

ª ª ³·¥¡ ¿, ¯°®´¥±±¨® «¼ ¿, ²¢®°·¥±ª ¿.
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2. �«¨¿¨¥ ³°®¢¿ ¨²¥««¥ª²    ¤¥¿²¥«¼-

®±²¼

�²¥««¥ª² ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª ±¯®±®¡®±²¼, «¥¦ ¹ ¿ ¢ ®±®¢¥ ®¡³·¥¨¿, ® ®

¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±³¹¥±²¢¥»¬ ´ ª²®°®¬, ®¡³±« ¢«¨¢ ¾¹¨¬ ½´´¥ª²¨¢®±²¼ ®¡³-

·¥¨¿. �®°°¥«¿¶¨¿ ²¥±²®¢ ®¡¹¥£® ¨²¥««¥ª²  ± ª°¨²¥°¨¿¬¨ ®¡³· ¥¬®±²¨ ª®-

«¥¡«¥²±¿ ®² -0,03 ¤® 0,61 [5]. �°¨ ¯°®¢¥¤¥¨¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨©   ®¯°¥¤¥«¥¨¥ IQ

°¿¤ ³·¥»µ ¢»¤¢¨³«¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ À¨²¥««¥ª²³ «¼®£®

¯®°®£ Á ³·¥¡®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨. �²¥««¥ª² ®¯°¥¤¥«¿¥² «¨¸¼ ¢¥°µ¨© (À�»¸¥

£®«®¢» ¥ ¯°»£¥¸¼Á),   ¤¥¿²¥«¼®±²¼ { ¨¦¨© ¯°¥¤¥« ³±¯¥¸®±²¨ ®¡³·¥¨¿.

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³·¥¡ ¿ ³±¯¥¢ ¥¬®±²¼ (Ni) ¯®¤·¨¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¥° ¢¥-

±²¢³:

N(IQ

¯®°®£

) � N

i

� N(IQ

i

);

£¤¥

N(IQ

¯®°®£

) - ³°®¢¥¼ ¨²¥««¥ª² , ¥®¡µ®¤¨¬»© ¤«¿ ³±¯¥¸®£® ®¡³·¥¨¿;

N

i

- ³·¥¡ ¿ ³±¯¥¢ ¥¬®±²¼ i-£® ¨¤¨¢¨¤ ;

N(IQ

i

) - ³°®¢¥¼ ®¡¹¥£® ¨²¥««¥ª²  i-£® ¨¤¨¢¨¤ .

�¥±²» ¨²¥««¥ª²  ¸¨°®ª® ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¢ ¶¥«¿µ ¯°®´¥±±¨® «¼®£® ®²¡®° 

¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ª ¤°®¢. �¤¨¬ ¨§ ¯¥°¢»µ ²¥®°¨¾ À¯®°®£  ¨²¥««¥ª² Á ¤«¿ ¯°®-

´¥±±¨® «¼®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ¯°¥¤«®¦¨« �.�. �¥°ª¨± [4]. �®£« ±® ¥£® ª®¶¥¯-

¶¨¨, ¤«¿ ª ¦¤®© ¯°®´¥±±¨¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¨¦¨© ¯®°®£®¢»© ³°®¢¥¼ ° §¢¨²¨¿

¨²¥««¥ª² . �¾¤¨ ± IQ ¨¦¥ ®¯°¥¤¥«¥®£® ³°®¢¿ ¥ ±¯®±®¡» ®¢« ¤¥²¼ ¤ -

®© ¯°®´¥±±¨¥©. �®§¬®¦®±²¨ ¨¤¨¢¨¤  ¢ ®¯°¥¤¥«¥®© ¯°®´¥±±¨® «¼®© ¤¥¿-

²¥«¼®±²¨ ®£° ¨·¥» ³°®¢¥¬ ¥£® ¨²¥««¥ª² . �¨¦¨© ³°®¢¥¼ ¤®±²¨¦¥¨©,

¯®°®£ ¢µ®¦¤¥¨¿ ¢ ¤¥¿²¥«¼®±²¼, § ¤ ¥²±¿ ³°®¢¥¬ ¨²¥««¥ª² , ¬¨¨¬ «¼®

¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¤«¿ ®¢« ¤¥¨¿ ¯°®´¥±±¨¥©. �¨¬¢®«¨·® ¯°¥¤¥« ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨

¯°®´¥±±¨® «¼®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ®¯°¥¤¥«¥ ª ª

P (IQ

¯®°®£

) � P

i

� P (IQ

i

);

£¤¥

P (IQ

¯®°®£

) - ³°®¢¥¼ ¨²¥««¥ª² , ¥®¡µ®¤¨¬»© ¤«¿ ¤ ®£® ¢¨¤  ¤¥¿²¥«¼®-

±²¨;

P

i

- ³°®¢¥¼ ¤®±²¨¦¥¨© ¢ ¯°®´¥±±¨® «¼®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨ i-£® ¨¤¨¢¨¤ ;

P (IQ

i

) - ³°®¢¥¼ ®¡¹¥£® ¨²¥««¥ª²  i-£® ¨¤¨¢¨¤ .

�±¯¥µ ²¢®°·¥±ª®©  ª²¨¢®±²¨ ¯°¥¤®¯°¥¤¥«¥ ®¡º¥¬®¬ § ¨©, § ¢¨±¿¹¨¬

®² ¨²¥««¥ª² . �¢®°·¥±ª ¿  ª²¨¢®±²¼ ¤¥²¥°¬¨¨°³¥²±¿ ²¢®°·¥±ª®© (¢³²°¥-

¥©) ¬®²¨¢ ¶¨¥©, ¯°®¿¢«¿¥²±¿ ¢ ®±®¡»µ ³±«®¢¨¿µ ¦¨§¥¤¥¿²¥«¼®±²¨, ® ¢¥°µ-

¨¬ ®£° ¨·¨²¥«¥¬ ³°®¢¿ ¥¥ ¯°®¿¢«¥¨¿ ±«³¦¨² ³°®¢¥¼ ®¡¹¥£® (À²¥ª³·¥£®Á,

À¦¨¤ª®£®Á, ¯® �. �½²²¥«³) ¨²¥««¥ª² . � «®£¨·® ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¨¦¨© ®£° -

¨·¨²¥«¼: ¬¨¨¬ «¼»© ³°®¢¥¼ ¨²¥««¥ª² , ¤® ¤®±²¨¦¥¨¿ ª®²®°®£® ª°¥ ²¨¢-

®±²¨ ¥ ¯®¿¢«¿¥²±¿. �±«®¢® ®²®¸¥¨¥ ¬¥¦¤³ ²¢®°·¥±ª®© ¯°®¤³ª²¨¢®±²¼¾

¨ ¨²¥««¥ª²®¬ ¬®¦® ±¢¥±²¨ ª ¥° ¢¥±²¢³ ¢¨¤ :

IQ

¤¥¿²¥«¼®±²¨

� Cr � IQ

¨¤¨¢¨¤ 

;
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£¤¥ IQ

¤¥¿²¥«¼®±²¨

- ³°®¢¥¼ ¨²¥««¥ª²  ¨¤¨¢¨¤ , ¥®¡µ®¤¨¬»© ¤«¿ ¯®¿¢«¥¨¿

±¯®±®¡®±²¨ ª ²¢®°·¥±²¢³; Cr - ³°®¢¥¼ ²¢®°·¥±ª®©  ª²¨¢®±²¨; IQ

¨¤¨¢¨¤ 

-

³°®¢¥¼ ®¡¹¥£® ¨²¥««¥ª²  ¨¤¨¢¨¤ .

3. �®¤¥«¼ À¨²¥««¥ª²³ «¼®£® ¤¨ ¯ §® Á ·¥-

«®¢¥ª 

�³¹¥±²¢³¥² ¬ ±±  ¯°¥¤¯®«®¦¥¨© ® ±¢¿§¨ ®¯°¥¤¥«¥®£® ³°®¢¿ ®¡¹¥£® ¨-

²¥««¥ª²  ·¥«®¢¥ª  ± ¯°®¤³ª²¨¢®±²¼¾ ¥£® ¤¥¿²¥«¼®±²¨. �.�. �°³¦¨¨ ¢ [5]

¯°¥¤¯®«®¦¨«, ·²® ¬¥¦¤³ ¨²¥««¥ª²®¬ ¨ ¯°®¤³ª²¨¢®±²¼¾ ±³¹¥±²¢³¥² ¥ª®²®-

° ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼. �µ¥¬ ²¨·® ®  ¯°¨¢¥¤¥    °¨±. 1 ± ¨§¬¥¥¨¿¬¨, ¤®¯®«¥-

¨¿¬¨ ¨ ª®¬¬¥² °¨¿¬¨.

-

6

s

s

�

Y

Y

m

Y

p

A

B

C

X

p

X

m

X

�¨±. 1. �®¤¥«¼ ¨²¥««¥ª²³ «¼®£® ¤¨ ¯ §®  ·¥«®¢¥ª 

�  ½²®¬ °¨±³ª¥:

X { ¨²¥««¥ª² (³°®¢¥¼ ¨²¥««¥ª²  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³±¯¥¸®±²¼¾ ¢»¯®«¥¨¿

²¥±²®¢ ¨²¥««¥ª² , ²®¦¤¥±²¢¥¥ ´«¾¨¤®¬³ ¨²¥««¥ª²³ (Gf), ¯® �. �½²²¥«³,

¨«¨ ®¡¹¥¬³ ¨²¥««¥ª²³, ¯® �. �¯¨°¬¥³);

Y { ¯°®¤³ª²¨¢®±²¼ (µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ¬¥°®© ³±¯¥¸®±²¨ ¨¤¨¢¨¤  ¢ ²®©

¨«¨ ¨®© ±´¥°¥ ¦¨§¥¤¥¿²¥«¼®±²¨: ³·¥¡®©, ¯°®´¥±±¨® «¼®©, ²¢®°·¥±ª®©);

X

p

{ À¨²¥««¥ª²³ «¼»© ¯®°®£Á ¤¥¿²¥«¼®±²¨;

X

m

{ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»© ¨²¥««¥ª²;

Y

p

{ ¬¨¨¬ «¼ ¿ ¯°®¤³ª²¨¢®±²¼ ¢ ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ( · «¼»© ³°®¢¥¼ �);

Y

m

{ ¯°¥¤¥«¼ ¿ ¨¤¨¢¨¤³ «¼ ¿ ¯°®¤³ª²¨¢®±²¼;

A { ¯®ª § ²¥«¼ ¬¨¨¬ «¼»µ ²°¥¡®¢ ¨© ª ¨²¥««¥ª²³ «¼®© ¯°®¤³ª²¨¢-

®±²¨ ¤¥¿²¥«¼®±²¨;

B { ¯®ª § ²¥«¼ ¨²¥««¥ª²³ «¼®£® ¤¨ ¯ §®  ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨;

� { ¯®ª § ²¥«¼ ½´´¥ª²¨¢®±²¨ ¨²¥««¥ª²³ «¼®© ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ k, £¤¥

k = tg�.
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AB { ®¯²¨¬ «¼®¥ ±®®²®¸¥¨¥ ¨²¥««¥ª²  ¨ ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ ¨¤¨¢¨¤ .

�«¨  AB ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢¥«¨·¨³ ¨²¥««¥ª²³ «¼®£® ¤¨ ¯ §®  ¤¥¿²¥«¼®-

±²¨ ¨¤¨¢¨¤ . �  ¨²¥««¥ª²³ «¼»© ¤¨ ¯ §® ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ¡¥°¥²±¿ ®¡« ±²¼

  ª®®°¤¨ ²®© ¯«®±ª®±²¨, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ¯®°®£®¢»¬¨ ¨ ¯°¥¤¥«¼»¬¨ § ·¥-

¨¿¬¨ ¨²¥««¥ª²  ¨ ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨. �°¿¬ ¿ AB ¿¢«¿¥²±¿ À¯°¿¬®© ®¯²¨¬ «¼-

®±²¨ ¨²¥««¥ª²³ «¼»µ § ²° ²Á. �®®°¤¨ ²» ²®·¥ª, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ¤ ®©

¯°¿¬®©, ¿¢«¿¾²±¿ ¯®ª § ²¥«¿¬¨  ¤¥ª¢ ²®© ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥-

»µ À¨²¥««¥ª²³ «¼»µ § ²° ² µÁ (¯°¨ ¯°®¿¢«¥®¬ ¨¤¨¢¨¤®¬ ³°®¢¥ ®¡¹¥£®

¨²¥««¥ª²  ¢ ª®ª°¥²»µ ±¨²³ ¶¨¿µ, ª®²®°»© ¯® ¢¥«¨·¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨¦¥

§ ·¥¨¿ ¨¤¨¢¨¤³ «¼®£® ¨²¥««¥ª²  X

m

). �±¥ ¤°³£¨¥ ²®·ª¨,  µ®¤¿¹¨¥±¿ ¢

¨²¥««¥ª²³ «¼®¬ ¤¨ ¯ §®¥, ® ¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ¯°¿¬®© AB, ¥ ±®®²¢¥²-

±²¢³¾² ®¯²¨¬ «¼®¬³ ±®®²®¸¥¨¾ ¯°¨« £ ¥¬»µ ¨²¥««¥ª²³ «¼»µ ³±¨«¨© ¨

¯®«³· ¥¬®© ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥ ¯®¤¤ ¾²±¿ ¯°®-

£®§¨°®¢ ¨¾.

�¥¬ ¡®«¼¸¥ ½´´¥ª²¨¢®±²¼ ¨²¥««¥ª²³ «¼®© ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ k

(0 < k < 1), ²¥¬ ¢»¸¥ ¯®¤¨¬ ¥²±¿ ¥¥ ¯« ª  ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¬¨¨¬ «¼»¬¨

²°¥¡®¢ ¨¿¬¨ ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¢¨¤¥ ¤¥¿²¥«¼®±²¨. �°¨ ´¨ª±¨-

°®¢ ®¬ ³°®¢¥ ¯°¥¤¥«¼®© ¨¤¨¢¨¤³ «¼®© ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ ± ³¬¥¼¸¥¨¥¬

k ¯®¢»¸ ¾²±¿ ²°¥¡®¢ ¨¿ ª ¨²¥««¥ª²³ «¼»¬ § ²° ² ¬ ¨¤¨¢¨¤ ,   ± ³¢¥-

«¨·¥¨¥¬ k ³°®¢¥¼ IQ ¨¤¨¢¨¤  ¬®¦¥² ¯®¨¦ ²¼±¿ ¢¯«®²¼ (¯°¨ k = 1) ¤®

¯®°®£®¢®£® § ·¥¨¿. �´´¥ª²¨¢®±²¼ ¨²¥««¥ª²³ «¼®© ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ ¯®¤-

° §³¬¥¢ ¥² ¯®¤ ±®¡®© ¥ª®²®°³¾ ¨²¥±¨¢®±²¼. �® ¥±²¼ ¯°¨ ¯®¢»¸¥¨¨ ½´-

´¥ª²¨¢®±²¨ ¨¤¨¢¨¤³ ¤«¿ ±®µ° ¥¨¿ ¨±µ®¤®£® ³°®¢¿ ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ ¯°¨-

¤¥²±¿ ¨²¥±¨¢¥¥ ¬»±«¨²¼, ¤¥©±²¢®¢ ²¼ ¨ ².¯. �® ¢¬¥±²¥ ± ½²¨¬ ³°®¢¥¼ ¨-

²¥««¥ª²  ³ ¨¤¨¢¨¤  ³¬¥¼¸ ¥²±¿. �²® ®¤¨ ¨§ ¨²¥°¥±»µ ½´´¥ª²®¢ ¬®¤¥«¨

¨²¥««¥ª²³ «¼®£® ¤¨ ¯ §®  ¤®±²¨¦¥¨©.

4. �°®£®§¨°®¢ ¨¥ ¤®±²¨¦¥¨©

�°®£®§¨°®¢ ¨¥ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ ¤®±²¨¦¥¨© ®¯¨° ¥²±¿   ¬®¤¥«¼ À¨²¥««¥ª-

²³ «¼®£® ¤¨ ¯ §® Á ¨ ±¢¿§ ® ± ®¯°¥¤¥«¥»¬¨ ³°®¢¿¬¨ ¨²¥««¥ª²  ¨ ¯°®-

¤³ª²¨¢®±²¨ ¢ ¤¥¿²¥«¼®±²¨. �°®£®§¨°®¢ ¨¥ ¤®±²¨¦¥¨© ¢®§¬®¦® «¨¸¼ ¢

¥ª®²®°»µ ¯°¥¤¥« µ, £° ´¨·¥±ª¨ ®¡®§ ·¥»µ   °¨±.1. �¨ ¯ §® ¤®±²¨¦¥-

¨© ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¢¨¤¥ ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ®£° ¨·¥ ±¢¥°µ³ ¨ ±¨§³ ¯®°®£ ¬¨, ¢¥

ª®²®°»µ ¤®±²¨¦¥¨¿ «¨¡® ¥§ ·¨²¥«¼», «¨¡® ¥¢®§¬®¦».

�¥°µ¿¿ £° ¨¶  ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ (¯°¥¤¥«¼»© ³°®¢¥¼ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ ¤®-

±²¨¦¥¨©) § ¤ ¥²±¿ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»¬ ³°®¢¥¬ ¨²¥««¥ª² . �°¥¤¥«¼»© ³°®-

¢¥¼ ¤®±²¨¦¥¨© ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ´³ª¶¨¥© ®² ¨²¥««¥ª² :

P

max;i

= k � IQ

i

+ C; P

i

� P

max;i

;

£¤¥ P

max;i

{ ¯°¥¤¥«¼»© ³°®¢¥¼ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ ¤®±²¨¦¥¨© (±®®²¢¥²±²¢³¥²

²®·ª¥ B   °¨±. 1);

C {  · «¼»© ³°®¢¥¼ ª®¬¯¥²¥²®±²¨, ¥®¡µ®¤¨¬®© ¤«¿ ³±¯¥¸®£®  · « 

¤¥¿²¥«¼®±²¨;
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IQ

i

{ ³°®¢¥¼ ¨²¥««¥ª²  i-£® ¨¤¨¢¨¤ ;

P

i

{ ¨¤¨¢¨¤³ «¼ ¿ ¯°®¤³ª²¨¢®±²¼ i-£® ¨¤¨¢¨¤ .

�¨¦¾¾ £° ¨¶³ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ ¤®±²¨¦¥¨© ¢ ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²

²°¥¡®¢ ¨¿ ¤¥¿²¥«¼®±²¨, ª®²®°»¥ ¯°®¿¢«¿¾²±¿ ¢ ´¥®¬¥¥ À¨²¥««¥ª²³ «¼-

®£® ¯®°®£ Á. �±«¨ IQ ¨¤¨¢¨¤  ¨¦¥ ®¯°¥¤¥«¥®£® § ·¥¨¿, ²® ® ¥ ¬®¦¥²

¯°®¿¢¨²¼ ¬¨¨¬ «¼® ¥®¡µ®¤¨¬³¾ ¯°®¤³ª²¨¢®±²¼ ¨ ¥ ¯°®µ®¤¨² ¥±²¥±²¢¥-

»© ®²¡®°. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°®¤³ª²¨¢®±²¼ ¨¤¨¢¨¤  ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨¦¥

®¯°¥¤¥«¥®£® ¬¨¨¬ «¼®£® § ·¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ³°®¢¾ ¨¦¥£® ¨-

²¥««¥ª²³ «¼®£® ¯®°®£  ¤¥¿²¥«¼®±²¨:

P

min;i

= IQ

j;¯®°®£

; P

min;i

� P

i

;

£¤¥

P

min;i

{ ¬¨¨¬ «¼»© ³°®¢¥¼ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ ¤®±²¨¦¥¨© i-£® ¨¤¨¢¨¤ ;

IQ

j;¯®°®£

- ³°®¢¥¼ ¨²¥««¥ª²³ «¼®£® ¯®°®£  j-© ¤¥¿²¥«¼®±²¨;

P

i

{ ³°®¢¥¼ ¤®±²¨¦¥¨© i-£® ¨¤¨¢¨¤  ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¢¨¤¥ ¤¥¿²¥«¼®±²¨.

�.�. �°³¦¨¨ ¢ [5] ¯®« £ ¥², ·²® ¥¤®±² ²®ª ¬®²¨¢ ¶¨¨ ¨ ª®¬¯¥²¥²®±²¨

¯°¥¯¿²±²¢³¥² ¨¤¨¢¨¤³ ¤®±²¨·¼ ¢¥°µ¥£® ¯®°®£  ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ ¤®±²¨¦¥¨©.

� ¦¥ ¢»¤¥«¿¥² ²°¨ ¨²¥°¥±»µ ±«¥¤±²¢¨¿ ¬®¤¥«¨ ¤¨ ¯ §®  ¤®±²¨¦¥¨©:

� ³±¯¥µ ¢µ®¦¤¥¨¿ ¨¤¨¢¨¤  ¢ ¤¥¿²¥«¼®±²¼ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ «¨¸¼ ³°®¢¥¬

¨¤¨¢¨¤³ «¼®£® ¨²¥««¥ª²  ¨ ±«®¦®±²¼¾ ¤¥¿²¥«¼®±²¨;

� ³°®¢¥¼ ª®ª°¥²»µ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ ¤®±²¨¦¥¨© § ¢¨±¨² ®² ¬®²¨¢ ¶¨¨

¨ ª®¬¯¥²¥²®±²¨ «¨·®±²¨, ·²® ±¢¿§ ® ± ±®¤¥°¦ ¨¥¬ ¤¥¿²¥«¼®±²¨;

� ¯°¥¤¥«¼® ¢»±®ª¨© ³°®¢¥¼ ¨¤¨¢¨¤³ «¼»µ ¤®±²¨¦¥¨© § ¢¨±¨² ²®«¼ª®

®² ¨¤¨¢¨¤³ «¼®£® IQ,   ¥ ®² ²°³¤®±²¨ ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ¨ ¥¥ ±®¤¥°¦ ¨¿.

�«¿ ° §¢¨²¨¿ ²¥®°¨© ¨²¥««¥ª²  ¨ ±¯®±®¡®±²¥© ¥®¡µ®¤¨¬® ¯¥°¥µ®¤¨²¼ ®²

´ ª²®°»µ ¨ ª®°°¥«¿¶¨®»µ ¬®¤¥«¥© ®¯¨± ¨¿ ±²°³ª²³°» ¨²¥««¥ª²  ¨ ¯ ° -

¬¥²°®¢ ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ª ¬®¤¥«¿¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬. �°¨¢¥¤¥ ¿ ¢ ° ¡®²¥ ¬®¤¥«¼

®¯¨±»¢ ¥² ±²¥¯¥¼  ¤¥ª¢ ²®±²¨ ³°®¢¿ ¨²¥««¥ª²  ¨ ¯°®¤³ª²¨¢®±²¨ ¨¤¨-

¢¨¤  ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¢¨¤¥ ¤¥¿²¥«¼®±²¨. � ¯®¬®¹¼¾ ½²®© ¬®¤¥«¨ ¬®¦® ®¯¨± ²¼

¥ª®²®°»¥ ¨§¢¥±²»¥ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¨ ´ ª²». �¯®«¥ ¢®§¬®¦®,

·²® ± ¯®¬®¹¼¾ ½²®© ¬®¤¥«¨ ¬®¦® ¡³¤¥² ¯°¥¤±ª § ²¼ ª ª¨¥-«¨¡® ®¢»¥ ½´-

´¥ª²». �°¥¤«®¦¥ ¿ ¬®¤¥«¼ À¨²¥««¥ª²³ «¼®£® ¤¨ ¯ §® Á ¤®±²¨¦¥¨© ¥

¿¢«¿¥²±¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¢ ¯®«®¬ § ·¥¨¨ ½²®£® ±«®¢ , ® ®  ¤ ¥² ²®«·®ª ª

¤ «¼¥©¸¨¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿¬ ± ³¯®²°¥¡«¥¨¥¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®  ¯¯ ° ² .

�¨²¥° ²³° 
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Some results of optic { dermal index (ODI) data processing are discussed.

The peculiarities of ODI changes during human being life time are shown for

some special groups of patients.

1. �¢¥¤¥¨¥

�±±«¥¤®¢ ¨¿, ¯°®¢®¤¨¬»¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ª«¨¨·¥±ª¨µ ¬¥²®¤®¢, ¿¢«¿¾²±¿ ¨±±«¥¤®-

¢ ¨¿¬¨, ª ª ¯° ¢¨«®, ®²¤¥«¼»µ ®°£ »µ ª®¬¯«¥ª±®¢ ¨ ¨±¯®«¼§³¾² «¨¡® ¦¨-

¢®²»µ, «¨¡® ª°®¢¼, «¨¡® ²°³¯»© ¬ ²¥°¨ «. �²® ¤ ¥² ®¯®±°¥¤®¢ ®¥ ¯°¥¤±² -

¢«¥¨¥ ® ¯°®²¥ª ¾¹¨µ ¢ ¦¨¢®¬ ®°£ ¨§¬¥ ¯°®¶¥±± µ. �¥²®¤¨ª , ° §° ¡®²  ¿

¢ �®¢®±¨¡¨°±ª®¬ �±²¨²³²¥ �¡¹¥© ¯ ²®«®£¨¨ ¨ �ª®«®£¨¨ ·¥«®¢¥ª  �� ����,

®±®¢»¢ ¥²±¿   ¢®§¤¥©±²¢¨¨ ½«¥ª²°®¬ £¨²®£® ¯®«¿ ®¯²¨·¥±ª®£® ¤¨ ¯ §® 

· ±²®²   ª®¦³ ·¥«®¢¥ª . �³²¼ ¬¥²®¤¨ª¨ ±¢®¤¨²±¿ ª ¢»¿¢«¥¨¾ ¢®§¬®¦®±²¨

®¢®£® ¢¨¤¥¨¿ ±®±²®¿¨¿ ª®¦¨ ·¥«®¢¥ª  ª ª ª®¦®£®   «¨§ ²®° .

�±¯®«¼§®¢ ¨¥ ¬¥²®¤  ±¢¥²®¢®© ¤¨ £®±²¨ª¨ ¢  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¿¢«¿¥²±¿

®¤¨¬ ¨§ ¥¬®£¨µ ¬¥²®¤®¢, ±¯®±®¡»µ ®¶¥¨²¼ ±®±²®¿¨¥ ¡®«¼¸®£® ª®«¨·¥-

±²¢  ®°£ ®¢ ¥ ¨¢ §¨¢® ¨ §  ª®°®²ª¨© ¯°®¬¥¦³²®ª ¢°¥¬¥¨. �®«¥¥ ²®£®, ½²®

¤ ¥² ¢®§¬®¦®±²¼ ¯®¨¬ ¨¿ ±¯¥¶¨´¨·®±²¨ ¢³²°¥¥© ±¨²³ ¶¨¨ ¢ ª ¦¤®¬

¢®§° ±²¥. �§ ª«¨¨·¥±ª¨µ  ¡«¾¤¥¨© ¨§¢¥±²®, ·²® ª ¦¤»© ¢®§° ±² ®¡« ¤ ¥²

±®¢¥°¸¥® ®¯°¥¤¥«¥®© ¯°¥¤° ±¯®«®¦¥®±²¼¾ ª ° §«¨·»¬ § ¡®«¥¢ ¨¿¬,

ª°®¬¥ ²®£®, ¥®¤¨ ª®¢» ¢ ° §«¨·®¬ ¢®§° ±²¥ ²¥·¥¨¥ ¨ ¨±µ®¤ ¡®«¥§¨, ° §-

«¨·» °¥ ª¶¨¨   ¢®§¤¥©±²¢¨¿ ° §»µ ´¨§¨·¥±ª¨µ, ¬¥µ ¨·¥±ª¨µ ¨ µ¨¬¨·¥±ª¨µ

 £¥²®¢.

� ®±®¢¥ ¬¥²®¤  «¥¦¨² ±¢®©±²¢® ª®¦¨ ¯®£«®¹ ²¼ ¨ ®²° ¦ ²¼ ½«¥ª²°®¬ £-

¨²»¥ ¢®«» ®¯²¨·¥±ª®£® ¤¨ ¯ §®  · ±²®². �¯¥¶¨ «¼»¬ ¯°¨¡®°®¬ ¨§¬¥-

°¿«±¿ ² ª  §»¢ ¥¬»© ®¯²¨ª® { ¤¥°¬ «¼»© ¯®ª § ²¥«¼ (¨«¨ ���). �®¤ ®¯²¨ª®
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�±²¨²³² ¢»·¨±«¨²¥«¼®© ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© £¥®´¨§¨ª¨ �� ���,

�±²¨²³² ®¡¹¥© ¯ ²®«®£¨¨ ¨ ½ª®«®£¨¨ ·¥«®¢¥ª  �� ����



82 �.�. �®«· ®¢ , �.�. �®¤¨®®¢ . �§¬¥¥¨¥ ®¯²¨ª®-¤¥°¬ «¼®£®...

{ ¤¥°¬ «¼»¬ ¯®ª § ²¥«¥¬ ¯®¨¬ ¥²±¿ ¯°®¶¥²®¥ § ·¥¨¥ ¯®£«®¹¥¨¿ ®¯²¨-

·¥±ª®£® ¨§«³·¥¨¿ ¤«¨» ¢®«» � = 540¬. (� ° ¡®² µ �«¼¨®© �.� (1947)

¨ �¥°±ª®£® �.�., �¨¤¼ª® �.�. (1960) [1],[2],[3] ¡»«® ¯®ª § ®, ·²® ¯°¨ ¤ -

®© ¤«¨¥ ¢®«»  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥»© £«³¡®ª¨© ¬ ª±¨¬³¬ ¯®£«®¹¥¨¿

±¢¥²  ª®¦¥© ·¥«®¢¥ª .) � ° ¡®² µ �®«· ®¢®© �.�. ¨ � § ·¥¥¢  �.�. [4],[5],[6]

®¡®±®¢ ® ¯°¨¬¥¥¨¥ ½²®£® ¬¥²®¤  ¤«¿ ° ¥© ¤¨ £®±²¨ª¨ ¯ ²®«®£¨·¥±ª¨µ

¯°®¶¥±±®¢ ¢³²°¥¨µ ®°£ ®¢ ·¥«®¢¥ª .

2. �®§° ±² ¿ ¤¨ ¬¨ª 

�¡º¥ª²®¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¿¢¨«¨±¼ 1643 ·¥«®¢¥ª : ¬³¦·¨» ¨ ¦¥¹¨» ¢ ¢®§° -

±²¥ ®² ®¤®£® ¤® ¢®±¼¬¨¤¥±¿²¨ «¥², ° §«¨·»µ  ¶¨® «¼®±²¥©, ¯°®¦¨¢ ¾¹¨µ

  ²¥°°¨²®°¨¨ £.�®¢®±¨¡¨°±ª  ¨ �®¢®±¨¡¨°±ª®© ®¡« ±²¨, ±·¨² ¾¹¨¥±¿ ¯° ª-

²¨·¥±ª¨ §¤®°®¢»¬¨. �¶¥ª  ¯®«³·¥»µ °¥§³«¼² ²®¢ ¯°®¢®¤¨« ±¼ ¬¥²®¤ ¬¨

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨.

�°¨ ®¡±«¥¤®¢ ¨¨ ¯ ¶¨¥²®¢ ± ¯®¢¥°µ®±²¨ ¨µ ª®¦¨ ±¨¬ «¨±¼ § ·¥¨¿

��� ¢ 50 ®¯°¥¤¥«¥»µ   ²®¬¨·¥±ª¨µ ®¡« ±²¿µ.

� °¥§³«¼² ²¥ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ®¡° ¡®²ª¨ ¯®«³·¥»µ ¯°¨ ®¡±«¥¤®¢ ¨¨ ¯ -

¶¨¥²®¢ ¤ »µ ¨ ¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¡»«¨ ¢»¿¢«¥» ²°¨ µ ° ª²¥°»µ ³· ±²ª 

¢°¥¬¥®£® ¨§¬¥¥¨¿ ���. � ª ¢¨¤® ¨§ £° ´¨ª®¢   °¨±.1 { 2

1

, µ ° ª-

²¥° ¨§¬¥¥¨¿ ��� ± ¢®§° ±²®¬ ³ ¬³¦·¨ ¨ ¦¥¹¨ ±µ®¤¥, ® ¨¬¥¥² ° §-

«¨·»¥ ²®·ª¨ ¨§¬¥¥¨¿  ¯° ¢«¥¨¿ ª°¨¢®© ¢®§° ±²®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ���. �

¡¨®«®£¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ £° ¨·»¥ ²®·ª¨ µ ° ª²¥°»µ ³· ±²ª®¢ ¢°¥¬¥-

®£® ¨§¬¥¥¨¿ ��� ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¯®«®¢®¬³ ±®§°¥¢ ¨¾ ®¡º¥ª²  (¬³¦·¨

¨«¨ ¦¥¹¨) ¨ ª«¨¬ ª²¥°¨·¥±ª®¬³ ¯¥°¨®¤³.

� ·¨¬®±²¼ ° §«¨·¨¿ § ·¥¨© ��� ¬³¦·¨ ¨ ¦¥¹¨ ¤«¿ ¡®«¼¸¨±²¢  ®°-

£ ®¢ ¯®¤²¢¥°¦¤ ¥²±¿ °¥§³«¼² ² ¬¨ ±² ²®¡° ¡®²ª¨ ¤ »µ. � ² ¡«¨¶¥ ¯°¨¢¥-

¤¥» ¤ »¥ ¯°®¢¥°ª¨ £¨¯®²¥§» ® ° ¢¥±²¢¥ ±°¥¤¨µ § ·¥¨© ��� ³ ¬³¦·¨

¨ ¦¥¹¨ ¤«¿ ¥ª®²®°»µ ®°£ ®¢ ± ¯®¬®¹¼¾ t { ª°¨²¥°¨¿ ¯°¨ 5 { ¯°®¶¥²®¬

³°®¢¥ § ·¨¬®±²¨.

� ²®¬¨·¥±ª ¿ ®¡« ±²¼ �»¡®°®·®¥ § ·¥¨¥ � ¡«¨·®¥ § ·¥¨¥

�®¤¦¥«³¤. ¦¥«¥§  0.46523 1.96243

�®·¥¢®© ¯³§»°¼ 4.27640 1.96688

�¥·¥¼ 5.29037 1.96148

�¥°¤¶¥ 6.33453 1.96150

�²®¯  «¥¢ ¿, ¢¥°µ 1.23900 1.96385

1

�¥£°¥±±¨®»¥ ª°¨¢»¥ ¨ ¯®¢¥°µ®±²¨ §¤¥±¼ ¨ ¤ «¥¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¯®«¨®¬» 4

±²¥¯¥¨ ¨ ¯®«³·¥» ¬¥²®¤®¬  ¨¬¥¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢.
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3. �±®¡¥®±²¨ ¢®§° ±²®£® ¯®¢¥¤¥¨¿ ®²¤¥«¼-

»µ ®°£ ®¢

�±±«¥¤®¢ ¨¥ ¤¨ ¬¨ª¨ § ¢¨±¨¬®±²¨ ±°¥¤¨µ § ·¥¨© ¯®ª § ²¥«¥© ®² ¢®§° -

±²  ¯ ¶¨¥²®¢ ¯®§¢®«¨«® ¢»¿¢¨²¼ ¨²¥°¥±³¾ § ª®®¬¥°®±²¼: ¯®·²¨ ¤«¿ ¢±¥µ

¯®ª § ²¥«¥© ¤®±² ²®·® ¿¢® ¯°®±«¥¦¨¢ ¾²±¿ ²°¨ ½² ¯  ¨µ ¨§¬¥¥¨¿: ¡»-

±²°»© °®±², ¬¥¤«¥®¥ ³¡»¢ ¨¥ ¨«¨ ±² ¡¨«¨§ ¶¨¿, °®±² ¨«¨ ³¡»¢ ¨¥, ¢ § ¢¨-

±¨¬®±²¨ ®² ¯®«  ¯ ¶¨¥²  ¨«¨ ®°£   (±¬. °¨±. 1 { 2 ).

�°¨ ½²®¬ ¨§¬¥¥¨¥ ¤®±² ²®·® µ®°®¸® ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ª³±®·®-«¨¥©®©  ¯-

¯°®ª±¨¬ ¶¨¥© (² ª¦¥ ®²¬¥·¥®   °¨±. 1 { 2):

�¨±. 1.

�§¬¥¥¨¥ ±°¥¤¥£® ��� ¤«¿ ¦¥¹¨ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ®²®£¥¥§ 

c(x) =

8

>

<

>

:

a

1

x+ b

1

; ¤«¿ x < A

a

2

x+ b

2

; ¤«¿ A � x < B

a

3

x+ b

3

; ¤«¿ x � B

�±®¡¥®±²¼¾  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ²®, ·²® ²®·ª¨ A ¨ B ± ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿

¥¨§¢¥±²»¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ¨ ²°¥¡³¾²  µ®¦¤¥¨¿  °¿¤³ ± ¯ ° ¬¥²° ¬¨ a

i

¨

b

i

, ².¥. ¬» ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³ ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨, °¥¸ ¥¬³¾ ¬¥²®¤®¬  ¨¬¥¼-

¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢ ±®¢¬¥±²® ± ¬¥²®¤®¬ ¡¥§³±«®¢®© ¬¨¨¬¨§ ¶¨¨ (¬¥²®¤ �¼¾-

²® ) ± ¯°¨¬¥¥¨¥¬ ¸²° ´»µ ´³ª¶¨©:

S =

P

N

i=1

[y

i

� f(x

i

)]

2

�! min

a

1

A+ b

1

= a

2

A+ b

2

a

2

B + b

2

= a

3

B + b

3

;

(1)

·²® ±¢®¤¨²±¿ ª ¨²¥° ¶¨®®¬³ °¥¸¥¨¾ § ¤ ·¨

Q = S +M [(a

1

A+ b

1

� a

2

A� b

2

)

2

+ (a

2

B + b

2

� a

3

B � b

3

)

2

];
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�¨±. 2.

�§¬¥¥¨¥ ±°¥¤¥£® ��� ¤«¿ ¬³¦·¨ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ®²®£¥¥§ 

£¤¥ M - ª®½´´¨¶¨¥² ¸²° ´ .

� ¯°¥¤« £ ¥¬®¬  «£®°¨²¬¥ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿  ¯° ¢«¥»© ¢»¡®° ° §¡¨¥¨¿

(²®·¥ª A ¨ B) ± °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ (1)   ª ¦¤®¬ ¸ £¥. �»¡®° ®·¥°¥¤®£® ° §¡¨-

¥¨¿ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¬¥²®¤®¬ ¯®ª®®°¤¨ ²®£® ±¯³±ª  ± ¯¥°¥¬¥»¬ ¸ £®¬.

�«£®°¨²¬ ±µ®¤¨²±¿ ¤®±² ²®·® ¡»±²°® (¤® ¤¢³µ ¤¥±¿²ª®¢ ¨²¥° ¶¨©) ¯°¨  -

· «¼®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨

A = x

min

+ 1=3(x

max

+ x

min

);

B = x

min

+ 2=3(x

max

+ x

min

):

�®«³·¥»¥ § ·¥¨¿ A ¨ B ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ® ¨µ ±¢¿§¨ ±

¢®§° ±²®¬: ´ §¥ ¯®«®¢®£® ±®§°¥¢ ¨¿, ´ §¥ °¥¯°®¤³ª²¨¢®£® ¯¥°¨®¤  ¨ ´ §¥

ª«¨¬ ª²¥°¨·¥±ª®£® ¯¥°¨®¤ .

� ª, ¯°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ¯®ª § ²¥«¿ À±¥°¤¶¥Á ¤«¿ ¬³¦·¨, §  7 ¨²¥° ¶¨© ¯®«³-

·¥» § ·¥¨¿ A = 12:5, B = 51:5, a

1

= 2:07, b

1

= 30:42, a

2

= �0:183, b

2

= 58:59,

a

3

= 1:82, b

3

= �44:32 (A ¨ B ®¯°¥¤¥«¿«¨±¼ ± ²®·®±²¼¾ ¤® 0:5).

�°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ¨§¬¥¥¨¿ ��� ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¢®§° ±² , ¯®«  ¤«¿

° §«¨·»µ ®°£ ®¢ ¢»¿¢«¥®, ·²® ¥ª®²®°»¬ ®°£  ¬ ±¢®©±²¢¥» ±¢®¨ µ -

° ª²¥°»¥ ³· ±²ª¨ ¢°¥¬¥®£® ¨§¬¥¥¨¿ ���, ·²® ³ª §»¢ ¥² ¨ ®¡º¿±¿¥²

° §«¨·»© µ ° ª²¥° ±² °¥¨¿ ®°£ ®¢ ¨ ²ª ¥© ·¥«®¢¥ª . � ª,  ¯°¨¬¥°,  

°¨±.3 (±¥°¤¶¥) µ®°®¸® ¢¨¤®, ·²® ��� ³ ¬³¦·¨ ¨ ¦¥¹¨ ¢ ª«¨¬ ª²¥°¨·¥-

±ª¨© ¯¥°¨®¤  µ®¤¨²±¿ ¢ ¯°®²¨¢®´ §¥. � «®£¨·»¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¯®«³· ¾²±¿ ¨

¤«¿ ¤°³£¨µ ®°£ ®¢, ® ± ° §«¨·»¬¨ ±ª®°®±²¿¬¨ ¨§¬¥¥¨¿. � ¯°¨¬¥°, ¬®¦®

±° ¢¨²¼ µ ° ª²¥° ¨§¬¥¥¨¿ ��� ±¥°¤¶  ± ¨§¬¥¥¨¥¬ ��� ¯¥·¥¨, ¯°¥¤±² -

¢«¥»¬   °¨±.4.

� «¥¥, ¡»«® ¢»¿¢«¥®, ·²® ¬³¦·¨» ¨ ¦¥¹¨» ¨¬¥¾² µ ° ª²¥°»¥ ®±®-

¡¥®±²¨ ±¢®¥£® ¨¤¨¢¨¤³ «¼®£® ° §¢¨²¨¿, ¯°¨·¥¬ ³ ¬³¦·¨ ®°£ » ¨ ²ª ¨
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�¨±. 3.

�§¬¥¥¨¥ ��� ±¥°¤¶  ¤«¿ ¬³¦·¨ ¨ ¦¥¹¨ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ®²®£¥¥§ 

�¨±. 4.

�§¬¥¥¨¥ ��� ¯¥·¥¨ ¤«¿ ¬³¦·¨ ¨ ¦¥¹¨ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ®²®£¥¥§ 
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¨¬¥¾² ²¥¤¥¶¨¾ ¡®«¥¥ ¡»±²°®£® ±² °¥¨¿, ·¥¬ ²¥ ¦¥ ®°£ » ¨ ²ª ¨ ³ ¦¥-

¹¨. �¥°®¿²®, ½²¨¬ ¬®¦® ®¡º¿±¨²¼, ·²® ¢ ±°¥¤¥¬ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼®±²¼

¦¨§¨ ³ ¦¥¹¨ ¢»¸¥, ·¥¬ ³ ¬³¦·¨.

�°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ° §«¨·»µ £¥¥²¨·¥±ª¨µ £°³¯¯ ¯ ¶¨¥²®¢ (²°¨ ¤¥«¥¨¿

¯® ¶¢¥²³ ¢®«®±: ±¢¥²«®-°³±»¥, °³±»¥ ¨ ²¥¬»¥; ²°¨ ¤¥«¥¨¿ ¯® ¶¢¥²³ £« §: £®«³-

¡®£« §»¥, §¥«¥®£« §»¥ ¨ ·¥°®£« §»¥) ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²®   «®£¨·»¥ ®°£ »

¢ ¯°®¶¥±±¥ ®²®£¥¥§  ¨¬¥¾² ° §«¨·»¥ ±ª®°®±²¨ ¨§¬¥¥¨¿ ´ § (±¬.°¨±.5).

�®«¥¥ ²®£®, ¯°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ª®°°¥«¿¶¨®»µ ±¢¿§¥© ° §«¨·»µ ®°£ ®¢ ¯®-

�¨±. 5.

�§¬¥¥¨¥ ±°¥¤¥£® ��� ¤«¿ ¬³¦·¨ ¢ ° §«¨·»µ £¥¥²¨·¥±ª¨µ £°³¯¯ µ ¢

¯°®¶¥±±¥ ®²®£¥¥§ 

«³·¥®, ·²® ±³¹¥±²¢³¾² ° §»¥ ¬¥¦®°£ »¥ ¢§ ¨¬®§ ¢¨±¨¬®±²¨. �°¨¬¥° ² -

ª¨µ ¢§ ¨¬®§ ¢¨±¨¬®±²¥© µ®°®¸® ¢¨¤¥   °¨±.6. �¥ª®²®°»¥ ¤°³£¨¥ °¥§³«¼² ²»

±² ²®¡° ¡®²ª¨ ¯°¨¢¥¤¥» ¢ [7], [8].

�²¥°¥±» °¥§³«¼² ²», ¯®«³·¥»¥ ¯°¨ ° ±±¬®²°¥¨¨ ¢®§° ±²®£® ¨§¬¥¥-

¨¿ ��� ®²¤¥«¼»µ ®°£ ®¢ ®²®±¨²¥«¼® ±°¥¤¥£® ¯® ¢±¥¬ ®°£  ¬ ��� ¯ -

¶¨¥² . �±«¨ ¯°¨¿²¼ ½²® ±°¥¤¥¥ §  ®«¼, ¬®¦® ³±«®¢® £®¢®°¨²¼ ® À²¥¯«»µÁ,

¨§«³· ¾¹¨µ ¨ Àµ®«®¤»µÁ, ¯®£«®¹ ¾¹¨µ ³· ±²ª µ ª®¦¨. �¡° ¡®²ª  ¤ »µ

¯®ª § « , ·²® ��� ¥ª®²®°»µ ®°£ ®¢   ¯°®²¿¦¥¨¨ ¢±¥© ¦¨§¨ «¥¦ ² ± ®¤-

®© ±²®°®» ®² ±°¥¤¥£®, ¤°³£¨¥ ª®«¥¡«¾²±¿ ¢®ª°³£ ¥£®,   ¥±²¼ ¨ ¯¥°¥µ®¤¿¹¨¥

¨§ ®¤®© ¯®«®¢¨» ¢ ¤°³£³¾ (°¨±.7). �°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ° §³¬»¬ ° ±±¬®²°¥²¼

¢®§¬®¦®±²¼ ¤¨ £®±²¨ª¨ ¯ ²®«®£¨·¥±ª¨µ ¨«¨  ¯°¿¦¥»µ ±®±²®¿¨© §¤®-

°®¢¼¿ ¯ ¶¨¥²®¢   ®±®¢¥ ¢»¿¢«¥¨¿ ®²ª«®¥¨© ¨±²¨®© À±¢¥²® { ²¥¯«®¢®©Á

ª °²» ²¥«  ®² ®¦¨¤ ¥¬®© ¤«¿ ¤ »µ £¥¥²¨·¥±ª®© £°³¯¯» ¨ ¢®§° ±² .
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�¨±. 6.

�¥¦®°£ »¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¤«¿ ° §«¨·»µ £¥¥²¨·¥±ª¨µ £°³¯¯

�¨±. 7.

�®§° ±²®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ®²ª«®¥¨¿ ��� ®² ±°¥¤¥£® ¯® ²¥«³ ¢ ° §«¨·»µ

²®·ª µ ¤«¿ ¦¥¹¨
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4. � ª«¾·¥¨¥

� ¤ ®© ° ¡®²¥ ¯®ª § ®, ·²® ¤¨ £®±²¨·¥±ª¨¥ ª°¨²¥°¨¨ ¤®«¦» ³·¨²»¢ ²¼

¯®«, ¢®§° ±² ¨ £¥¥²¨·¥±ª¨¥ ®±®¡¥®±²¨ ¯ ¶¨¥²®¢. �¥°±¯¥ª²¨¢®© ¯°¥¤±² -

¢«¿¥²±¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ¨§³·¥¨¿ ¬¥¦®°£ »µ § ¢¨±¨¬®±²¥©   ®±®¢¥ ¨§³·¥¨¿

° ±¯°¥¤¥«¥¨© ���. �°¥¤±² ¢«¿¥² ¨²¥°¥± ² ª¦¥ ¨§³·¥¨¥ À±¢¥²® { ²¥¯«®¢»µÁ

ª °² ²¥« . �¤ ª®, ¤«¿ ¯®«³·¥¨¿ ¡®«¥¥ § ·¨¬»µ ¢»¢®¤®¢ ¥®¡µ®¤¨¬® ³¢¥-

«¨·¥¨¥ ®¡º¥¬  ¢»¡®°ª¨ ¤«¿ °¥¯°¥§¥² ²¨¢®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¢±¥µ ¯°¥¤±² -

¢«¿¾¹¨µ ¨²¥°¥± £°³¯¯ ¯ ¶¨¥²®¢, ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ± ·¥²ª® ¢¥°¨´¨¶¨°®¢ »¬¨

¯ ²®«®£¨·¥±ª¨¬¨ ¯°®¶¥±± ¬¨.
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AN APPROXIMATION FOR LARGE-SCALE

BRAIN ACTIVITY

R. Faizullin, V. Melnikov

Finite element method and networking techniques are realized for the simu-

lation of complex behavior of the co-operative brain activity. The electroac-

tivity on the cortex surfaces and other brain structures can be decomposed

on the two co-ordinated components. We can say the ÀchargesÁ - neuron's

spikes and about Àpotential �eldsÁ - more slow activity. Saccadic imaging can

be transformed to the impulsation along cortex layers, motor reaction can be

considered as complex sum of interactioned information. There is tally with

the rhythms of the cortex and �rst eigenvalues of associated operator, there

is EEG desynchronization.

1. Analogies

Let us consider neuron's reaction on the contribution of its environment (Schmidt

1983). We can see on the Fig.1 that before t = 0 there is intricate behavior for

the di�erence  of cross-diaphragms potentials. After time t = 0 we have standard

spikewise neuron's reaction. Before time t = t

1

we can see rapid  increasing ,

and after t

1

we have  diminishing with more slowly character than for previuos

increasing.

For times between 0 and T the neuron is closed for the coercion of its neighboures,

it is so-called- autoregenerativics process. After time T we can see intricate process

once again.

Hence, there are an analogies between spikes motion along the layers of neuros

tissue and charge's transfering via the gradient of electrodynamical (or electrohy-

drodynamical) �eld. There is external contribution, similar to an external �eld con-

tribution for natural charges, and also forward charges induction. Next spike is to

be generated in the closely-spaced neuron which is bound to be neuron with mini-

mal value of the di�erence between threshold potential {  

t

and  (t). Then we can

say about spikes { so it are ÀchargesÁ and spatial distribution of the  (t) de�ned

gradient of some potential function �. For simple linear case we can write:

c



c



c
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�

t

+ (�

x

�)

x

+ (�

y

�)

y

= g (1)

where �(x; y; t) { is surface density of the charges on the layer, and g { the right

part is equal to the sources from the other layers. Remark that it is only one of the

possible approaches, so we can consider an charges without density, as the sources.

If we know �(x; y; t) in arbitary moment of the time then we know  ,  

t

for

active neurons and for others. Hence, for small step � or in the moment equal to

t + � system behavior can be described only with the distribution of  (t), but not

 

t

. Then we can write Shr�odinger's equation for �:

i�

t

= L(�) + f (2)

where L { is a linear operator and f describes a sources from other layers. We

can consider L as elliptic, second order di�erential operator with arbitary (may be

only �rst) coe�cients. For example, it can be choosen as Laplace operator.

We must describe cross-layers induction in these coe�cients and in coe�cients

by (1). Also, there is analogy with electrohydrodynamical problem (Poljanski 1994).

There is more complex nonlinear behavior during long time for charges and

stream function's lines when we have some edges on the blades We hope that the

behavior of the activity on the layers of brains structures which modelling as depen-

dent variables will be intricate too.

2. Simulation for brains structures

The equations under consideration can be connected with the ÀlayersÁ which can be

associated to real layers of neuros tissue. Let us consider approximative mesh which

lies similar to one of cortex layers (like for current structure analysis problems).

Geometrical propeties of the structures and their connections (Fig. 2) can be de�ned

by some well known �nite element codes.

For example, crude mesh for cortex model can be constructed of the form of two

connected hemisheres which are cuted by the line along motor zone, Fig.3.

On the one side of this line we have Dirichlet condition, and we can consider this

as motor zone, but on the other side we have nonhomogeneous Neumann condition

for the modelling of somatosensor's information ow in proper direction.

At the �rst, external �eld must be de�ned from Laplace problem solution, with-

out the charges but with potential di�erence on primary and motor zone for later

ow of the charges. Visual information can be simulated from the distribution of

unsteady sources on the board of visual zone of the cortex like to charge-producings

on metalic boundaries for electrohydrodynamics systems. For example, one can con-

struct external method based on saccadicmovements of the eyes. At the �rst, charges

on the sensory zone of the cortex were simulated as the quasi-Fourier coe�cients

obtained by specially designed pattern recognition codes. Another approach deals

with direct projection of a external picture to triangulational mesh for the imitation

of the result of activity for the primary cortex.
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Initially, we have considered the charge as a the continuous function. But from

the experemental physiological data, we know that the part of active neurons com-

paratively not too large, and we know experimantal facts about the localization of

cortex activity. Therefore we can model the spreading of spikes better than earlier,

with a discrete charge which extends by the �eld simulated via potential. But we

must consider that � is not same every time, when the spikes a�ects to an under-

boundary potential.

The charges or in other words the spikes are going from the zones to motor line.

Toroidal mesh is included to every hemishere and models brains limbic system. The

charges are going from cortex to limbic system and from limba to prefrontal zone of

the cortex. Thalamic system and the sum of all other brain's parts can be simulated

like an parabaloid which is united with prefrontal lob zone and with the parts of

limbic model. We can try to change variable coe�cients in (1) , (2) to simulation

the memory for current ows.

Finite element method and networking techniques are realized for global simu-

lation which include brain imaging and activity interactions (Fix 1977).

By the way, we can observe not only general picture of the spike's distribution,

but also pure �eld induced by individual charge and its trajectory. The observation

of the interactions between some charges, may be only two, can give us the result of

valid deviation of the particle's way from initial charge's trajectory- without other

charges.

3. Eigenvalue problem and EEG

Let us consider eigenvalue problem for Laplace operator which can be de�ned on

the cortex zone:

��v

i

= �

i

v

i

; (3)

where �

i

; v

i

is i th pair of the eigenvalue and the eigenfunction of Laplace operator.

Lanczos algorithm was used to solve this problem like for well known mechanical

problems (Parlett 1980).

There is unexpected tally with rhythms of cortex ( �; �; �; �

1

; � ) for �rst eigenval-

ues of associated operator but only in the cases when we take quasi-one-dimensional

problem. We consider Dirichlet condition on motor zone and Neumann's condition

on sensor zones. So, �rst eigenvalue is by two order smaller than second eigenvalue,

which can be associated with � rhythm for the brains rhythm (Schmidt 1983) .

Third eigenvalue associated with � rhythm and others with �; �

1

; � rhythms. Their

fractions approximate rhythms fractions 3 : 6 : 10 : 15 : 25 in the average.

Then we tried to take encephalographic line, like in medical practice. We regis-

trated potential di�erence between two points of one hemisphere. We take a values

of potential at 10 meshpoints on two hemispheres (5 from right and 5 from left).

Thus from every hemisphere we have gotten 10 encephalographic lines. Every of

those is like oscillating process of potential di�erence near zero, moreover the am-

plitude of the oscillations does not exceeds a de�nite boundary. When we obtained
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correspondence between our datum and the datum from medical practice, we could

consider more subtle structure phenomena { � rhythms desynchronization.

Then, when the number of the neighbours decreased at the instant the charges

leaves node of the mesh, we can see positive shift of oscillating frequencies of en-

cephalographic function. More exactly, there is amplitude increasing for the frequen-

cies higher order (Melnikov 1996). It's seems as simulation of the EEG desynchro-

nization phenomena on the Fig. 4, 5.

4. An attempt to model the external environment

Then we made an attempt to model the external environment and the answer to

it's inuence.We have y as a deformation of an organism. The charges on the motor

zone we can consider as same stepped function.We have a equation for y and f . Let

�y

��

= f(�) (4)

y(0) = y(2�); (5)

where f expands into Fourier series of the charges function without 1st coe�cient

and � is an angle. When the organism is relaxed (we have no charges on motor

zone),it is like a simple circle. But, when the charges came , the surface of it lose

shape. On the circle we have 3 points that de�nes 3 vectors, the sum of those vectors

give to us the direction and quantity of movement of our ÀanimalÁ. This organism

moves on a �eld with pictures and reacts to them as the pictures projects on the

part of the brains mesh.

5. Network realization

Sumulations was running on the poor(386s) Netware net.

First of the net's computers worked under simulation of 'virtual world'- creature's

motion in the 2-D space (box with some objects).

Second net's computers worked under visual and somatosensor imaging.

Third net's computer worked under creation of motor reaction- general motion

plus creature's boundary deformation.

Every part of the brain was considered as a 'layer'. For every 'layer' was related

one of the next net's computers where was calculated charges motion, potential

media coe�cients changing on same layer. There was sited information of layer's

geometry plus on-line information of charges and potentials.

Net's server was considered as a place for temporal �les- values of charges and

potentials on layers, on-line information of virtual world, values of charges on motor

zone and on the boundaries of sensor's zones. Files was downloaded (from layer) and

uploaded (from neighbouring layers) with uncoherent delays (to prevent collisions).

Our aim was not optimization but searching answers on the next questions- can

our creature 'live' during at a long time, are there global e�ects similar for a real

e�ects (EEG and rhythms) ? Now we try include IP connections in our model plus

direct �le transfer between layers ( simulation without main server ).
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� ¡«¨¶  1

�« ±±» § ¤ · �¨¯» ¯°¥¤¯¨± ¨©, ±®®²¢¥²±²¢³¾-

¹¨µ ª« ±± ¬ § ¤ ·

�®°¬  § -

¯¨±¨ § ª®-

¢®© ¬®¤¥«¨

1. � ¤ ·¨   ¯®±²°®¥-

¨¥ ¢¥ª²®°®¢

�°¥¤¯¨± ¨¿  «£®°¨²¬¨·¥-

±ª®£® ²¨¯  ¯® ¯®±²°®¥¨¾ ±³¬¬»,

° §®±²¨ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢; ¢¥ª²®° ,

° ¢®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¢¥ª²®°   

·¨±«®

�«®ª-±µ¥¬ 

2. � ¤ ·¨   ¤®-

ª § ²¥«¼±²¢® ° ¢¥±²¢ 

¢¥ª²®°®¢

�°¥¤¯¨± ¨¥

¯®«³ «£®°¨²¬¨·¥±ª®£® ²¨¯ 

�«®ª-±µ¥¬ 

3. � ¤ ·¨   ¤®ª § -

²¥«¼±²¢® ª®««¨¥ °®-

±²¨ ¢¥ª²®°®¢

�°¥¤¯¨± ¨¥

¯®«³ «£®°¨²¬¨·¥±ª®£® ²¨¯ 

�«®ª-±µ¥¬ 

4. � ¤ ·¨   ¢»·¨±«¥-

¨¥ ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®-

°®¢

�°¥¤¯¨± ¨¥  «£®°¨²¬¨·¥±ª®£®

²¨¯ 

�«®ª-±µ¥¬ 

5. � ¤ ·¨   ° §«®¦¥-

¨¥ ¢¥ª²®°  ¯® ¤¢³¬

¥ª®««¨¥ °»¬ ¢¥ª²®-

° ¬

�°¥¤¯¨± ¨¥  «£®°¨²¬¨·¥±ª®£®

²¨¯ 

�«®ª-±µ¥¬ 

6. � ¤ ·¨, °¥¸ -

¥¬»¥ ¢¥ª²®°»¬ ¬¥²®-

¤®¬ (¡¥§ ¢¥ª²®°®£® ±®-

¤¥°¦ ¨¿)

�°¥¤¯¨± ¨¥ ½¢°¨±²¨·¥±ª®£® ²¨¯ 

�¥ª²®°»© ¨ ª®®°¤¨ ²®-¢¥ª²®°»© ¬¥²®¤» | ´³¤ ¬¥² «¼»¥ ¯®¿-

²¨¿ ±®¢°¥¬¥®© ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ | ¡»«¨ ¢ª«¾·¥» ¢ ¸ª®«¼³¾ ¯°®£° ¬¬³ ±° ¢-

¨²¥«¼® ¥¤ ¢®. � «¨§ ±®¤¥°¦ ¨¿ ¸ª®«¼»µ ¨ ¢³§®¢±ª¨µ ³·¥¡¨ª®¢ £¥®¬¥-

²°¨¨ ± ³·¥²®¬ °¥§³«¼² ²®¢ ½ª±¯¥°¨¬¥²  ¯®§¢®«¨« ¢»¤¥«¨²¼ ±°¥¤¨ § ¤ ·, °¥-

¸ ¥¬»µ ¢¥ª²®°»¬ ¨ ª®®°¤¨ ²®-¢¥ª²®°»¬ ¬¥²®¤ ¬¨, ®¯°¥¤¥«¥»¥ ª« ±±»

§ ¤ ·. �  ¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿, ±®£« ±® �. �®© , ¯°¥¤¯®« £ ¥² ° §¤¥«¥¨¥ § -

¤ ·   ² ª¨¥ ª« ±±», ·²® ª« ±± § ¤ ·¨ ¯°¥¤®¯°¥¤¥«¿¥² ¬¥²®¤ ¥¥ °¥¸¥¨¿. �

² ¡«¨¶¥ 1 ¯°¥¤±² ¢«¥» ª« ±±» § ¤ ·, °¥¸ ¥¬»µ ¢¥ª²®°»¬ ¨ ª®®°¤¨ ²®-

¢¥ª²®°»¬ ¬¥²®¤ ¬¨ ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ¯°¥¤¯¨± ¨¿, ¬®¤¥«¨ ®¡¹¨µ ¬¥-

²®¤®¢ ¨µ °¥¸¥¨¿.

� «¨§  «£®°¨²¬¨·¥±ª¨µ ¯°¥¤¯¨± ¨© ¯® °¥¸¥¨¾ ° §«¨·»µ ª« ±±®¢ § ¤ ·

¢¥ª²®°»¬ ¨ ª®®°¤¨ ²®-¢¥ª²®°»¬ ¬¥²®¤®¬ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¥ª®²®°»¥ ¨§

¨µ ¨¬¥¾² ±µ®¤³¾ ±²°³ª²³°³. �«¿ ³±¯¥¸®£® °¥¸¥¨¿ § ¤ ·   ¤®ª § ²¥«¼-

±²¢® ½²¨¬ ¬¥²®¤®¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ®¡¥±¯¥·¨²¼ ½«¥¬¥² °®±²¼ ¡«®ª®¢ 2{3 ½²¨µ

¯°¥¤¯¨± ¨©. � «¨§ ¤¥©±²¢³¾¹¨µ ³·¥¡»µ ¯®±®¡¨© ¯® £¥®¬¥²°¨¨ ¯®ª §»¢ ¥²

®²±³²±²¢¨¥ ² ª¨µ ³¯° ¦¥¨©. �«¿ ´®°¬¨°®¢ ¨¿ ³¬¥¨© °¥¸ ²¼ § ¤ ·¨ ¢»-
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¤¥«¥»µ ª« ±±®¢ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ²¥®°¨¿ �.�. � «¼¯¥°¨ .

� ±±¬®²°¨¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ´° £¬¥²» ¬¥²®¤¨ª¨ ´®°¬¨°®¢ ¨¿ ³¬¥-

¨© °¥¸ ²¼ § ¤ ·¨   ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ª®®°¤¨-

 ²®© ´®°¬¥.

�  ¯®¤£®²®¢¨²¥«¼®¬ ½² ¯¥ ¬» ¯°¥¤º¿¢«¿«¨ ³· ¹¨¬±¿ ³¯° ¦¥¨¿ ±«¥¤³-

¾¹¥£® ±®¤¥°¦ ¨¿.

� ±±¬®²°¨²¥ °¨±³®ª 1 (°¨±. 2):  ) ®¡º¿±¨²¥, ¯®·¥¬³ ª®®°¤¨-

 ²» ¢¥°¸¨ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª  (°®¬¡ ) ®¡®§ ·¥» ² ª, ª ª   °¨-

±³ª¥ 1 ( ) (2 ( )); ¡) ª ª ¬®¦® ®¡®§ ·¨²¼ ª®®°¤¨ ²» ²®·¥ª  

°¨±³ª µ 1 (¡,¢) (2 (¡,¢))? ¢) ª ª®© ¢»¡®° ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ¢» ±·¨-

² ¥²¥  ¨¡®«¥¥ ³¤ ·»¬? ¯®·¥¬³? £)  ©¤¨²¥ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢,

®¡®§ ·¥»µ   °¨±³ª µ.

�ª±¯¥°¨¬¥² «¼®¥ ®¡³·¥¨¥ ¯®ª § «®, ·²® ¨²®£®¬ ¯®¤£®²®¢¨²¥«¼®£®

½² ¯  ¿¢¨«®±¼ ¯®¨¬ ¨¥ ³· ¹¨¬¨±¿ ¢®§¬®¦®±²¨ ¢»¡®°  ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²,

¢¢¥¤¥¨¿ ª®®°¤¨ ² ²®·¥ª ¨  µ®¦¤¥¨¿ ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®°®¢ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®²

±®¤¥°¦ ¨¿ § ¤ ·¨.

�  ®§ ª®¬¨²¥«¼®¬ ½² ¯¥ ³· ¹¨¥±¿ ±®±² ¢«¿«¨  «£®°¨²¬¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤¯¨-

± ¨¥ ¯® ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®±²¨ ¢¥ª²®°®¢   ®±®¢¥ ±«¥¤³¾¹¥£®

°¥¸¥¨¿  ¡®°  § ¤ ·.

1. � » ¢¥ª²®°» ~a(1; 0) ¨

~

b(1; 1). �®ª ¦¨²¥, ·²® ¯°¨ � = �1 ¢¥ª²®°» ~a+ �

~

b

¨ ~a ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°».



� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥. 1999. �»¯. 4. 101

2. � » ²®·ª¨ A(1; 1), �(2; 3), �(0; 4), D(�1; 2). �®ª ¦¨²¥, ·²® ·¥²»°¥µ-

³£®«¼¨ª ABCD | ¯°¿¬®³£®«¼¨ª.

3. �®ª ¦¨²¥, ·²® ±¥°¥¤¨» ±²®°® «¾¡®£® ¯°¿¬®³£®«¼¨ª  ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥°-

¸¨ ¬¨ °®¬¡ . �°¨ ª ª®¬ ³±«®¢¨¨ ®¨ ¡³¤³² ¢¥°¸¨ ¬¨ ª¢ ¤° ² ?

4. �  ·¥²»°¥µ³£®«¼¨ª ABCD: A(�3; 0), �(�1; 2), �(2;�1), D(0;�2).

�¬¥¥² «¨ ® ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»¥ ±²®°®»?

�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¯°¨±²³¯¨²¼ ª °¥¸¥¨¾ § ¤ ·, ¥®¡µ®¤¨¬® ¡»«® ¤®¢¥±²¨ ¤® ¯®-

¨¬ ¨¿ ³· ¹¨µ±¿, ·²® ½²® § ¤ ·¨ ®¤®£® ª« ±± . �®½²®¬³ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼®

³· ¹¨¥±¿ ®²¢¥²¨«¨   ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢®¯°®±».

1. � ª¨¬ ¬¥²®¤®¬ °¥¸ ¾²±¿ § ¤ ·¨? (� ¯®¬®¹¼¾ ·¥£® °¥¸ ¾²±¿ § ¤ ·¨?)

2. �²® ¿¢«¿¥²±¿ ®¡¹¨¬ ¢ ²°¥¡®¢ ¨¿µ ¢±¥µ § ¤ ·?

3. �±²¼ ·²®-«¨¡® ®¡¹¥¥ ¢ ³±«®¢¨¿µ ½²¨µ § ¤ ·?

4. �®¦® «¨ ¯®«³·¨²¼ ¢¥ª²®°», ¨±¯®«¼§³¿ ³±«®¢¨¥ § ¤ ·¨?

5. � ª ³±² ®¢¨²¼ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®±²¼ ¢¥ª²®°®¢?

� «¥¥ ³· ¹¨¥±¿ ± ¬®±²®¿²¥«¼® °¥¸ «¨ § ¤ ·³ 1, ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼® ª®««¥ª-

²¨¢® ¯°®  «¨§¨°®¢ ¢ ¥¥. �²®£®¬ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ 1 ¿¢¨«¨±¼ ®²¢¥²» ³· ¹¨µ±¿

  ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢®¯°®±», ±®¯°®¢®¦¤ ¾¹¨¥±¿ À®²ª°»²¨¥¬Á ¡«®ª®¢  «£®°¨²¬¨·¥-

±ª®£® ¯°¥¤¯¨± ¨¿.

1. �»«  «¨ ¢¢¥¤¥  ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ²? �®·¥¬³? (�²ª°»¢ ¥²±¿ ¯¥°¢»© ¡«®ª

 «£®°¨²¬¨·¥±ª®£® ¯°¥¤¯¨± ¨¿.)

2. �§¢¥±²» ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢, ¥®¡µ®¤¨¬»µ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨? (À¢¥ª-

²®° ~a ¨§¢¥±²¥, ¢¥ª²®° ~a + �

~

b ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯®±°¥¤±²¢®¬ ¨§¢¥±²»µ ®¯¥-

° ¶¨©Á). �²¢¥²   ¢®¯°®± ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ®²ª°»²¨¥¬ ¡«®ª  4  «£®°¨²¬¨-

·¥±ª®£® ¯°¥¤¯¨± ¨¿.

3. �´®°¬³«¨°³©²¥ ³±«®¢¨¥, ª®²®°»¬ ¢» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ § -

¤ ·¨ (®²ª°»¢ ¾²±¿ ¡«®ª¨ 6, 7, 8, 9, 11)  «£®°¨²¬¨·¥±ª®£® ¯°¥¤¯¨± ¨¿

(� ¡«¨¶  2).

�·¥¡ ¿ ¤¥¿²¥«¼®±²¼ ³· ¹¨µ±¿ ¯°¨ °¥¸¥¨¨ § ¤ ·¨ 2, § ¤ ·¨ 3 ¨ § ¤ ·¨ 4

®°£ ¨§³¥²±¿   «®£¨·®. �²®£®¬ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ 2 ¿¢«¿¥²±¿ À®²ª°»²¨¥Á ¡«®-

ª®¢ 5, 6, § ¤ ·¨ 3 | ¡«®ª®¢ 2, 3; § ¤ ·¨ 4 | ¡«®ª  10.

�  ´®°¬¨°³¾¹¥¬ ½² ¯¥ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ±² ®¢«¥¨¥ ³¬¥¨¿ °¥¸ ²¼ § ¤ ·¨

  ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬  «£®°¨²¬¨-

·¥±ª®£® ¯°¥¤¯¨± ¨¿. �¨¤ ª²¨·¥±ª ¿ ¶¥«¼ ½²®£® ½² ¯  | ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ³¬¥-

¨¿ °¥¸ ²¼ § ¤ ·¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ª« ±±  ± · «  ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬  «£®-

°¨²¬¨·¥±ª®£® ¯°¥¤¯¨± ¨¿,   § ²¥¬ ¡¥§ ¥£® ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿.



102 �.�. �®¦¥ª®¢ . �¡³·¥¨¥ ³· ¹¨µ±¿ ¢¥ª²®°®¬³...

� ¡«¨¶  2

�

�

�

�

�«®ª-±µ¥¬  ¯® ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ¯¥°¯¥¤¨-

ª³«¿°®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ª®®°¤¨ ²®© ´®°¬¥

?

H

H

H

H

H

H

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

H

H

H

H

H

H

�¢¥¤¥ 

±¨±²¥¬ 

ª®®°¤¨ ²?

1.

?

¥²

?

¤ 

�¢¥±²¨ ±¨±²¥¬³

ª®®°¤¨ ²  ¨¡®«¥¥

³¤®¡»¬ ±¯®±®¡®¬

2.

?

� ©²¨ ª®®°¤¨ ²»

²®·¥ª, ®¡° §³¾¹¨µ

¢¥ª²®°»

3.

�

H

H

H

H

H

H

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

H

H

H

H

H

H

�§¢¥±²»

ª®®°¤¨ ²»

¢¥ª²®°®¢?

4.

?

¥²

-

¤ 

P

P

P

P

P

P

P

P

P

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

P

P

P

P

P

P

P

P

P

�§¢¥±²»

ª®®°¤¨ ²» ²®·¥ª,

®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ¢¥ª-

²®°»?

5.

-

¥²

?

¤ 

� ©²¨ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢

6.

?

� ©²¨ ±³¬¬³ ¯°®¨§¢¥¤¥¨©

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª®®°¤¨ ²

7.

?

H

H

H

H

H

H

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

H

H

H

H

H

H

�³¬¬ 

° ¢ 

³«¾?

8.

?

¤ 

?

¥²

�¥ª²®°»

¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»

9.

�¥ª²®°» ¥

¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°»

10.

?
�

�

�



�����

11.



� ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ±²°³ª²³°» ¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥. 1999. �»¯. 4. 103

-

6

O

X

Y

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

Z

B(-a;0)

A(0;-b)

C(0;b)

D(a;0)

�¨±. 3

�²®¡» ³±¯¥¸® °¥¸¨²¼ § ¤ ·¨   ½² ¯¥, ´®°¬¨°³¾¹¥¬ ³¬¥¨¿, ¥®¡µ®¤¨¬®

±¤¥« ²¼ ¯¥°¥®± ´®°¬¨°³¥¬®£® ¬¥²®¤  II ±¯®±®¡®¬, ².¥. °¥¸¨²¼ § ¤ ·³, § ·¨-

²¥«¼® ®²«¨· ¾¹³¾±¿ ®² °¥¸¥»µ ° ¥¥, ¨±¯®«¼§³¿ ®¡¹¨© ¬¥²®¤ °¥¸¥¨¿

§ ¤ · ¤ ®£® ª« ±± . �ª±¯¥°¨¬¥² ¯®ª § «, ·²® · ±²¼ ³· ¹¨µ±¿ ®²¥±«  § -

¤ ·³ ª ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬³ ª« ±±³, ².¥. ®¨ ³±¢®¨«¨ ®¡¹¨© ¬¥²®¤ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·

¤ ®£® ª« ±±    ³°®¢¥ ³¬¥¨¿. �· ¹¨¥±¿, ª®²®°»¥ ±¬®£«¨ °¥¸¨²¼ § ¤ ·³

²®«¼ª® ¯®±«¥ ª®««¥ª²¨¢®£® ¯®¨±ª  ¬¥²®¤  ¥¥ °¥¸¥¨¿, ³±¢®¨«¨ ½²®² ¬¥²®¤  

³°®¢¥  ¢»ª .

�°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥° ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ¯¥°¢®© · ±²¨ ³· ¹¨µ±¿ ¢ ¯°®¶¥±±¥ °¥¸¥¨¿

®¤®© ¨§ § ¤ · ½² ¯ , ´®°¬¨°³¾¹¥£® ³¬¥¨¥.

�®ª ¦¨²¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ¢¥ª²®°®¢, ·²® ¤¨ £® «¨ °®¬¡  ¯¥°¯¥¤¨ª³-

«¿°».

�· ¹¨¥±¿   «¨§¨°³¾² § ¤ ·³, ¨±¯®«¼§³¿  «£®°¨²¬¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤¯¨± ¨¥ ¨

 µ®¤¿² À¬ °¸°³²Á | À¥²Á, À¤ Á, ².¥. ¢»¯®«¿¾²±¿ ª®¬ ¤» ¡«®ª®¢: 1, 2, 3, 6,

7, 8, 9 (² ¡«¨¶  2). �¥§³«¼² ² ¢»¯®«¥¨¿ ª®¬ ¤» ¡«®ª  2 | ¢»¡®° ±¨±²¥¬»

ª®®°¤¨ ² ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡» ¤¨ £® «¨ °®¬¡  «¥¦ «¨   ®±¿µ ª®®°¤¨ ².

�¥«¥±®®¡° §®±²¼ ¢»¡®°  ®¡®±®¢»¢ ¥²±¿ ³· ¹¨¬¨±¿ (°¨±. 3).

� «¥¥ ®¨ ¢¢®¤¿² ®¡®§ ·¥¨¿ ª®®°¤¨ ² ²®·¥ª (ª®¬ ¤  ¡«®ª  3)  µ®¤¿²

ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ (ª®¬ ¤  ¡«®ª  6), ¢»·¨±«¿¾² ±³¬¬³ ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ±®-

®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª®®°¤¨ ² ¨±ª®¬»µ ¢¥ª²®°®¢ (ª®¬ ¤  ¡«®ª  7) ¨, ¯°®¢¥°¿¿

³±«®¢¨¥ ¡«®ª  8, ¤¥« ¾² ¢»¢®¤.

�  ½² ¯¥, ±®¢¥°¸¥±²¢³¾¹¥¬ ³¬¥¨¥, ¯°¥¤³±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ °¥¸¥¨¥ «¾¡»µ

§ ¤ · ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ª« ±± ,   ² ª¦¥ ² ª¨µ, ¢ ª®²®°»µ ±´®°¬¨°®¢ ®¥

³¬¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®¤¨¬ ¨§ ¤¥©±²¢¨©.
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The article deals with theoretical foundations for building the patterns to

solve text problems, and it gives the classi�cation of problems according to

their solving complexity.

1. �¢¥¤¥¨¥

�¥²®¤ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿ ¸¨°®ª® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¢® ¢±¥µ ®¡« ±²¿µ

·¥«®¢¥·¥±ª®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨, ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¨ ¢ ³·¥¡®©. � ª®¬±²¢® ³· ¹¨µ±¿

± ½«¥¬¥² ¬¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿ ±¯®±®¡±²¢³¥² ´®°¬¨°®¢ ¨¾ ³

¨µ ¥ ²®«¼ª®  ³·®£® ¬¨°®¢®§§°¥¨¿, ® ¨ ¤¥« ¥² ¨µ ³·¥¡³¾ ¤¥¿²¥«¼®±²¼

¡®«¥¥ ®±¬»±«¥®© ¨ ¯°®¤³ª²¨¢®©.

�¥°¬¨ À¬®¤¥«¼Á ¤®¢®«¼® · ±²® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¢ ¯¥¤ £®£¨·¥±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ -

¨¿µ ¨ ¢ ¸ª®«¼®© ¯° ª²¨ª¥. � ª ·¥±²¢¥ ¬®¤¥«¥© ¢»±²³¯ ¾²: ¢±¥¢®§¬®¦»¥

±²°³ª²³°®-«®£¨·¥±ª¨¥ ±µ¥¬», ¢»¯®«¥»¥ ± ° §®© ±²¥¯¥¼¾ ¯®¤°®¡®±²¨;

² ¡«¨¶», °¨±³ª¨, ¤¨ £° ¬¬», £° ´», ³° ¢¥¨¿, ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ¨ ¤°³-

£¨¥. � ¨µ  £«¿¤® ¯°¥¤±² ¢«¥» ¢¥«¨·¨», ±¢¿§¨ ¨ ®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ¨¬¨,

§ ¤ ·»¥ ±¨²³ ¶¨¨. � °¥ «¼®¬ ¯°®¶¥±±¥ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ±²°®¨²±¿ ¥ ®¤ 

¬®¤¥«¼,   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼. �¤¨ ¨§ ¨µ (² ¡«¨¶», °¨±³ª¨, £° ´») ¯°¨¬¥-

¿¾²±¿ ª ª ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»¥ ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ °¥¸ ¾¹¥© ¬®¤¥«¨ (¯® ²¥°¬¨®«®-

£¨¨ �.�.�°¨¤¬  ) [1, ±.91] { ³° ¢¥¨¿ ¨«¨ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨©. �¥®¡µ®¤¨¬®

ª®ª°¥²¨§¨°®¢ ²¼ ¯®¿²¨¿ À¬®¤¥«¼Á, ¢ · ±²®±²¨ { À¬®¤¥«¼ °¥¸¥¨¿Á ±¾¦¥²-

®© § ¤ ·¨, À®²®¸¥¨¿Á, À±¢¿§¼Á. �¥±¬®²°¿   ²®, ·²® °¥¸¥¨¥ § ¤ · ¨¬¥¥²

®¯»² ¥±ª®«¼ª¨µ ±²®«¥²¨© ¨ ¬¥²®¤¨ª  °¥¸¥¨¿ § ¤ · ¢»¤¥«¨« ±¼ ¢ ±¯¥¶¨ «¼-

³¾ ¤¨±¶¨¯«¨³, ± ¬® ¯®¿²¨¥ À§ ¤ · Á, ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ § ¤ · ¨¬¥¾² ° §«¨·-

»¥ ²° ª²®¢ª¨ ¨ ° §«¨·»¥ ¯®¤µ®¤». �·¥¢¨¤®, ·²® ¢®®¡¹¥ ¢°¿¤ «¨ ¢®§¬®¦®

¤ ²¼ ®¡¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ § ¤ ·¨, ª®²®°®¥ ®µ¢ ²»¢ «® ¡» ±³¹¥±²¢¥»¥ ®±®¡¥-

®±²¨ ¢±¥µ ¨¬¥¾¹¨µ±¿ ¢  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ®¯°¥¤¥«¥¨©. �®«¥¥ ¯«®¤®²¢®°»¬

¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤µ®¤ ¢»¿¢«¥¨¿ ®±®¢»µ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ¯®¿²¨¿ À§ -

¤ · Á. �°¨¬¥¥¨¥ «¾¡®£® ¯®¤µ®¤  ¯°¥¤¯®« £ ¥² ¥¹¥ ¨ ®¤®¢°¥¬¥®¥ ¨±¯®«¼-

§®¢ ¨¥ ®¯°¥¤¥«¥®£®  ¡®°  ¯°¨¥¬®¢ ¨ ¯°®¶¥¤³°, ±«³¦ ¹¨µ ¨±²°³¬¥²®¬

®±³¹¥±²¢«¥¨¿ ½²®£® ¯®¤µ®¤ . �¬¥® ² ª®¢»¬ ¨±²°³¬¥²®¬ ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ±¨-

±²¥¬»©   «¨§.
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2. �¨±²¥¬»©   «¨§ ¯®¿²¨© À§ ¤ · Á, À¬®-

¤¥«¼Á, À®²®¸¥¨¥Á, À±¢¿§¼Á

�±«®¢® ¯°®¶¥±± ±¨±²¥¬®£®   «¨§  �.�.�® °¦¥¢±ª¨© [2, ±.54-55] ¤¥«¨²  

®²¤¥«¼»¥  ±¯¥ª²». �¥°¢»©  ±¯¥ª² ±¨±²¥¬®£®   «¨§  { ¯°¨¿²¼   «¨§¨°³-

¥¬»© ®¡º¥ª² §  ±¨±²¥¬³.

�®¦® ±·¨² ²¼ ®¡¹¥¯°¨§ »¬, ·²® ¢ ¯±¨µ®«®£®-¯¥¤ £®£¨·¥±ª¨µ ¨±±«¥¤®-

¢ ¨¿µ § ¤ ·  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ª ª ¥ª ¿ °¥ «¼ ¿ ±¨±²¥¬ . � ª, �.�.�°¨¤¬ ,

¯°®¢®¤¿ «®£¨ª®-¯±¨µ®«®£¨·¥±ª¨©   «¨§ § ¤ ·¨, ¯°¨µ®¤¨² ª ¢»¢®¤³, ·²® ª®£¤ 

À¬» µ®²¨¬ ±¤¥« ²¼ § ¤ ·¨ ®¡º¥ª²®¬ ±¯¥¶¨ «¼®£® ¨§³·¥¨¿, ¯°¥¤¯®« £ ¾¹¥£®

° ±±¬®²°¥¨¥ § ¤ · ª ª ®±®¡»µ ±¨±²¥¬, ¨¬¥¾¹¨µ ®¯°¥¤¥«¥³¾ ±²°³ª²³°³Á

[1, ±.13]. �°¨ ½²®¬ § ¤ ·  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ±³¡º¥ª² , °¥¸ ¾¹¥£®

¥¥. �.�.�°³¯¨·, ¯°¨¤¥°¦¨¢ ¾¹¨©±¿   «®£¨·®© ²®·ª¨ §°¥¨¿   § ¤ ·³,

®²¬¥· ¥²: À� ¦¤ ¿ § ¤ ·  ª ª ±«®¦»© ®¡º¥ª² (±¨±²¥¬ ) ¨¬¥¥² ±¢®¥ ¢¥¸-

¥¥ ¨ ¢³²°¥¥¥ ±²°®¥¨¥ (³±²°®©±²¢®). �¥¸¥¥, ²® ¥±²¼ ±¬»±«®¢®¥, ±¾¦¥²-

®¥ ±²°®¥¨¥ § ¤ ·¨  §®¢¥¬ ¨´®°¬ ¶¨®®© ±²°³ª²³°®© § ¤ ·¨. �³²°¥¥¥

³±²°®©±²¢® § ¤ ·¨, ª ª ±¨±²¥¬»,  §»¢ ¾² ±²°³ª²³°®©, ²® ¥±²¼ ²®, ·²® ®±² -

¥²±¿ ®²®±¨²¥«¼® ¥¨§¬¥»¬ ¯°¨ «¾¡»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿µ § ¤ ·¨ ¢ ¯°®¶¥±±¥

¯®¨±ª  ¥¥ °¥¸¥¨¿Á [3, ±.86]. � ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ ¨±±«¥¤®¢ ²¼

²®«¼ª® ±²°³ª²³°³ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨, ª®²®° ¿ ®²«¨·  ®² ±²°³ª²³°» § ¤ ·¨.

�²¯° ¢»¬ ¯³ª²®¬ ¤ «¼¥©¸¥£® ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ±² ®¢¨²±¿ ¯®¿²¨¥ ±¨-

±²¥¬». �³¹¥±²¢³¥² ¥¬ «® ±¯®±®¡®¢ ª« ±±¨´¨ª ¶¨© ±¨±²¥¬ ¨ ¨µ ®¯°¥¤¥«¥¨©

[1, 2, 3, 4, 5, 6]. �°®¢¥¤¿   «¨§ ¬®£®·¨±«¥»µ ®¯°¥¤¥«¥¨© ±¨±²¥¬, �.�. �¥¬®¢

¯°¥¤«®¦¨« ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥: À�¥¹¨ m ®¡° §³¾² ±¨±²¥¬³ ®²®±¨²¥«¼®

§ ¤ ®£® ±¢®©±²¢  P, ¥±«¨ ¢ ½²¨µ ¢¥¹ µ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ®²®¸¥¨¥, ®¡« ¤ ¾¹¥¥

±¢®©±²¢®¬ PÁ [7, ±.80]. �¤¥±¼ ¢ ¦® ®²¬¥²¨²¼, ·²® ±¢®©±²¢®¬ P ®¡« ¤ ¾² ¥

¢¥¹¨ m,   ¨¬¥® ®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ¨¬¨. � ª ª ®²¬¥· ¥² �.�.�°³¯¨·: À... ¯®¤

±¨±²¥¬®© ¯®¨¬ ¥²±¿ ¥¯³±²®¥ ¬®¦¥±²¢® ½«¥¬¥²®¢ (®¡º¥ª²®¢),   ª®²®-

°®¬ °¥ «¨§®¢ ® § ° ¥¥ ¤ ®¥ ®²®¸¥¨¥ R ± ´¨ª±¨°®¢ »¬ ±¢®©±²¢®¬ PÁ

[3, ±.42-43].

�«¥¤³¾¹¨©  ±¯¥ª² ±¨±²¥¬®£®   «¨§  { ¤¥ª®¬¯®§¨°®¢ ²¼ ±¨±²¥¬³, ¢»¤¥-

«¨²¼ ½«¥¬¥²», ¥¥ ±®±² ¢«¿¾¹¨¥, ¤ ²¼ ¨¬ ª®«¨·¥±²¢¥³¾ ¨ ª ·¥±²¢¥³¾

µ ° ª²¥°¨±²¨ª³ ¨ ª« ±±¨´¨¶¨°®¢ ²¼ ±¢¿§¨ ¨ ®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ¨¬¨. � ´¨-

«®±®´±ª®© «¨²¥° ²³°¥ ¬®¦® ¢»¿¢¨²¼ ° §«¨·»¥ ¯®¤µ®¤» ª ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ±®-

¤¥°¦ ¨¿ ª ²¥£®°¨©: À±¢¿§¼Á ¨ À®²®¸¥¨¥Á. � «¨§ ½²¨µ ¯®¤µ®¤®¢ ¯®¤°®¡®

¤  ¢ [2, 8]. �³¤¥¬ ¨±µ®¤¨²¼ ¨§ ²° ª²®¢ª¨ ½²¨µ ª ²¥£®°¨©, ¯°¥¤«®¦¥»µ

�.�.�¥¬®¢»¬, ª®²®°»© ° ±±¬ ²°¨¢ ¥² ª ²¥£®°¨¾ À±¢¿§¼Á ª ª · ±²»© ±«³· ©

®²®¸¥¨© ¬¥¦¤³ ¿¢«¥¨¿¬¨. � ° ª²¥°¨§³¿ ®±®¢»¥ ¯°¨§ ª¨ ¶¥«®±²®© ±¨-

±²¥¬», �.�.�® °¦¥¢±ª¨© ¯¨¸¥²: À... ·²® ®  (±¨±²¥¬ ) ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª ª¨¬-²®

¬¥µ ¨·¥±ª¨¬ ª®£«®¬¥° ²®¬ ½«¥¬¥²®¢,   ±®±²®¨² ¨§ ±®¢®ª³¯®±²¨ ¢§ ¨¬®-

±¢¿§ »µ, ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ ½«¥¬¥²®¢Á. �¯®±®¡ ¦¥, ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ª®²®°®£®

½²¨ ½«¥¬¥²» ±¢¿§ » ¬¥¦¤³ ±®¡®©, µ ° ª²¥° ¨µ ±¢¿§¨,  §»¢ ¾² ±²°³ª²³°®©

[2, ±.19-21]. �®¿²¨¥ ±²°³ª²³°» (« ². structura { ±²°®¥¨¥, ±¢¿§¼) ° ¢®§ ·®

¯®¿²¨¾ ³¯®°¿¤®·¥®±²¨ [9, ±.182].

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ «¾¡®© ±¨±²¥¬¥ (§ ¤ ·¥) ±«¥¤³¥² ° §«¨· ²¼ ±®±² ¢ ¨
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±²°³ª²³°³. �®±² ¢ { ½²® ¬®¦¥±²¢® ½«¥¬¥²®¢, ±²°³ª²³°  ¦¥ { ±¯®±®¡ ±¢¿§¨,

³¯®°¿¤®·¥®±²¨ ½²¨µ ½«¥¬¥²®¢. � ¨¡®«¥¥  £«¿¤® ±²°³ª²³°  ®¡º¥ª²®¢ ¯°®-

¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ¬®¤¥«¥© ½²¨µ ®¡º¥ª²®¢. � «¨²¥° ²³°¥ µ®°®¸® ®±¢¥-

¹¥» ²¨¯» ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥© ¨ ½² ¯» ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿,

ª®²®°»¥ ¤®±² ²®·® ¯®¤°®¡® ¯°®  «¨§¨°®¢ » �.�.�®«¿ª®¢®© [10, ±.86-97;

±.110-122].

À�¥°¬¨ À¬®¤¥«¼Á ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¢ ±¢¿§¨ ± ®¯°¥¤¥«¥»¬ ®²®¸¥¨¥¬ ¬¥¦¤³

®¡º¥ª² ¬¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ½²® ®²®¸¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ ¯®¤®¡¨¿, ®¯°¥-

¤¥«¥»¬   ¬®¦¥±²¢¥ ®¡º¥ª²®¢. � ª ¦¤®¬ · ±²®¬ ±«³· ¥ ®²®¸¥¨¿ ®¤¨

¨§ ®¡º¥ª²®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ®°¨£¨ «®¬,   ¤°³£®© ¨«¨ ¤°³£¨¥ ¬®¤¥«¿¬¨, ²® ¥±²¼ ®¡º-

¥ª² ¬¨, ¯®¤®¡»¬¨ ®°¨£¨ «³ ¯® ¥ª®²®°»¬ ±¢®©±²¢ ¬Á [11, ±.124]. � ²¥®°¨¨

¨²¥««¥ª²³ «¼»µ ±¨±²¥¬ ¸¨°®ª®¥ ¯°¨¬¥¥¨¥  µ®¤¿² ª®¶¥¯²³ «¼»¥ ¬®-

¤¥«¨. �®¿²¨¥ Àª®¶¥¯²³ «¼ ¿ ¬®¤¥«¼Á ®¡° §³¥²±¿ ¨§ ¤¢³µ ¯®¿²¨©: À¬®¤¥«¼Á

{ ±¬»±« ½²®£® ¯®¿²¨¿ ° §º¿±¥ ¢ ¯°¨¢¥¤¥®© ¢»¸¥ ¶¨² ²¥ ¨ ª®¶¥¯² (« ².

conceptus { ¯®¿²¨¥). �®£¤ : À±¨±²¥¬  ¢ ¢¨¤¥ ±®¢®ª³¯®±²¨ ¯®¿²¨© (ª®¶¥¯-

²®¢), ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ¬®¤¥«¨°³¥¬»© ®¡º¥ª², ¨ ®²®¸¥¨© ¬¥¦¤³ ¯®¿²¨¿¬¨

(ª®¶¥¯² ¬¨)  §»¢ ¥²±¿ ª®¶¥¯²³ «¼®© ¬®¤¥«¼¾Á [11, ±.126].

�²¨ ¬®¤¥«¨ ®¡« ¤ ¾² °¿¤®¬ ±¯¥¶¨´¨·¥±ª¨µ ·¥°²:

1. � ª®¶¥¯²³ «¼»µ ¬®¤¥«¿µ ®¡º¥ª²» ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ¥ ¢ ª®«¨·¥±²¢¥-

®¬ (¬¥²°¨·¥±ª®¬),   ¢ ª ·¥±²¢¥®¬ ¢¨¤¥ ¢ ±®¢®ª³¯®±²¨ ¨µ ±³¹¥±²¢¥»µ

®²«¨·¨²¥«¼»µ ¯°¨§ ª®¢. � ½²®¬ ±¬»±«¥ ª®¶¥¯²³ «¼»¥ ¬®¤¥«¨ ª ª ¬®¤¥«¨

®²®¸¥¨© ¿¢«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿¬¨ ¯®±²°®¥¨¿ ª®«¨·¥±²¢¥»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ

¬®¤¥«¥©.

2. �®¶¥¯²³ «¼ ¿ ¬®¤¥«¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®©  ¡±²° ª²»© ª °ª ± ®¡º¥ª² 

¨§  ¨¡®«¥¥ ±³¹¥±²¢¥»µ ¤«¿ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼±ª®© § ¤ ·¨ ¥£® ¯°¨§ ª®¢. �®-

±ª®«¼ª³ ¢ ½²®¬ ª °ª ±¥ ½«¥¬¥²» ª ª ¯®¿²¨¿, ª ª  ¡±²° ª¶¨¨ ®²¤¥«¥» ®²

¯°¥¤¬¥²»µ ±®¤¥°¦ ¨©, ²® ¢®§¨ª ¥² ¢®§¬®¦®±²¼ ° ¡®² ²¼ ± ¬®¤¥«¼¾ ¥§ -

¢¨±¨¬® ®² ®¡º¥ª²®¢, ¨±±«¥¤³¿ ¨ ¢»¿¢«¿¿ § ª®», ¯°¨±³¹¨¥ ±®¡±²¢¥® ¬®¤¥«¨.

� ±²® ®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ° §«¨·»¥ ¯® ±¢®¥© ¯°¨°®¤¥ ®¡º¥ª²» ¢ ª®¶¥¯²³ «¼-

®¬ ¯« ¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ±²°³ª²³°®©, ¨¬¥³¥¬®© ¢ ª®¶¥¯²³-

 «¼®¬ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¨ ª®±²°³ª²®¬.

3. � ° ¬ª µ ª®¶¥¯²³ «¼®£® ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¥ª®²®°»©

 ±¯¥ª² ®¡º¥ª²  { ¯°¥¤¬¥² ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ (¨«¨ ¯°¨ ¡®«¼¸®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ³·¨²»-

¢ ¥¬»µ  ±¯¥ª²®¢ { ¯°¥¤¬¥² ¿ ®¡« ±²¼).

4. �®±²°³¨°®¢ ¨¾ ¬®¤¥«¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ±®¯®±² ¢«¥  ²®«¼ª® · ±²¼ ¯°¥¤-

¬¥²®© ®¡« ±²¨, ª®²®° ¿ ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ±®¤¥°¦ ¨¥¬ ª®¶¥¯²³ «¼®© ¬®¤¥«¨,  

¯°®¶¥±± ±®¯®±² ¢«¥¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¶¥±±®¬ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ [11, ±.126-129].

�±¯®«¼§®¢ ¨¥ ¥ª®²®°»µ ¯®¿²¨© ¨§ ²¥®°¨¨ ¨²¥««¥ª²³ «¼»µ ±¨±²¥¬

¬®¦®  °£³¬¥²¨°®¢ ²¼ ²¥¬, ·²®, ª ª ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ±¨±²¥¬, ² ª ¨ ¯°¨ ¨µ

¯°¨¬¥¥¨¨ ³·¨²»¢ ¾²±¿ ¬¥µ ¨§¬» ®¡³·¥¨¿ ·¥«®¢¥ª .

�°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ¬®¤¥«¥© ±¨±²¥¬ ³¦® ³·¨²»¢ ²¼ ²® ¢ ¦®¥ ®¡±²®¿²¥«¼-

±²¢®, ·²®, ¡³¤³·¨   «®£®¬ ±¨±²¥¬», ¬®¤¥«¼ ¥ ¬®¦¥² ¤®±²¨£³²¼ ±²¥¯¥¨

±«®¦®±²¨ ®°¨£¨ « . � ¬®¤¥«¨ ±²°¥¬¿²±¿ ®²° §¨²¼ ±¯¥¶¨´¨·¥±ª¨¥ ®²®¸¥-

¨¿ ¤ ®© ±¨±²¥¬», ±¯¥¶¨ «¼® ¢»¤¥«¥»¥ ¤«¿ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿. �®¤¥«¨°®¢ ¨¥

¯® ±¢®¥© «®£¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°¥  ¯®¬¨ ¥² ³¬®§ ª«¾·¥¨¥ ¯®   «®£¨¨. �®¢°¥-
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¬¥ ¿ ¦¥ ´®°¬ «¼ ¿ «®£¨ª  ¯°¨§ ¥² «¨¸¼ ½¢°¨±²¨·¥±ª³¾ ¶¥®±²¼ ¢»¢®¤®¢

¯®   «®£¨¨, ¢¥¤³¹¨µ ª ±®§¤ ¨¾ £¨¯®²¥§. �®½²®¬³ ¤®«¦» ±³¹¥±²¢®¢ ²¼ ¥-

ª®²®°»¥ ¯° ¢¨«  ¯¥°¥®±  § ¨© ± ¬®¤¥«¨   ®°¨£¨ «. �¨, ¢ ²® ¦¥ ¢°¥¬¿,

¬®£«¨ ¡» ±«³¦¨²¼ ¯° ¢¨« ¬¨ ½ª±²° ¯®«¿¶¨¨ («®£¨ª®-¬¥²®¤®«®£¨·¥±ª ¿ ¯°®¶¥-

¤³° , ±®±²®¿¹ ¿ ¢ ¯¥°¥®±¥ ª ·¥±²¢¥»µ ¨«¨ ª®«¨·¥±²¢¥»µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª

± ®¤®© ¯°¥¤¬¥²®© ®¡« ±²¨   ¤°³£³¾).

�.�.�¥¬®¢ ³±² ®¢¨«, ·²® ½«¥¬¥²» ±¨±²¥¬» ¬®£³² ¡»²¼ ±¢¿§ » ª ª ¢³-

²°¥¨¬¨, ² ª ¨ ¢¥¸¨¬¨ ®²®¸¥¨¿¬¨. �»¢®¤ ¯®   «®£¨¨ ® ¥ª®²®°»µ

±¢®©±²¢ µ ¬®¤¥«¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ½ª±²° ¯®«¨°®¢    ®°¨£¨ « ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³-

· ¥, ¥±«¨ ®²®¸¥¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ¢³²°¥¨¬¨. � ¦¥ ±´®°¬³«¨°®¢ « ¥ª®²®°»¥

¯°¨¶¨¯» ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¢³²°¥¨µ ®²®¸¥¨©.

�±«¨ ®²®¸¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨±ª«¾·¨²¥«¼® ± ¬¨¬¨ ½«¥¬¥² ¬¨ ±¨±²¥¬»,

²® ² ª®¥ ®²®¸¥¨¥ ¡³¤¥² ®¡¿§ ²¥«¼® ¢³²°¥¨¬,   ± ¬  ±¨±²¥¬   §»¢ ¥²±¿

§ ¬ª³²®©, ¨«¨ ¯®«®©.

�°¨¬¥° ¬¨ ¢³²°¥¨µ ®²®¸¥¨© ¬®£³² ±«³¦¨²¼: «®£¨·¥±ª®¥ ®²®¸¥¨¥

±«¥¤®¢ ¨¿, °®¤®-¢¨¤®¢»¥ ®²®¸¥¨¿ ¨ ¤°³£¨¥.

�²®¸¥¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢³²°¥¨¬, ¥±«¨ ±¨±²¥¬  ¥ ¿¢«¿¥²±¿ § ¬ª³²®©.

�²® ¢®§¬®¦®, ¥±«¨ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¯°¨¶¨¯ ° §¬¥°®±²¨. �  ¯° ª²¨ª¥ ¯°¨¶¨¯

° §¬¥°®±²¨ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯°®¢¥°ª®© ±¢®©±²¢, ¯® ª®²®°»¬ ³±²  ¢«¨¢ ¾²±¿

¤ »¥ ®²®¸¥¨¿. � ª,  ¯°¨¬¥°, ®²®¸¥¨¥ ¬¥¦¤³ ·¨±« ¬¨ (®²®¸¥¨¥ ° -

¢¥±²¢ ) ¬®¦¥² ¡»²¼ ³±² ®¢«¥® ¯® ° §»¬ ±¢®©±²¢ ¬:

a � b = c { ¯® ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢»¬ ±¢®©±²¢ ¬,

a+ b = c { ¯®  ¤¤¨²¨¢»¬ ±¢®©±²¢ ¬.

�² ª, ¬®¦® ¤¥´¨¨°®¢ ²¼: ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¼¾ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨

¿¢«¿¥²±¿ ª®°²¥¦ < M ; R

1

, R

2

, : : :, R

m

>, £¤¥ M { ¬®¦¥±²¢® ª®¶¥¯²®¢,  

R

1

, R

2

, : : :, R

m

{ ¢³²°¥¨¥ ®²®¸¥¨¿   ½²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ (¥ ®¡¿§ ²¥«¼®

¡¨ °»¥).

3. �° ´®¢®¥ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥ ®²®¸¥¨©

�®¿²¨¿ (ª®¶¥¯²») ¢ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥» ± ¯®-

¬®¹¼¾ ° §«¨·»µ ¨±ª³±±²¢¥»µ ¿§»ª®¢ (¤¨ £° ¬¬, £° ´®¢ ¨ ¤°³£¨µ). �·¥¼

 £«¿¤»¬ ¨ ¸¨°®ª® ¨±¯®«¼§³¥¬»¬ ¢ ¬ ²¥¬ ²¨ª¥ ¿¢«¿¥²±¿ À¿§»ª £° ´®¢Á.

�° ´» ¿¢«¿¾²±¿ ®¤¨¬ ¨§ ¢ ¦»µ ±¯®±®¡®¢ § ¤ ¨¿ ¡¨ °»µ ®²®¸¥¨©  

ª®¥·»µ ¬®¦¥±²¢ µ.

�³±²¼M = f1, 2, 3, 4g. �»¤¥«¨¬ ¨§ ½²®£® ¬®¦¥±²¢  ¯®¤¬®¦¥±²¢® R ¯ ° <

x; y >, ¢ ª®²®°»µ x < y,R = f< 1; 2 >;< 2; 3 >;< 3; 4 >;< 1; 3 >;< 1; 4 >;< 2; 4 >g

¨ ¤ ¤¨¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¨§®¡° ¦¥¨¥ ®²®¸¥¨¿ R (°¨±.1).
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�®«³·¥ ¿ ´¨£³°   §»¢ ¥²±¿ ®°¨¥²¨°®¢ »¬ £° ´®¬, ¨«¨ ¯°®±²® £° ´®¬,

  ± ¬¨ ²®·ª¨ { ¢¥°¸¨ ¬¨ £° ´ . � ¯° ¢«¥»¥ ®²°¥§ª¨, ±®¥¤¨¿¾¹¨¥ ¢¥°-

¸¨» £° ´ , { °¥¡°  £° ´  (¤³£¨). �° ´ ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¤¥«¼¾ < M ;<> ± ®¤-

¨¬ (¡¨ °»¬) ®²®¸¥¨¥¬ ±²°®£®£® ¯®°¿¤ª  <. �²® ®²®¸¥¨¥ ±²°®£®£®

¯®°¿¤ª  ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ¨ ¤°³£¨¬ £° ´®¬, ª®²®°»©  §»¢ ¥²±¿ ¤¥-

°¥¢®¬ (°¨±.2). �¥°¥¢® ¯®«³· ¥²±¿ ¯³²¥¬ À° ±±«®¥¨¿Á £° ´ . � ·¨ ¥¬ ± ¢¥°-

¸¨» 4, ª®²®°³¾ ° ±¯®« £ ¥¬   1 ¿°³±¥. � ª ª ª ¢ ¢¥°¸¨³ 4 ¢µ®¤¿² ²°¨

¤³£¨ ®² ¢¥°¸¨ 1, 2 ¨ 3, ²® ½²¨ ¢¥°¸¨» ° ±¯®« £ ¥¬   2 ¿°³±¥, ¨ ² ª ¤ «¥¥.

�¥°¸¨», ¢ ª®²®°»¥ ¥ ¢µ®¤¨² ¨ ®¤  ¤³£ ,  §»¢ ¾²±¿ ¢¨±¿·¨¬¨ (¢¥°¸¨ 

1   2 ¿°³±¥ ¨ ¢¥°¸¨» 1, 2, 1   3 ¿°³±¥). � ¬®¦¥±²¢¥M  ¨¡®«¼¸¨¬ ½«¥¬¥-

²®¬ ¿¢«¿¥²±¿ x

0

= 4, ®  §»¢ ¥²±¿ ª®°¥¬ ¤¥°¥¢ . �¥°¸¨» 2 ¿°³±  ®¡° §³¾²

®ª°¥±²®±²¼ x

0

,   «®£¨·® ¢¥°¸¨» 3 ¿°³±  ®¡° §³¾² ®ª°¥±²®±²¼ ¢¥°¸¨ 2

¿°³± . � ° ª²¥°®, ·²® ¢ ¤¥°¥¢¥ ®² ª ¦¤®£® ½«¥¬¥²  ª ¢¥°µ¥¬³ ¿°³±³ ¨¤¥²

°®¢® ®¤  ¤³£ .
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�¥°¥¢® ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¤¥«¼¾ ¡¨ °®£® ®²®¸¥¨¿ R ±²°®£®£® ¯®°¿¤ª . �²«¨·¨-

²¥«¼®© ®±®¡¥®±²¼¾ ¤¥°¥¢  ¿¢«¿¥²±¿ ²®, ·²®:

1) ¢ ¥¬ ±³¹¥±²¢³¥²  ¨¡®«¼¸¨© ½«¥¬¥²;

2) ¨§ ²®£®, ·²® x < y ¨ x < z, ±«¥¤³¥², ·²® y ¨ z ±° ¢¨¬» (y < z ¨«¨ y = z,

¨«¨ z < y).

�®½²®¬³ ®²®¸¥¨¿ ±²°®£®£® ¯®°¿¤ª  <   ¬®¦¥±²¢¥ M , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾-

¹¨¥ ¯¥°¥·¨±«¥»¬ ¢»¸¥ ¤¢³¬ ³±«®¢¨¿¬,  §»¢ ¾² ®²®¸¥¨¥¬ ¤°¥¢¥±®£®

¯®°¿¤ª  (¨«¨ ¤°¥¢¥±»¬ ¯®°¿¤ª®¬).

�«¿ ¤¥°¥¢  ±³¹¥±²¢³¥² ¥±ª®«¼ª® ·¨±«®¢»µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª, ®¤  ¨§ ¨µ µ -

° ª²¥°¨§³¥² ±«®¦®±²¼ ª®¥·®£® ¤¥°¥¢ . � µ®¦¤¥¨¥ ±«®¦®±²¨ ¤¥°¥¢  ¯®-

ª ¦¥¬   ª®ª°¥²®¬ ¯°¨¬¥°¥. �  °¨±³ª¥ 3 ¨§®¡° ¦¥» ¤¥°¥¢¼¿, ¨¬¥¾¹¨¥

®¤¨ ª®¢®¥ ·¨±«® ¢¥°¸¨.
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�«®¦®±²¼ ¢¥°¸¨» �(x

1

) = 3 � 9, £¤¥ 3 { ·¨±«® ¤³£, ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ x

1

; 9 { ·¨±«®

¢±¥µ ¢¥°¸¨, ¢ª«¾· ¿ ¨ ± ¬³ ¢¥°¸¨³ x

1

. � «®£¨·®, �(y) = 1 � 4; �(x) =

2 � 3; �(z) = 2 � 3. �³¬¬ ° ¿ ±«®¦®±²¼ ¢±¥µ ¢¥°¸¨ ¨ ¤ ¥² ±«®¦®±²¼ ¤¥°¥¢ :

�(D

1

) = 3�9+1�4+2�2�3 = 43, ±®®²¢¥²±²¢¥®: �(D

2

) = 2�9+2�4+1�2+2�4+1�2 =

38.

�®«¥¥ ¯®¤°®¡® ± ½²¨¬¨ ¨ ¤°³£¨¬¨ ¯®¿²¨¿¬¨ ¢ ²¥®°¨¨ £° ´®¢ ¬®¦® ®§ -

ª®¬¨²¼±¿ ¢ [12, 13].

� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ±«®¦®±²¼ ¤¥°¥¢  ¡³¤¥¬ ®²®¦¤¥±²¢«¿²¼ ±® ±«®¦-

®±²¼¾ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨.

4. �¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ £° ´» ±²°³ª²³° °¥¸¥¨©

±¾¦¥²»µ § ¤ ·

�«¿ ³²®·¥¨¿ ¯®¿²¨¿ ±²°³ª²³°®£® ½«¥¬¥²  °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨, ®²®¸¥¨©

¬¥¦¤³ ½«¥¬¥² ¬¨ ¨ ±¢®©±²¢  ®²®¸¥¨© ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ § ¤ ·¨.

1.1 �¢²®¬®¡¨«¼ ¤¢¨¦¥²±¿ ° ¢®¬¥°®, ±® ±ª®°®±²¼¾ a ª¬/·. � ª®© ¯³²¼ ®

¯°®©¤¥² §  b ·?

1.2 �¨£  ±²®¨² a °³¡«¥©. �ª®«¼ª® ¤¥¥£ § ¯« ²¨«  ¡¨¡«¨®²¥ª  §  ¯®ª³¯ª³

b ª¨£?

1.3 �°®¨§¢®¤¨²¥«¼®±²¼ ¡°¨£ ¤» a ¤¥² «¥© ¢ · ±. �ª®«¼ª® ¤¥² «¥© ¨§£®²®-

¢¨² ¡°¨£ ¤  §  b · ±®¢?

�°¥¤¬¥² ¿ ®¡« ±²¼ ª ¦¤®© § ¤ ·¨ ±®±²®¨² ¨§ ²°¥µ ¢¥«¨·¨ ¨ ¨µ § ·¥¨©:

c { ¯³²¼, ±²®¨¬®±²¼, ®¡º¥¬ ¢»¯®«¥®© ° ¡®²»; a { ±ª®°®±²¼, ¶¥ , ¯°®¨§-

¢®¤¨²¥«¼®±²¼; b { ¢°¥¬¿, ª®«¨·¥±²¢®. �²¨ ²°¨ ¢¥«¨·¨» ±¢¿§ » ²¥° °»¬

®²®¸¥¨¥¬ ° ¢¥±²¢  c = a � b, ª®²®°®¥ ³±² ®¢«¥® ¯® ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢®¬³

±¢®©±²¢³. �¥°¥¢®¬ ¬®¤¥«¨°³¾²±¿ ²®«¼ª® ¡¨ °»¥ ®²®¸¥¨¿, ¢ § ¤ ·¥ ¦¥

¢ ®±®¢®¬ ®²®¸¥¨¿ ²¥° °»¥. �«¿ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿ ²¥° °»µ ®²®¸¥¨©

¢¢¥¤¥¬ ¯®¿²¨¥ ±¥¬ ²¨·¥±ª®£® ¤¥°¥¢ , ª®²®°®¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¯®¿²¨¿ ¤¥°¥¢ 

²¥¬, ·²® ¢ ª ¦¤³¾ ¢¥°¸¨³ ¯°¨¢¥±¥  ¥ª®²®° ¿ ±¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ¨´®°¬ ¶¨¿

{ ®¤® ¨§ § ·¥¨© ¢¥«¨·¨ ¯°¥¤¬¥²®© ®¡« ±²¨ § ¤ ·¨. � ¤¥°¥¢¥ ®²¬¥· ¥²±¿

±¢®©±²¢®, ¯® ª®²®°®¬³ ³±² ®¢«¥® ®²®¸¥¨¥ ° ¢¥±²¢  (°¨±.4).
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�§ ²°¥µ ½«¥¬¥²®¢ ¯°¥¤¬¥²®© ®¡« ±²¨ ®¤¨ ½«¥¬¥² c ¿¢«¿¥²±¿ ¥¨§¢¥±²»¬,

¯°¨ ½²®¬ ® ¿¢«¿¥²±¿ ¨ ¨±ª®¬»¬,   ¤¢  ¤°³£¨µ ½«¥¬¥²  a ¨ b ¿¢«¿¾²±¿ ¨§¢¥±²-

»¬¨.

� §®¢¥¬ ½²®² ±¥¬ ²¨·¥±ª¨© £° ´ (¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¯°®±²® £° ´) £° ´®¬ § -

¢¨±¨¬®±²¼¾: c = a � b. � ±¨«³ ®¡° ²¨¬®±²¨ ®¯¥° ¶¨© ³¬®¦¥¨¿ ¨ ¤¥«¥¨¿,
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½²®² £° ´ ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¤¥«¼¾ ¨ ¢§ ¨¬® ®¡° ²»µ § ¤ ·: a = c=b ¨«¨ b = c=a.

�«®¦®±²¼ £° ´ : � = 2 � 3 = 6.

�° ´ ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¤¥«¼¾ ±²°³ª²³° °¥¸¥¨© § ¤ · 1:1 � 1:3 ±® ±«®¦®±²¼¾

°¥¸¥¨¿ � = 6 (±²°³ª²³°»¥ ½«¥¬¥²» { § ·¥¨¿ ¢¥«¨·¨; ®²®¸¥¨¥ { ²¥°-

 °®¥ ®²®¸¥¨¥ ° ¢¥±²¢ , § ¤ ®¥ ¯® ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢®¬³ ±¢®©±²¢³).

�²  ¬®¤¥«¼ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¥¹¥ ®¤®¬³  ±¯¥ª²³ ±¨±²¥¬®£®   «¨§ . � 

¿¢«¿¥²±¿ ¨²¥£° ¶¨®®© ¬®¤¥«¼¾ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ · ° §«¨·»µ ±¾¦¥²®¢ ¨

°¥¸¥¨¿ ¢§ ¨¬®®¡° ²»µ § ¤ ·.

�«¿ ¢»¿¢«¥¨¿ ¤°³£¨µ ®²®¸¥¨© ¢ § ¤ · µ ®£° ¨·¨¬±¿ ²®«¼ª® ±¾¦¥²-

»¬¨ § ¤ · ¬¨   ¤¢¨¦¥¨¥.

� ¤ ·  2. �ª®°®±²¼ ¢¥«®±¨¯¥¤¨±²  a

1

ª¬/·,   ±ª®°®±²¼ ¬®²®¶¨ª«¨±²    d

ª¬/· ¡®«¼¸¥ (¢ d ° § ¡®«¼¸¥). � ©²¨ ±ª®°®±²¼ ¬®²®¶¨ª«¨±² .

�°¥¤¬¥² ¿ ®¡« ±²¼ § ¤ ·¨ ±®±²®¨² ¨§ ®¤®© ®±®¢®© ¢¥«¨·¨» { ±ª®°®-

±²¨ ¨ ¤¢³µ ¥¥ § ·¥¨©: ®¤® § ·¥¨¥ ¨§¢¥±²® { ±ª®°®±²¼ ¢¥«®±¨¯¥¤¨±² ; ¤°³-

£®¥ § ·¥¨¥ { ±ª®°®±²¼ ¬®²®¶¨ª«¨±²  ¥¨§¢¥±²® ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª®¬»¬. �°®¬¥

®±®¢®© ¢¥«¨·¨» { ±ª®°®±²¨, ¢ § ¤ ·¥ § ¤ »: 1) § ·¥¨¥ ° §®±²®£® ®²-

®¸¥¨¿ ¤¢³µ § ·¥¨© ®±®¢®© ¢¥«¨·¨» (  d ª¬/· ¡®«¼¸¥), 2) § ·¥¨¥

ª° ²®£® ®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ § ·¥¨¿¬¨ ®±®¢®© ¢¥«¨·¨» ( ¢ d ° § ¡®«¼¸¥).

�®¤¥«¼¾ ±²°³ª²³°» °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ¿¢«¿¥²±¿ £° ´ (°¨±.5).
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a

1
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�¨±.5

�° ´ (°¨±.5 ))  §®¢¥¬ £° ´®¬ ° §®±²®£® ±° ¢¥¨¿,   £° ´ (°¨±.5¡)) { £° -

´®¬ ª° ²®£® ±° ¢¥¨¿. �«®¦®±²¼ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨: � = 2 � 3 = 6. �²¨ £° ´»

¿¢«¿¾²±¿ ¬®¤¥«¿¬¨ °¥¸¥¨© § ¤ ·: 1) ± ±®®²®¸¥¨¥¬ ° ¢¥±²¢  a

2

= a

1

+d, § -

¤ ®¬³ ¯®  ¤¤¨²¨¢®¬³ ±¢®©±²¢³,   ² ª¦¥ ¢§ ¨¬® ®¡° ²»µ § ¤ ·: a

1

= a

2

�d

¨«¨ d = a

2

� a

1

, 2) ± ±®®²®¸¥¨¥¬ ° ¢¥±²¢  a

2

= a

1

� d, § ¤ ®¬³ ¯® ¬³«¼-

²¨¯«¨ª ²¨¢®¬³ ±¢®©±²¢³,   ² ª¦¥ ¢§ ¨¬® ®¡° ²»µ § ¤ ·: a

1

= a

2

=d ¨«¨

d = a

2

=a

1

.

� ¤ ·  3. �§ ¤¢³µ ¯³ª²®¢  ¢±²°¥·³ ¤°³£ ¤°³£³ ¢»¥µ «¨ ¤¢  ¢¥«®±¨¯¥-

¤¨±² . � ©²¨ ¨µ ®²®±¨²¥«¼³¾ ±ª®°®±²¼, ¥±«¨ ±ª®°®±²¼ ¯¥°¢®£® a

1

ª¬/·,  

±ª®°®±²¼ ¢²®°®£® a

2

ª¬/·.

�®¤¥«¼ ±²°³ª²³°» °¥¸¥¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¥    °¨±³ª¥ 6 .
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�°¥¤¬¥² ¿ ®¡« ±²¼ § ¤ ·¨ ±®±²®¨² ¨§ ®¤®© ¢¥«¨·¨» { ±ª®°®±²¨. �¢  § -

·¥¨¿ a

1

¨ a

2

¨§¢¥±²»,   ²°¥²¼¥ § ·¥¨¥ a { ®²®±¨²¥«¼ ¿ ±ª®°®±²¼ { ¥¨§-

¢¥±²® ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª®¬»¬. �®¤¥«¨°³¥²±¿ ±²°³ª²³°  °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ± ®²®-

¸¥¨¥¬ ° ¢¥±²¢  a = a

1

+ a

2

. � §®¢¥¬ £° ´ (°¨±.6 )) £° ´®¬ ±³¬¬¨°®¢ ¨¿.

� § ¤ · µ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¥ ²®«¼ª® ®²®¸¥¨¥ ±®¥¤¨¥¨¿ (±³¬¬¨°®¢ ¨¿), ®

¨ ®²¨¬ ¨¿: a = a

1

� a

2

(°¨±.6¡)). � ª®© £° ´  §®¢¥¬ £° ´®¬ ®²¨¬ ¨¿.

�«®¦®±²¼ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨: � = 2 � 3 = 6.

� ±±¬®²°¥»¥ £° ´» ¿¢«¿¾²±¿ ¬®¤¥«¿¬¨ ¢³²°¥¨µ ®²®¸¥¨© °¥¸¥¨©

±¾¦¥²»µ § ¤ ·. � §®¢¥¬ ¨µ £° ´ ¬¨ I ¯®°¿¤ª  ±«®¦®±²¨. �²°³ª²³°»¬¨

½«¥¬¥² ¬¨ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ (ª®¶¥¯² ¬¨) ¿¢«¿¾²±¿ § ·¥¨¿ ¢¥«¨·¨ ¨ °¥-

§³«¼² ²» ° §®±²®£® ¨«¨ ª° ²®£® ±° ¢¥¨© § ·¥¨© ¤¢³µ § ·¥¨© ®¤®©

¨ ²®© ¦¥ ¢¥«¨·¨».

�®¤¥«¨ °¥¸¥¨© ¡®«¥¥ ±«®¦»µ § ¤ · ±²°®¿²±¿ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ £° ´®¢ I

¯®°¿¤ª  ±«®¦®±²¨.

� ¤ ·  4. �¥«®±¨¯¥¤¨±², ¤¢¨£ ¿±¼ ±® ±ª®°®±²¼¾ 12 ª¬/·, ¯°®¥µ « 24 ª¬.

� ª®¥ ° ±±²®¿¨¥ ¯°®¥¤¥² §  ½²® ¢°¥¬¿ ¬®²®¶¨ª«¨±², ±ª®°®±²¼ ª®²®°®£® 36

ª¬/·? (°¨±.7)
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�²®² £° ´ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥°¥¢®¬. �²°³ª²³°»© ½«¥¬¥² b ¿¢«¿¥²±¿ ®¡¹¨¬ ¤«¿

¤¢³µ § ¤ ·»µ ±¨²³ ¶¨©: 1) ° ¢®¬¥°®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ¢¥«®±¨¯¥¤¨±²  ¨ 2) ° ¢®-

¬¥°®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ¬®²®¶¨ª«¨±² . � ±±«®¨¬ ½²®² £° ´ ¯³²¥¬ À° §¤¢®¥¨¿Á ¢¥°-

¸¨» b (°¨±.8) ¢ ¤¢  ¤¥°¥¢ .
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c
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� ¦¤®¥ ¤¥°¥¢® ¬®¤¥«¨°³¥² ®¤³ ¨§ § ¤ ·»µ ±¨²³ ¶¨©. �®¢®ª³¯®±²¼ ¤¥°¥¢¼¥¢

®¡° §³¥² «¥±. �«®¦®±²¼ «¥±  ¡³¤¥¬ µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ª ª ±³¬¬ °³¾ ±«®¦-

®±²¼ ¤¥°¥¢¼¥¢ ¥£® ±®±² ¢«¿¾¹¨µ: � = �(c

1

) + �(c

2

) = 6 + 6 = 12.

1. c

1

= a

1

� b, b = c

1

=a

1

.

2. c

2

= a

2

� b, c

2

= a

2

� c

1

=a

1

= (36 � 24)=12 = 72 ª¬.

� ¤ ·  5. �§ ¤¢³µ ¯³ª²®¢, ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ª®²®°»¬¨ 96 ª¬, ®¤®¢°¥-

¬¥®  ¢±²°¥·³ ¤°³£ ¤°³£³ ¢»¥µ «¨ ¢¥«®±¨¯¥¤¨±² ±® ±ª®°®±²¼¾ 12 ª¬/· ¨

¬®²®¶¨ª«¨±², ±ª®°®±²¼ ª®²®°®£® 36 ª¬/·. �¥°¥§ ±ª®«¼ª® · ±®¢ ®¨ ¢±²°¥²¿²±¿?

�²°³ª²³°  °¥¸¥¨¿ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ £° ´®¬ (°¨±.9).
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�¨±.9

+

1. c = a � b,

2. a = a

1

+ a

2

,

3. c = (a

1

+ a

2

) � b, b = c=(a

1

+ a

2

), b = 96=(36 + 12) = 2·,

� = 2 � 5 + 2 � 3 = 16,

£¤¥ c ª¬ { ° ±±²®¿¨¥, a ª¬/· { ®²®±¨²¥«¼ ¿ ±ª®°®±²¼, a

1

ª¬/· { ±ª®°®±²¼

¢¥«®±¨¯¥¤¨±² , a

2

ª¬/· { ±ª®°®±²¼ ¬®²®¶¨ª«¨±² , b · { ¢°¥¬¿.

� ¤ ·  6. � ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯³ª² ¬¨ ¢¥«®±¨¯¥¤¨±² ¯°®¥§¦ ¥² §  8

·. �®²®¶¨ª«¨±², ±ª®°®±²¼ ª®²®°®£®   20 ª¬/· ¡®«¼¸¥ ±ª®°®±²¨ ¢¥«®±¨¯¥¤¨±² ,

¯°®¥§¦ ¥² ½²® ¦¥ ° ±±²®¿¨¥ §  3 ·. � ©²¨ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¯³ª² ¬¨.

�²°³ª²³°  °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ { «¥± (°¨±.10).
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2

a

1

20

b

1

a

1

�¨±.10

c

1. c = a

1

� b

1

,

2. c = a

2

� b

2

,

3. a

2

= a

1

+ 20, c = (a

1

+ 20) � b

2

,

4. a

1

� b

1

= a

1

� b

2

+ 20 � b

2

, a

1

= 20 � b

2

=(b

1

� b

2

) = (20 � 3)=(8 � 3) = 12·.

� = 6 + 16 = 22.

� ¤ ·  7. �¥«®±¨¯¥¤¨±² ¯°®¥§¦ ¥² 36 ª¬ §  3 ·,   ¬®²®¶¨ª«¨±² 180 ª¬

§  5 ·. � ª®¥ ° ±±²®¿¨¥ ¯°®¥¤³² ¢¥«®±¨¯¥¤¨±² ¨ ¬®²®¶¨ª«¨±² ¢¬¥±²¥ §  6 ·?

(°¨±.11)
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1. c

1

= a

1

� b

1

, a

1

= c

1

=b

1

,

2. c

2

= a

2

� b

2

, a

2

= c

2

=b

2

,

3. c = a � b,

4. a = a

1

+ a

2

,

5. c = (c

1

=b

1

+ c

2

=b

2

) � b, c = (36=3 + 180=5) � 6 = 288ª¬.

� = 2 � 2 � 3 + 2 � 5 + 2 � 3 = 28.

�®«¨·¥±²¢¥ ¿ ®¶¥ª  ±«®¦®±²¨ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥ª²¨¢®©

®±®¢®© ¤«¿ ±¨±²¥¬ ²¨§ ¶¨¨ § ¤ · ¢ ±¨±²¥¬³, ª®²®° ¿ ¢ ¯° ª²¨ª¥ ¯°¥¯®¤ ¢ -

¨¿ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¨²³¨²¨¢®. �°®¨««¾±²°¨°³¥¬ ½²®   ¯°¨¬¥°¥ ¤¢³µ § ¤ ·,

¢§¿²»µ ¨§ ³·¥¡¨ª   «£¥¡°» ¤«¿ 7 ª« ±±  (�.�. �«¨¬®¢ ¨ ¤°³£¨¥).

� ¤ ·  8 (127

�

). � ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯®±¥«ª ¬¨ ° ¢® 9 ª¬. �®°®£ 

¨¬¥¥² ¯®¤º¥¬, ° ¢®¬¥°»© ³· ±²®ª ¨ ±¯³±ª. �ª®°®±²¼ ¯¥¸¥µ®¤    ¯®¤º¥¬¥

° ¢  4 ª¬/·,   ° ¢¨®¬ ³· ±²ª¥ { 5 ª¬/·,   ±¯³±ª¥ { 6 ª¬/·. �ª®«¼ª®

ª¨«®¬¥²°®¢ ±®±² ¢«¿¥² ° ¢¨»© ³· ±²®ª, ¥±«¨ ¯¥¸¥µ®¤ ¯°®µ®¤¨² ° ±±²®¿¨¥

®² ®¤®£® ¯®±¥«ª  ¤® ¤°³£®£® ¨ ®¡° ²® §  3 · ±  ¨ 11 ¬¨³²?
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�®¤¥«¼ ±²°³ª²³°» °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ¯°¥¤±² ¢«¥    °¨±³ª¥ 12,
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c

1

+

c

c

00

+

� �

c

3

c

2

a

3 b

5

a

2 b

4

b

3

b

3

c ª¬ { ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¯®±¥«ª ¬¨,

c

1

ª¬ { ¤«¨  ° ¢¨®£® ³· ±²ª ,

a

1

ª¬/· { ±ª®°®±²¼ ¯¥¸¥µ®¤    ° ¢¨®¬ ³· ±²ª¥,

b

1

· { ¢°¥¬¿ ¯¥¸¥µ®¤    ° ¢¨®¬ ³· ±²ª¥.

�®®²¢¥²±²¢¥®:

c

2

, a

2

, b

2

{ § ·¥¨¿ ¢¥«¨·¨   ¯®¤º¥¬¥,

c

3

, a

3

, b

3

{ § ·¥¨¿ ¢¥«¨·¨   ±¯³±ª¥,

c

0

= c

2

+ c

3

{ ° ±±²®¿¨¥, ¯°®©¤¥®¥ ¯¥¸¥µ®¤®¬   ¯®¤º¥¬¥ ¨ ±¯³±ª¥.

c

3

, a

2

, b

4

{ § ·¥¨¿ ¢¥«¨·¨   ¯®¤º¥¬¥, ª®£¤  ¯¥¸¥µ®¤ ¤¢¨£ «±¿ ¢ ®¡° ²®¬

 ¯° ¢«¥¨¨,

c

2

, a

3

, b

5

{ § ·¥¨¿ ¢¥«¨·¨ ¯°¨ ±¯³±ª¥.

b · { ¢°¥¬¿, § ²° ·¥®¥ ¯¥¸¥µ®¤®¬ ¤«¿ ¯°®µ®¦¤¥¨¿ ¯³²¨ ®² ®¤®£® ¯®-

±¥«ª  ¤® ¤°³£®£® ¨ ®¡° ²®,

b

1

· { ¢°¥¬¿   ° ¢¨®¬ ³· ±²ª¥,

b

0

= b

2

+ b

5

{ ±³¬¬ °®¥ ¢°¥¬¿, § ²° ·¥®¥   ¯®¤º¥¬¥,   § ²¥¬   ±¯³±ª¥

¤«¿ ¯°®µ®¦¤¥¨¿ ®¤®£® ¨ ²®£® ¦¥ ³· ±²ª . � «®£¨·®:

b

00

= b

3

+ b

4

.

� = (2 � 11 + 2 � 3 + 2 � 7 + 2 � 2 � 3) � 2 + 2 � 9 + 2 � 7 + 2 � 2 � 3 = 152.

� ¤ ·  9 (754

��

). �«¿ ±®¤¥°¦ ¨¿ «®¸ ¤¥© ¡»« ±¤¥«  § ¯ ± ±¥    ¥-

ª®²®°®¥ ¢°¥¬¿. �±«¨ ¡» «®¸ ¤¥© ¡»«®   2 ¬¥¼¸¥, ²® ½²®£® § ¯ ±  µ¢ ²¨«®

¡» ¥¹¥   10 ¤¥©; ¥±«¨ ¡» «®¸ ¤¥© ¡»«®   2 ¡®«¼¸¥, ²® § ¯ ±  ¥ µ¢ ²¨«®

¡»   6 ¤¥©. �ª®«¼ª® ¡»«® «®¸ ¤¥© ¨   ±ª®«¼ª® ¤¥© ¡»« ±¤¥«  § ¯ ± ±¥ ?

(�¨±.13)
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c { § ¯ ± ±¥ ,

a { ª®«¨·¥±²¢® «®¸ ¤¥©,

b { ª®«¨·¥±²¢® ¤¥©.

� = 2 � (2 � 7 + 2 � 2 � 3) + 2 � 3 = 58.

�¡³·¥¨¥ ³· ¹¨µ±¿ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¾ ±²°³ª²³° °¥¸¥¨© ±¾¦¥²»µ § ¤ · ¯®-

§¢®«¿¥² ¢ª«¾· ²¼ ¨µ ¢ ¤¥¿²¥«¼®±²¼ ¯® ±®§¤ ¨¾ ¬®¤¥«¥© ¨ °¥¸¥¨¾ § ¤ ·

®¤¨ ª®¢®© ±²°³ª²³°», ® ° §«¨·»µ ±¾¦¥²®¢.

� ¤ ·  10. �®¨  ¡ ¡³¸ª  ° §¢¥«  £³±¥© ¨ ª°®«¨ª®¢, ³ ª®²®°»µ 25 £®«®¢ ¨

54 « ¯ª¨. �ª®«¼ª® £³±¥© ¨ ±ª®«¼ª® ª°®«¨ª®¢ ³ ¡ ¡³¸ª¨?

� ¤ ·  11. � ¬ «¼·¨ª  ¡»«® 370 °³¡«¥© ¯¿²¨°³¡«¥¢»¬¨ ¨ ¤¢ ¤¶ ²¨°³¡«¥-

¢»¬¨ ¬®¥² ¬¨; ¢±¥£® 26 ¬®¥². �ª®«¼ª® ¯¿²¨°³¡«¥¢»µ ¨ ±ª®«¼ª® ¤¢ ¤¶ ²¨°³-

¡«¥¢»µ ¬®¥² ³ ¥£® ¡»«®?

� ¤ ·  12. � ¯°¨· «   µ®¤¨«®±¼ 6 «®¤®ª, · ±²¼ ¨§ ª®²®°»µ ¡»«  ¤¢³µ-

¬¥±²»¬¨,   · ±²¼ ²°¥µ¬¥±²»¬¨. �±¥£® ¢ ½²¨ «®¤ª¨ ¬®¦¥² ¯®¬¥±²¨²¼±¿ 14

·¥«®¢¥ª. �ª®«¼ª® ¤¢³µ¬¥±²»µ ¨ ±ª®«¼ª® ²°¥µ¬¥±²»µ «®¤®ª ¡»«® ³ ¯°¨· « ?

�²°³ª²³°» °¥¸¥¨¿ ½²¨µ § ¤ · ®¤¨ ª®¢». �µ ¬®¤¥«¨ ¡³¤³² ¨§®¬®°´»

¬®¤¥«¨, ¯°¨¢¥¤¥®©   °¨±³ª¥ 14.
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b

b

1

b

2

+

� = 2 � 3 + 2 � 7 + 2 � 2 � 3 = 32.

�¥§³«¼² ²» ±®¡±²¢¥®£® ®¯»²  ¯® ®¡³·¥¨¾ ³· ¹¨µ±¿ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¾

±²°³ª²³° °¥¸¥¨© ±¾¦¥²»µ § ¤ ·  ·¨ ¿ ± 5 ª« ±±  ¯®§¢®«¿¾² ³²¢¥°¦¤ ²¼,

·²® ª ª®¶³ ³·¥¡®£® £®¤  ³· ¹¨¥±¿ ¬®£³² °¥¸ ²¼ § ¤ ·¨ ±«®¦®±²¨ � = 32,

  ±¨«¼»¥ ³· ¹¨¥±¿ { ¨ ¡®«¥¥ ±«®¦»¥ § ¤ ·¨.
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5. � ª«¾·¥¨¥

� ° ¡®²¥ ¨§«®¦¥ ®¤¨ ¨§ ¢®§¬®¦»µ ¯®¤µ®¤®¢ ª ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¾ ±²°³ª²³°

°¥¸¥¨© ±¾¦¥²»µ § ¤ · ¨  µ®¦¤¥¨¥ ±«®¦®±²¨ ¨µ °¥¸¥¨¿. �°¨ ½²®¬:

1. �° ´®¢ ¿ ¬®¤¥«¼ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ¢»° ¦ ¥² ¯°®£° ¬¬³, ±®§¤ ¢ ¥¬³¾ ¢

¯°®¶¥±±¥   «¨§  § ¤ ·¨, £¤¥ ·¥²ª® ³ª §   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢»¯®«¿¥¬»µ

¤¥©±²¢¨©.

2. �° ´ ±«³¦¨² ±®µ° ¥¨¾ ¨´®°¬ ¶¨¨, ¯°¥¤³¯°¥¦¤ ¥² ®² ¡«³¦¤ ¨©,

±¢¿§ »µ ± ¯®¢²®°¥¨¥¬ ³¦¥ ° ±±¬®²°¥»µ ª®¬¡¨ ¶¨©.

3. �¤¨ ¨ ²®² ¦¥ £° ´ ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¤¥«¼¾ ±²°³ª²³°» °¥¸¥¨¿ ¥ ®¤®©

±¾¦¥²®© § ¤ ·¨,   ¬®¦¥±²¢ , ¨¬¥¾¹¨µ ®¤® ¨ ²® ¦¥ ª®«¨·¥±²¢® ®²®¸¥¨©,

±¢¿§ »µ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¯® ®¤¨¬ ¨ ²¥¬ ¦¥ ±¢®©±²¢ ¬.

4. �²°³ª²³°  °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ { ®¡º¥ª²¨¢ ¿ ¥¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ,   ¥¥ ª®-

«¨·¥±²¢¥ ¿ ®¶¥ª  ¿¢«¿¥²±¿ ®±®¢®© ¤«¿ ±¨±²¥¬ ²¨§ ¶¨¨ § ¤ · ¢ ±¨±²¥¬³ ¯®

 ° ±² ¾¹¥© ±«®¦®±²¨ ¨µ °¥¸¥¨¿. �²°³ª²³°»©   «¨§ °¥¸¥¨¿ § ¤ · ¢

³·¥¡¨ª µ 7 ª« ±±  ¯®ª § «, ·²®  ¨¡®«¼¸ ¿ ±«®¦®±²¼ °¥¸¥¨¿ � = 152,  

 ¨¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® § ¤ · ¯°¨µ®¤¨²±¿   ±«®¦®±²¼ � = 32.
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��� 681.14

�� ������������ ������� ���

�������� ���������������

��������� � 5-6 �������

�.�. �®®¯ª¨ 

It is not a new idea to refuse from axioms and theorems in Geometry. But,

it fact, it is seldom met in practice. The realization of this idea is possible in

the �eld of applied Geometry, by using the empirical method.

1. �¢¥¤¥¨¥

� ¯®±«¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¢ ¯¥· ²¨ ¨¤¥² ¯®«¥¬¨ª  ® °®«¨ ° §¢¨¢ ¾¹¥© ´³ª¶¨¨ ¢

£¥®¬¥²°¨·¥±ª®¬ ®¡° §®¢ ¨¨, ®¤¨¬¨ ¨§ ¢ ¦¥©¸¨µ ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ª®²®°®©

¿¢«¿¾²±¿,    ¸ ¢§£«¿¤, ° §¢¨²¨¥ «®£¨ª¨ ¨ ° §¢¨²¨¥ ¨²³¨¶¨¨ (¨¬¥¥²±¿ ¢

¢¨¤³ £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¨²³¨¶¨¿). �¥®±¯®°¨¬»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ²®, ·²® £¥®¬¥²°¨¿,

ª ª, ¯®¦ «³©, ¨ª ª®© ¤°³£®© ¯°¥¤¬¥² ±¯®±®¡±²¢³¥² ° §¢¨²¨¾ ®¡®¨µ ª ·¥±²¢,

À¯®±ª®«¼ª³ «®£¨·¥±ª¨© ¨ ¨²³¨²¨¢»©  ±¯¥ª²» ¢ ½²®¬ ¯°¥¤¬¥²¥ ¯¥°¥¯«¥² -

¾²±¿Á [4] ®·¥¼ ²¥±®.

� ¤°³£®© ±²®°®», ¯°®²¨¢®°¥·¨¿ ¬¥¦¤³ À±³µ®© «®£¨ª®©Á ¨ À¦¨¢»¬ ¢®®¡° -

¦¥¨¥¬Á ¿¢«¿¥²±¿ ®¤®© ¨§ ®±®¢»µ ¯°¨·¨ ¬®£¨µ ¬¥²®¤¨·¥±ª¨µ ²°³¤®±²¥©

¢ ¢®¯°®± µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ®¡° §®¢ ¨¿ [17],  ·¨ ¿ ± ±®±² ¢«¥¨¿ ¸ª®«¼-

»µ ¯°®£° ¬¬ ¨ ª®· ¿ ®¶¥¨¢ ¨¥¬ § ¨© ³· ¹¨µ±¿. �³¹¥±²¢¥»¬ ¯°¥¯¿²-

±²¢¨¥¬ ¢ ¤¥«¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ®¡° §®¢ ¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ³±² ®¢¨¢¸¥¥±¿ §  ¬®-

£¨¥ £®¤» ¯®«®¦¥¨¥ ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨ ¢ ¸ª®«¥. �» ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤³ ®¤® ¨§ £« ¢-

»µ ¯°®²¨¢®°¥·¨© ±®¢°¥¬¥»µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ª³°±®¢: ¯¥°¢¨·®±²¼¾ ¯°®-

±²° ±²¢¥»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨©, ´®°¬¨°³¾¹¨µ±¿ ³ ·¥«®¢¥ª , ¨ ²° ¤¨¶¨®»¬

¤«¿ �®±±¨¨ ¯®¤µ®¤®¬ ª ¯®±²°®¥¨¾ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨, ª®²®-

°»©  ¢¿§»¢ ¥² µ®¤ ° §¬»¸«¥¨© ¢ ¥¥±²¥±²¢¥®¬  ¯° ¢«¥¨¨ - ®² ¯«®±ª®-

±²¨ ª ¯°®±²° ±²¢³. � ¥¹¥ ®¤® ¨§ ¢ ¦¥©¸¨µ ¯°¥¯¿²±²¢¨© ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®

¢ ¸ª®«¥ £¥®¬¥²°¨¿ ¨§³· ¥²±¿ ²®«¼ª® ± 7 ª« ±±  ¨ ²®«¼ª® ¢ ° ¬ª µ ±¨±²¥¬ -

²¨·¥±ª®£® ª³°± , ¯°¨ ½²®¬ ¯®·²¨ ¯®«®±²¼¾ ®²±³²±²¢³¥² ¨§³·¥¨¥  £«¿¤®©

£¥®¬¥²°¨¨. �°¥ª° ±® ¯®¨¬ ¿, ·²® ¤ »© ¯®¤µ®¤ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡¹¥¯°¨¿²»¬,

¬», ²¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¥ ¢¨¤¨¬ ³¡¥¤¨²¥«¼»µ  °£³¬¥²®¢, ®¡º¿±¿¾¹¨µ, ¯®·¥¬³
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£¥®¬¥²°¨¿ ¯®«³·¨«  ¢ ¸ª®«¥ ¨¬¥® ² ª®© ±² ²³±. � ®±®¢»¥ ²°³¤®±²¨ ¢

¨§³·¥¨¨ £¥®¬¥²°¨¨ ±¢¿§ », ª ª  ¬ ª ¦¥²±¿, ¨¬¥® ± ½²¨¬ ±«®¦¨¢¸¨¬±¿

¯®«®¦¥¨¥¬ ¢ ¸ª®«¥.

�§«¨¸¥¥ ³¢«¥·¥¨¥  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª¨¬ ¯®¤µ®¤®¬ ¢ ³¹¥°¡ ±®¤¥°¦ ²¥«¼»¬

¢®¯°®± ¬ ¤¥« ¥² ª³°± £¥®¬¥²°¨¨ ±³µ¨¬, «¨¸¥»¬  £«¿¤®±²¨, ¥¬®²¨¢¨°®-

¢ »¬. � ¬¥¦¤³ ²¥¬ ± ¬® ¯°®¨±µ®¦¤¥¨¥ £¥®¬¥²°¨¨ ¨§ ¯®²°¥¡®±²¥© ¯° ª-

²¨ª¨ ¯®§¢®«¿¥² ±¤¥« ²¼ ¥¥ ¨§«®¦¥¨¥ ¡®«¥¥ ¦¨¢»¬ ¨ ¯®¿²»¬.

2. �®¢°¥¬¥»© ¸ª®«¼»© ª³°± £¥®¬¥²°¨¨

� ¯°®£° ¬¬ µ ¨ ³·¥¡¨ª µ ¯® ¬ ²¥¬ ²¨ª¥ ¯°®¸«»µ «¥² (  ¢ ¥ª®²®°»µ ³·¥¡¨-

ª µ ¨ ¤® ±¨µ ¯®°), ¥±«¨ £®¢®°¨²¼ ® £¥®¬¥²°¨¨, ±®¢¥°¸¥® ¥ ³·¨²»¢ ¾²±¿ ¨

³¬±²¢¥®¥ ° §¢¨²¨¥ °¥¡¥ª , ¨ ¢®§° ±²»¥ ®±®¡¥®±²¨. � ¯®±«¥¤¥¥ ¢°¥¬¿

®¡ ½²®¬ ¬®£® £®¢®°¿², ®, ª ±®¦ «¥¨¾, ®·¥¼ ¬ «® ·²® ¤¥« ¥²±¿. �®£¨ª 

£¥®¬¥²°¨·¥±ª®© · ±²¨ ¯°®£° ¬¬» ¯® ¬ ²¥¬ ²¨ª¥ ¤«¿ 1-4 ª« ±±®¢ ( · «¼ ¿

¸ª®« ) ¯°®·¨²»¢ ¥²±¿ «¥£ª®: ¯®¤£®²®¢¨²¼ °¥¡¿² ª ±«®¦®¬³ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®¬³

ª³°±³ £¥®¬¥²°¨¨. �®, ®±² ®¢¨¢¸¨±¼   ³°®¢¥ § ª®¬±²¢  ± ²¥°¬¨®«®£¨¥© ¨

¯°¨¬¨²¨¢»¬¨ ¯®±²°®¥¨¿¬¨, ¯°®£° ¬¬  ¥ ¨±¯®«¼§³¥² ¨ ¥¯®±°¥¤±²¢¥»©

¨²¥°¥± ª £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ¢ ½²®¬ ¢®§° ±²¥, ¨ ¡®£ ²»© £¥®¬¥-

²°¨·¥±ª¨© ®¯»² ¤¥²¥©, ¥ ±² ¢¨² ¢ ª ·¥±²¢¥ ¶¥«¨ ° §¢¨²¨¥ ¨µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®©

¨²³¨¶¨¨ [13]. �¥ ½«¥¬¥²» £¥®¬¥²°¨¨, ª®²®°»¥ ¢ª«¾·¥» ¢ ¯°®£° ¬¬³ ¬« ¤-

¸¨µ ª« ±±®¢, °¥ «¼®£® ¤¥©±²¢¨¿, ª ±®¦ «¥¨¾, ¥ ¯°®¨§¢®¤¿². � ¡®«¥¥ ²®£®,

¯°®¢¥¤¥®¥ ®¤®¢°¥¬¥® ± ¯®¿¢«¥¨¥¬ ½«¥¬¥²®¢ £¥®¬¥²°¨¨ ¨§¬¥¥¨¥ ±®¤¥°-

¦ ¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¯°®£° ¬¬ ¤«¿ ¬« ¤¸¨µ ¸ª®«¼¨ª®¢ ¯°¨¢®¤¨² ª ³²° ²¥

°¿¤  ´ ª²®¢, ±®¤¥©±²¢®¢ ¢¸¨µ ° §¢¨²¨¾ ³ ¸ª®«¼¨ª®¢ «®£¨·¥±ª®£® ¬»¸«¥¨¿,

·²® ®²°¨¶ ²¥«¼® ±ª §»¢ ¥²±¿   ¯°®¶¥±±¥ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨.

�®°®¸® ¨§¢¥±²®, ª ª®© ®£°®¬»© ¯³²¼ ¢ ±¢®¥¬ ¨²¥««¥ª²³ «¼®¬ ° §¢¨²¨¨

¯°®µ®¤¨² °¥¡¥®ª ¢ ¯¥°¢»¥ 5 - 6 «¥² ±¢®¥© ¦¨§¨. � ¡®£ ²®¬ ¢®®¡° ¦¥¨¨ ¥£®

¯°¥¤±² ¢«¥¨© ®¡ ®ª°³¦ ¾¹¥¬ ¬¨°¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ § ¨¬ ¾²

®¤® ¨§ ¶¥²° «¼»µ ¬¥±². �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ®¯»² ¸¥±²¨«¥²¥£® °¥¡¥ª   -

±²®«¼ª® ¬®£®£° ¥, ·²® ¥±«¨ £®¢®°¨²¼ ® ° §¢¨²¨¨  £«¿¤®-£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ

¯°¥¤±² ¢«¥¨©, ²® ¨§³·¥¨¥ £¥®¬¥²°¨¨ ¢ ¸ª®«¥ ¥¬®£®¥ ¬®¦¥² ª ¥¬³ ¤®¡ -

¢¨²¼. �¥¡¥®ª ¤®¸ª®«¼®£® ¢®§° ±²  ¬®£® § ¥², ¬®£®¥ ³¬¥¥² ¤¥« ²¼ °³ª ¬¨.

�¬³ ¤®±² ¢«¿¾² ®£°®¬®¥ ³¤®¢®«¼±²¢¨¥ § ¿²¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ¨£° ¬¨, ¡³-

ª¢ «¼® ¢±¥, ·²® ±¢¿§ ® c £¥®¬¥²°¨¥©. � ² ª¨¬ ¨£° ¬ ¬®¦® ®²¥±²¨ «¾¡»¥,

ª®²®°»¥ ¨±¯®«¼§³¾² ² ª¨¥ ¢¨¤» £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨, ª ª °¨±®¢ -

¨¥, ª®±²°³¨°®¢ ¨¥, «¥¯ª , ¢»°¥§ ¨¥, ±ª«¥¨¢ ¨¥, ¯¥°¥£¨¡ ¨¥ «¨±²ª®¢ ¡³-

¬ £¨ [15], ¨ ².¯. �, ª ª ±·¨² ¾² ¯±¨µ®«®£¨, ¨¬¥®   ½²®² ¢®§° ±² ¯°¨µ®¤¨²±¿

¯¨ª, ¥±«¨ ¬®¦® ² ª ±ª § ²¼, À£¥®¬¥²°¨·¥±ª®©  ª²¨¢®±²¨Á [4].

� ±®¦ «¥¨¾, ¯°¨ ¯®±²³¯«¥¨¨ °¥¡¥ª  ¢ ¸ª®«³ ¥£® ¡®£ ²»© £¥®¬¥²°¨·¥-

±ª¨© ®¯»² ®ª §»¢ ¥²±¿ ¥¢®±²°¥¡®¢ »¬; ¢¬¥±²® ²®£®, ·²®¡» ¡»²¼ ¢®±¯°¨¿-

²»¬ ¨  ¯° ¢«¥»¬ ¢ ³·¥¡®¥ °³±«®, ® ´ ª²¨·¥±ª¨ ¯°¥°»¢ ¥²±¿. � ²¥·¥¨¥

¯¥°¢»µ «¥² ®¡³·¥¨¿ £¥®¬¥²°¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ °¥¤ª®© £®±²¼¥©   ±²° ¨¶ µ ³·¥¡-

¨ª®¢ ¨, ª ²®¬³ ¦¥, ®¡º¥¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ § ¨©, ¯°¥¤« £ ¥¬»© ³· ¹¨¬±¿,

° ±±·¨²    ¤¥²¥©, ª®²®°»¥ ¨ª®£¤  ¥ ¢¨¤¥«¨ ¸ °, ¥ ¨£° «¨ ¢ ª³¡¨ª¨, ¥
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°¨±®¢ «¨ ± ¯®¬®¹¼¾ «¨¥©ª¨. À�  ª®£®,  ¯°¨¬¥°, ° ±±·¨²   ¯°®£° ¬¬ , ²°¥-

¡³¾¹ ¿, ·²®¡» ³·¥¨ª ¯® ®ª®· ¨¨  · «¼®© ¸ª®«» ³¬¥« ° ±¯®§ ¢ ²¼ ¯°®-

±²¥©¸¨¥ ´¨£³°»: ª¢ ¤° ² ¨ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª, ª°³£ ¨ ®ª°³¦®±²¼, ª³¡ ¨ ¸ °?

�¥¤¼ ¢ ¸ª®«³ ¯°¨µ®¤¨² ¥ � ³£«¨, ¢»°®±¸¨© ±°¥¤¨ ¤¨ª®© ¯°¨°®¤» ¨ ¢ ¦¨§¨

¥ ¢¨¤ ¢¸¨© ¯°¿¬®³£®«¼¨ª ,   °¥¡¥®ª, ª®²®°»© ¤«¿ ¨£°» ¢ ´³²¡®« ¨ª®£¤ 

¥ ¡° « ª³¡,   ¤¥²±ª¨¥ ¤®¬¨ª¨ ¥ ¢®§¢®¤¨« ¨§ ¸ °®¢. �®§¬®¦®, ª®¥-ª²® ¨§

°¥¡¿² ¥ § ¥²  §¢ ¨© ¥ª®²®°»µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´¨£³°, µ®²¿ ¨ ¯°¥ª° ±® ±

¨¬¨ § ª®¬Á [4]. �® ¬», ¢§°®±«»¥, § ¡»¢ ¥¬ ® ²®¬, ·²® ¤¥²¨ ¯°®µ®¤¿² ¯¥°¢»¥

ª« ±±» ¸ª®«» ¢ ¢®§° ±²¥, ª®£¤  ° §¢¨¢ ¥²±¿ ®±²°®²  §°¨²¥«¼»µ ¢¯¥· ²«¥¨©

¨ ®¡®±²°¿¥²±¿ ¨²¥°¥± ª  ¡«¾¤¥¨¿¬ §  ¯°¥¤¬¥² ¬¨ ¨ ¿¢«¥¨¿¬¨ ®ª°³¦ ¾-

¹¥© ¦¨§¨,   ² ª¦¥ ® ²®¬, ·²® ¤¥²±ª¨¥ ¢¯¥· ²«¥¨¿ ®±®¡¥® ¤®«£® ®±² ¾²±¿

¢ ¯ ¬¿²¨.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª 12 - 13 £®¤ ¬, ª®£¤  ³·¥¨ª ¯°¨±²³¯ ¥² ª ¨§³·¥¨¾ £¥®¬¥-

²°¨¨, À¥£® ¥¯®±°¥¤±²¢¥»© ¨²¥°¥± ª £¥®¬¥²°¨¨ ³¦¥   ¨§«¥²¥Á [4]. � ¢®§¡³-

¤¨²¼ ¨²¥°¥± ª ¯°¥¤¬¥²³ ¸ª®«¼»¥ ³·¥¡¨ª¨ §  7 ¨ ¤°³£¨¥ ª« ±±» ¥ ¢ ±®±²®¿-

¨¨: ²°¥¡®¢ ¨¿ ª ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®¬³ ¨§«®¦¥¨¾ À ª« ¤»¢ ¾² ±¢®© ®²¯¥· ²®ª

¥§ ¢¨±¨¬® ®² ¢»¡° ®£® ¢ ³·¥¡¨ª¥ ¯®¤µ®¤ Á [4] - ¡®«¥¥  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª®£®

¨«¨ ¡®«¥¥  £«¿¤®£®. �·¥¨ª, ª ª ²®«¼ª® ® ®²ª°»¢ ¥² ³·¥¡³¾ ª¨£³ ¯® £¥®-

¬¥²°¨¨, ¥¨§¡¥¦® ®¹³¹ ¥² ° §°»¢ ¬¥¦¤³ ¥£® «¨·®±²»¬ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬

®¯»²®¬ ¨ ²¥¬, ± ·¥£®  ·¨ ¥²±¿ «¾¡®¥ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¨§«®¦¥¨¥ £¥®¬¥²°¨¨.

� ½²® ¨±¯»² ¨¥ ° §®· °®¢ ¨¥¬ ®² ¯¥°¢®© ¢±²°¥·¨ ±® ¸ª®«¼®© £¥®¬¥²°¨¥©

¤«¿ ¬®£¨µ ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢±¥ ¤ «¼¥©¸¥¥ ®²®¸¥¨¥ ª ¯°¥¤¬¥²³.

� ª, ±®¶¨®«®£¨·¥±ª¨¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¢ 7 - 11 ª« ±± µ ¯®ª § «¨, ·²® À  ¢®-

¯°®±  ª¥²» À� ª®© ¨§ ¯°¥¤¬¥²®¢ ²¥¡¥ ¡®«¼¸¥ ° ¢¨²±¿:  «£¥¡°  ¨«¨ £¥®¬¥-

²°¨¿?Á£¥®¬¥²°¨¾ ¢»¡° «¨ ®² 0 ¤® 25 ¯°®¶¥²®¢ ³· ¹¨µ±¿Á [18].

3. �¥®°¥²¨§ ¶¨¿ £¥®¬¥²°¨¨

�²® ¦¥ ¡®«¼¸¥ ¢±¥£® ®²² «ª¨¢ ¥² ³·¥¨ª®¢ ®² £¥®¬¥²°¨¨, ®²¡¨¢ ¥² ³ ¨µ ¨-

²¥°¥±? �¥®°¥¬» ¨ ¨µ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ! �§¢¥±²»© ¦³° «¨±² �°¨© �®±² ª ª-²®

¯¨± «: À�®±¯®¤¨, ª ª¨¬ ²®«¼ª® ¬³±®°®¬ ¥ § ¡¨¢ «¨  ¬ £®«®¢³ ³·¨²¥«¿! �²®,

ª ª ¿ · ±²¼ ¨§ ²®£®, ·¥¬ ¬³·¨«¨  ± ³·¨²¥«¿ ¨ ¬³· ¾² ²¥¯¥°¼  ¸¨µ ¤¥²¥©,

±£®¤¨« ±¼  ¬ ¢ ¦¨§¨, ¤«¿ ¤¥« , ¤«¿ «¾¡¢¨?Á [11]. �§³·¥¨¥ ²¥®°¥¬ { ®¤¨ ¨§

 ¨¡®«¥¥ ²°³¤»µ ± ¬¥²®¤¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¢®¯°®±®¢ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿ ¬ ²¥-

¬ ²¨ª¨. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ®¡»· ¿ ¬¥²®¤¨ª  ®¡º¿±¥¨¿ ®¢®£® ²¥®°¥²¨·¥±ª®£®

¬ ²¥°¨ «  ¨¬¥¥² ±³¹¥±²¢¥»¥ ¥¤®±² ²ª¨, ±¢¿§ »¥ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ± ¯ ±±¨¢-

®±²¼¾ ®¡³· ¥¬»µ, ¤¥¿²¥«¼®±²¼ ª®²®°»µ · ±²® ±¢®¤¨²±¿ ª ±«³¸ ¨¾ ³·¨²¥«¿

¨ ¯¥°¥¯¨±»¢ ¨¾ ± ¤®±ª¨. �°¨ ½²®¬ ³· ¹¨¥±¿ ¬®£³² ¯¥°¥¯¨±»¢ ²¼ ± ¤®±ª¨,

¨·¥£® ¥ ¯®¨¬ ¿, ®²¢«¥ª ²¼±¿ ¨«¨ § ¨¬ ²¼±¿ ¯®±²®°®¨¬¨ ¤¥« ¬¨ [3]. �¥§-

³±«®¢®, ¥«¼§¿ ±ª § ²¼ ®¡® ¢±¥µ ¸ª®«¼¨ª µ, ·²® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬ ±¨-

¦ ¥² ¨µ ³°®¢¥¼ § ¨²¥°¥±®¢ ®±²¨ £¥®¬¥²°¨¥©, ® ² ª¨µ ¡®«¼¸¨±²¢®.

� ª °¥¸ ²¼ ½²³ { ¯°®¡«¥¬³ ª ¦¤»© ³·¨²¥«¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¯®-±¢®¥¬³. � ¢

±¢®¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ [4] ¬» ¯°¥¤±² ¢«¿¥¬ ®¤¨ ¨§ ±¯®±®¡®¢ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿ £¥®-

¬¥²°¨¨ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢,  ·¨ ¿ ¥¥ ¨§³·¥¨¥ ± 5 ª« ±± . �²® ª³°± À�¢¥¤¥¨¥

¢ £¥®¬¥²°¨¾ - 5Á. �±®¢®© ²¥§¨±  ¸¥© ° ¡®²» ² ª®¢:  °¿¤³ ± ±¨±²¥¬ ²¨·¥-
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±ª¨¬ ª³°±®¬ £¥®¬¥²°¨¨, ¢ 5{6-µ ª« ±± µ ¯¥¤ £®£¨·¥±ª¨ ¶¥«¥±®®¡° §® ¸¨°®ª®¥

±®¤¥°¦ ²¥«¼®¥ ¨§³·¥¨¥  £«¿¤®© £¥®¬¥²°¨¨ [8]. � ¥£® ®±®¢¥ ¤®«¦  «¥-

¦ ²¼ ¬ ª±¨¬ «¼® ª®ª°¥² ¿, ¯° ª²¨·¥±ª ¿ ¤¥¿²¥«¼®±²¼ °¥¡¥ª , ±¢¿§  ¿

± ° §«¨·»¬¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ®¡º¥ª² ¬¨. �   ¸ ¢§£«¿¤, ¢ ª³°±¥  £«¿¤®©

£¥®¬¥²°¨¨ ¥ ¤®«¦® ±®¤¥°¦ ²¼±¿ ²¥®°¥¬, ±²°®£¨µ ° ±±³¦¤¥¨©, ® ¤®«¦»

¯°¨±³²±²¢®¢ ²¼ ² ª¨¥ ²¥¬» ¨ § ¤ ¨¿, ª®²®°»¥ ¡» ±²¨¬³«¨°®¢ «¨ ³· ¹¥£®±¿

ª ¯°®¢¥¤¥¨¾ ¥±«®¦»µ ®¡®±®¢ ¨©, ª ¯®¨±ª³ ²¥µ ¨«¨ ¨»µ § ª®®¬¥°®-

±²¥©. �¥®°¥²¨§ ¶¨¿ ¤®«¦  ¡»²¼ ¬¨¨¬ «¼®© ¨ ¥±ª®«¼ª®  ° ±² ²¼ «¨¸¼

  § ¢¥°¸ ¾¹¥¬ ½² ¯¥. �  ¸¥© ° ¡®²¥ [4] ¯°¨¢®¤¿²±¿ ¥ª®²®°»¥ ª®ª°¥²-

»¥ °¥ª®¬¥¤ ¶¨¨ ®²®±¨²¥«¼® ²¥¬ ²¨ª¨ ² ª®£® ª³°± , ¯°¨ ½²®¬ ¢»¤¥«¿¾²±¿

² ª¨¥ ¢ ¦»¥  ¯° ¢«¥¨¿, ª ª £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ª®±²°³¨°®¢ ¨¥, ¬®¤¥«¨°®¢ -

¨¥, ¤¨§ ©.

�±²¥±²¢¥® ¢®§¨ª ¾² ¢®¯°®±»:   ª®£® ½²®² ª³°± ¬®¦¥² ¡»²¼ ° ±±·¨² 

¨ ª®£® ¬®¦¥² ¢»° ±²¨²¼ ®¡¹¥®¡° §®¢ ²¥«¼ ¿ ¸ª®« , ®²ª § ¢¸¨±¼ ®² ¤®ª § -

²¥«¼±²¢ ¢ £¥®¬¥²°¨¨, ® § ª°¥¯«¿¿ ¢±¥ ²¥®°¥¬» ¯° ª²¨·¥±ª¨¬, ½¬¯¨°¨·¥±ª¨¬

¯³²¥¬? �²®, ² ª  §»¢ ¥¬»¥, À²¥µ °¨Á. �°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ¨¦¥¥°» ° §«¨·®£®

¯°®´¨«¿. � ·²® ¥®¡µ®¤¨¬® ¨¦¥¥°³ ¨§ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¤«¿ ®°¬ «¼®© ¯°®¤³ª-

²¨¢®© ° ¡®²»? �®±² ²®·® ¨¬¥²¼ ¯®¤ °³ª®© ª «¼ª³«¿²®° (¨«¨ ª®¬¯¼¾²¥°) ¨

±¯° ¢®·¨ª ¤«¿ ¨¦¥¥°®¢, ¢ ª®²®°®¬ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¥®¡µ®¤¨¬»©  ¡®° ²¥µ ¨«¨

¨»µ ´®°¬³« ¨ ²¥®°¥¬. � ¤ ·  ¸ª®«» {  ³·¨²¼ ¡³¤³¹¨µ ¨¦¥¥°®¢ ± ¬»¬

¥®¡µ®¤¨¬»¬  ¢»ª ¬ ¨ ³¬¥¨¿¬, ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¨µ ¯°¨ °¥¸¥¨¨ § ¤ ·. �®¦®

¡»²¼ ³¢¥°¥»¬, ·²® ¨¦¥¥°³ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ ª ª®©-¨¡³¤¼ ¯° ª²¨·¥±ª®© § -

¤ ·¨ ¥ ¯® ¤®¡¨²±¿ ¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬ � «¥± , �¨´ £®° , ¨ ª ª¨µ

¤°³£¨µ.

�¦¥ ±¥©· ± ¢® ¬®£¨µ ¸ª®« µ ±³¹¥±²¢³¥² ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ »© ¯®¤µ®¤ ¢

¯°¥¯®¤ ¢ ¨¨ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨. �® ¥±²¼ ¤«¿ ° §»µ ¤¥²¥© ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¥ ¬ ²¥¬ -

²¨ª¨ ¢¥¤¥²±¿ ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ¥®¡µ®¤¨¬®£® ¨¬ ³°®¢¿ ±«®¦®±²¨. � ®±®¢-

®¬ ½²® ¬ ²¥¬ ²¨ª  ¤«¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¢ (¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ª« ±±»), ¬ ²¥¬ ²¨ª 

¤«¿ £³¬ ¨² °¨¥¢ ¨ ¬ ²¥¬ ²¨ª  ¤«¿ ®¡¹¥®¡° §®¢ ²¥«¼»µ ª« ±±®¢. �®¥·®, ¢

¥ª®²®°»µ ¸ª®« µ ¯®¸«¨ ¤ «¼¸¥: ±®§¤ «¨ ½ª®®¬¨·¥±ª¨¥ ª« ±±», ²¥µ¨·¥±ª¨¥,

¡¨®«®£¨·¥±ª¨¥ ¨ ².¯. �®   ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¢® ¢±¥µ ½²¨µ ª« ±± µ ¨¤¥² ®¡³·¥¨¥ ¯®

®¤®© ¯°®£° ¬¬¥, ¯°®£° ¬¬¥ ¤«¿ ®¡¹¥®¡° §®¢ ²¥«¼»µ ¸ª®« ¡¥§ ¢±¿ª¨µ ³ª«®-

®¢. �°¨·¥¬ ¢ £³¬ ¨² °»µ ª« ±± µ ½²® ®¡³·¥¨¥ · ¹¥ ¢±¥£® ±¢®¤¨²±¿ ª ²®¬³,

·²® ¯°®£° ¬¬  ¨§¬¥¿¥²±¿ «¨¸¼ §  ±·¥² ±®ª° ¹¥¨¿ ·¨±«  · ±®¢   ¨§³·¥¨¥

²®© ¨«¨ ¨®© ²¥¬»,  ¡±®«¾²® ¥ § ¡®²¿±¼ ® ²®¬, ·²®¡» ®® ¯°¨¥±«® °¥ «¼³¾

¯®«¼§³ «¾¤¿¬, ª®²®°»¬ ¬ ²¥¬ ²¨ª  ¢ ¦¨§¨ ¡³¤¥² ¢±²°¥· ²¼±¿ ª° ©¥ °¥¤ª®.

4. �¥¨¥ ¯±¨µ®«®£®¢

� ¯®±«¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ±² «® ¬®¤»¬ ¯°¨±«³¸¨¢ ²¼±¿ ª ¬¥¨¿¬ ¯±¨µ®«®£®¢. �, ·²®

³¤¨¢¨²¥«¼®, ¨µ ¬¥¨¿ ® ¯®±²°®¥¨¨ ¸ª®«¼®£® ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨ ¢ ¸ª®«¥ ¢®

¬®£®¬ ±µ®¦¨. � ª,  ¯°¨¬¥°, ¨§¢¥±²»© ¯±¨µ®«®£ �. �¨ ¦¥ ¯¨¸¥² [12], ·²®,

ª ª ¢»¿±¨«®±¼ ¢ µ®¤¥ ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢, ¯®°¿¤®ª ° §¢¨²¨¿ ¨¤¥© °¥¡¥ª  ¢ ®¡« -

±²¨ £¥®¬¥²°¨¨ ª ¦¥²±¿ ®¡° ²»¬ ¯®°¿¤ª³ ¨µ ¨±²®°¨·¥±ª®£® ®²ª°»²¨¿. � -

³· ¿ £¥®¬¥²°¨¿  ·¨ ¥²±¿ ± ±¨±²¥¬» �¢ª«¨¤  (²° ª²³¾¹¥© ´¨£³°», ³£«» ¨
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².¤.), ° §¢¨¢ ¥²±¿ ¢ XVII ±²®«¥²¨¨ ¢ ² ª  §»¢ ¥¬³¾ ¯°®¥ª²¨¢³¾ £¥®¬¥²°¨¾,

¨¬¥¾¹³¾ ¤¥«® ± ¯°®¡«¥¬ ¬¨ ¯¥°±¯¥ª²¨¢», ¨  ª®¥¶ ¢ 19 ±²®«¥²¨¨ ¯°¨µ®¤¨²

ª ²®¯®«®£¨¨ (®¯¨±»¢ ¾¹¥© ¯°®±²° ±²¢¥»¥ ®²®¸¥¨¿ ¢ ®¡¹¥¬ ª ·¥±²¢¥-

®¬ ¢¨¤¥,  ¯°¨¬¥°, ° §«¨·¨¥ ¬¥¦¤³ ®²ª°»²»¬¨ ¨ § ª°»²»¬¨ ±²°³ª²³° ¬¨,

¢¥¸¨¬ ¨ ¢³²°¥¨¬, ¡«¨§®±²¼¾ ¨ ° §¤¥«¥¨¥¬). À�¥¡¥®ª, - ¯¨¸¥² �. �¨-

 ¦¥ [11],  ·¨ ¥² ± ¯®±«¥¤¥£®: ¥£® ¯¥°¢»¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ®²ª°»²¨¿ ¿¢«¿¾²±¿

²®¯®«®£¨·¥±ª¨¬¨. � ¢®§° ±²¥ 3 «¥² ® «¥£ª® ° §«¨· ¥² ®²ª°»²»¥ ¨ § ¬ª³-

²»¥ ´¨£³°». �±«¨ ¢» ¯®¯°®±¨²¥ ¥£® ±°¨±®¢ ²¼ ª¢ ¤° ² ¨«¨ ²°¥³£®«¼¨ª, ®

 °¨±³¥² § ¬ª³²»© ª°³£; ® °¨±³¥² ª°¥±²   ª°¥±² ¤¢³¬¿ ®²¤¥«¼»¬¨ «¨¨-

¿¬¨. �±«¨ ¢» ¯®ª §»¢ ¥²¥ ¥¬³ °¨±³®ª ¡®«¼¸¥£® ª°³£  ± ¬ «¥¼ª¨¬ ¢³²°¨,

® ¬®¦¥² ¢®±¯°®¨§¢¥±²¨ ½²® ®²®¸¥¨¥, ® ¬®¦¥² ² ª ¦¥  °¨±®¢ ²¼ ¬ «¥¼-

ª¨© ª°³£ ¢¥ ¡®«¼¸®£®, ¨«¨ ±®¯°¨ª ± ¾¹¨¬±¿ ± ¨¬. � ¢±¥ ½²® ¬®¦¥² ±¤¥« ²¼

¯°¥¦¤¥, ·¥¬ ±³¬¥¥²  °¨±®¢ ²¼ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª ¨«¨ ¢»° §¨²¼ ¥¢ª«¨¤®¢» µ -

° ª²¥°¨±²¨ª¨ (·¨±«® ±²®°®, ³£«®¢ ¨ ².¤.)Á. � ½²® ¥ ¬®¦¥² ¥  ±²®° ¦¨¢ ²¼,

² ª ª ª ¢ ¸ª®«¥ ¯°¨¤¥°¦¨¢ ¾²±¿ ±®¢¥°¸¥® ¨®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¢ ®¡³·¥¨¨

£¥®¬¥²°¨¨, ®² ¯«®±ª®±²¨ ª ¯°®±²° ±²¢³.

5. �±²®°¨·¥±ª¨© ¬®¬¥²

� ±¢®¨µ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ [4] ¬» ±² ° ¥¬±¿ ®¡° ¹ ²¼ ¢¨¬ ¨¥ ª ª ° §   ½²®, ª ª

 ¬ ª ¦¥²±¿, ®¤® ¨§ £« ¢»µ ¯°®²¨¢®°¥·¨© ±®¢°¥¬¥»µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ª³°-

±®¢: ¬¥¦¤³ ¯¥°¢¨·®±²¼¾ ¯°®±²° ±²¢¥»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨©, ´®°¬¨°³¾¹¨µ±¿

³ ·¥«®¢¥ª , ¨ ²° ¤¨¶¨®»¬ ¤«¿ �®±±¨¨ ¯®¤µ®¤®¬ ª ¯®±²°®¥¨¾ ±¨±²¥¬ ²¨·¥-

±ª®£® ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨, ª®²®°»©  ¢¿§»¢ ¥² µ®¤ ° §¬»¸«¥¨© ¢ ¥¥±²¥±²¢¥-

®¬  ¯° ¢«¥¨¨ - ®² ¯«®±ª®±²¨ ª ¯°®±²° ±²¢³. �°®¬¥ ²®£®, ®±®¢»¬  ¯° -

¢«¥¨¥¬ ¬®¥© ° ¡®²» ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¯»²ª  ®±³¹¥±²¢¨²¼ ¨¤¥¾�. �«¥©  ® ±«¨¿¨¨

¢ ®¤¨ ª³°± ¯« ¨¬¥²°¨¨ ¨ ±²¥°¥®¬¥²°¨¨ [7], [4], [9] . � ¢¿¿ ²° ¤¨¶¨¿ ° §¤¥«¥-

¨¿ £¥®¬¥²°¨¨   ½²¨ ¤¢  ®²¤¥«  ¥ ¨¬¥¾² ¯®¤ ±®¡®© ¨ª ª®©  ³·®© ¯®·¢».

�®¯°®± ® ¬¥²®¤¨ª¥  · «¼®© £¥®¬¥²°¨¨ ¤ «¥ª® ¥ ®¢. �¯®°» ¯® ¯®¢®¤³

¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿ £¥®¬¥²°¨¨ ¨¬¥¾² ¤ ¢®±²¼, ¨§¬¥°¿¥¬³¾ ±®²¿¬¨ «¥². �§ ¢±¥£®

° §®®¡° §¨¿ ²¥·¥¨© ¢ ½²®© ®¡« ±²¨ ¬®¦® ¢»¤¥«¨²¼ ¤¢  ®±®¢»µ. �¥°¢®¥

ª« ¤¥² ¢ ®±®¢³ À� · « Á �¢ª«¨¤ , ±²°®¿ ¬¥²®¤¨ª³ £¥®¬¥²°¨¨ ¢ ¯®¤·¨¥¨¨

®±®¢»¬ ¶¥«¿¬ À� · «Á { ¤ ²¼ «®£¨·¥±ª¨ ±²°®©³¾ ±¨±²¥¬³ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ

¯®«®¦¥¨©, ¨±µ®¤¿¹¨µ ¨§ ±²°®£® ®¯°¥¤¥«¥®© £°³¯¯»  ª±¨®¬, ¯°¨¨¬ ¥¬»µ

¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ , { ¨ ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¯®«®¦¥¨© { ²¥®°¥¬, ¢»¢®¤¨¬»µ ¨µ

 ª±¨®¬ «®£¨·¥±ª¨¬ ¯³²¥¬. �®£« ±® ½²®© ¶¥«¨, ³·¥¨ª¨ ¨¤³² ¯® «¨¨¨ ®²¢«¥-

·¥®£® ¤¥¤³ª²¨¢®£® ¬»¸«¥¨¿, ®¡° ¹ ¿ ®±®¡®¥ ¢¨¬ ¨¥   ²®·®±²¼ ®¯°¥-

¤¥«¥¨© ¨ ³±² ®¢«¥¨¥ «®£¨·¥±ª®© ±¢¿§¨ ¬¥¦¤³ ²¥®°¥¬ ¬¨. � ª ¿ ±¨±²¥¬  ¯®-

±²°®¥¨¿ ³·¥¡»µ ª³°±®¢ £¥®¬¥²°¨¨ ¡»«  £®±¯®¤±²¢³¾¹¥© ¢ ²¥·¥¨¥ ¬®£¨µ

¢¥ª®¢ ¨ ¤®¸«  ¤®  ¸¥£® ¢°¥¬¥¨ ¢ ´®°¬¥ ¬®¤¥°¨§¨°®¢ »µ ³·¥¡¨ª®¢ �¥-

¦ ¦° , �¤ ¬ °  (¢ �£«¨¨ ¤ ¦¥ ± ¬®£® �¢ª«¨¤ ), ³  ± { ª³°±®¢ £¥®¬¥²°¨¨

� ¢¨¤®¢ , �¨±¥«¥¢ , �« £®«¥¢  ¨ ¤°. � ¯¥°¢® · «¼®¬ ±¢®¥¬ ¢¨¤¥ À� · « Á

¡»«¨ ±®§¤ » ¥ ¯¥¤ £®£ ¬¨ ¨ ±¯¥¶¨ «¼® ¤«¿ ¢§°®±«»µ «¾¤¥© ± ¤®±² ²®·®

° §¢¨²»¬ «®£¨·¥±ª¨¬  ¯¯ ° ²®¬ [2]. �®½²®¬³, ¯°¨¬¥¿¿ ¢ ¡®«¥¥ ¨«¨ ¬¥¥¥ ·¨-

±²®¬ ¢¨¤¥ ¤¥¤³ª²¨¢»© ¬¥²®¤ ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¸ª®«¼®£® ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨ ¤«¿
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¤¥²¥©, ±²®°®¨ª¨ ¥£® ¥ ³·¨²»¢ «¨ ¯±¨µ¨·¥±ª¨µ ®±®¡¥®±²¥© À¯®²°¥¡¨²¥«¿Á

{ °¥¡¥ª  ¨, ¤ «¥¥, ¯®¤°®±²ª . � ½²®¬ £« ¢ ¿ ¯°¨·¨  ²°³¤®±²¨ ¯°¥¯®¤ -

¢ ¨¿ ¤¥²¿¬ £¥®¬¥²°¨¨ ®¡»·®£® ª³°±  ¨ ¯°¨·¨  ¬¥¨¿ ® ¥¤®±²³¯®±²¨

£¥®¬¥²°¨¨ ¢®®¡¹¥ ¤«¿ ¤¥²¥© ¬« ¤¸¨µ ª« ±±®¢ ¨ ².¯.

� ²¥·¥¨¥¬ ¢°¥¬¥¨ ¡®«¥¥ £«³¡®ª¨¥ ±¢¥¤¥¨¿ ¯®ª § «¨, ·²® ± ¬¨ À� · « Á

�¢ª«¨¤  ¥ ¢¯®«¥ ¤®±²¨£ ¾² ¯®±² ¢«¥®© ¶¥«¨ { ¡»²¼ «®£¨·¥±ª¨ ±²°®©®©

±¨±²¥¬®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¨±²¨, ¢»¢®¤¨¬»µ ¨§ £°³¯¯»  ª±¨®¬. �®§¤¥¥ °¿¤

³·¥»µ ± �¨«¼¡¥°²®¬ ¢® £« ¢¥ ¢¢¥«¨ ±³¹¥±²¢¥»¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¢ À� · « Á. �® ¢

®¢®¬ ¯¥°¥° ¡®² ®¬ ¢¨¤¥ «®£¨·¥±ª¨ ¢»¤¥°¦  ¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ 

¢¢¨¤³ ±¢®¥© ±«®¦®±²¨ ³¦¥ ¢»µ®¤¨² ¨§ ° ¬®ª ¸ª®«¼®£® ª³°± .

�®½²®¬³ ±®¢°¥¬¥»© ¸ª®«¼»© ª³°± £¥®¬¥²°¨¨ ±²°®¨²±¿ ª ª ±¢®¥®¡° §-

»© ª®¬¯°®¬¨±± ¬¥¦¤³ ±²°®£® «®£¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®© ¨ ¨²³¨¶¨¥©.

6. �¬¯¨°¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤

�°¨¬¥¥¨¥ ¢ ª³°±¥ ½¬¯¨°¨·¥±ª®£® (¨¤³ª²¨¢®-®¯»²®£®) ¯®¤µ®¤  ¨§³·¥¨¿

¬ ²¥°¨ «  ¬®¦¥² ®§ ¤ ·¨²¼ ¬®£¨µ ³·¨²¥«¥©, ² ª ª ª ¢ ±¢®¥© ¯° ª²¨·¥±ª®© ° -

¡®²¥ ¢ ¸ª®«¥ ³·¨²¥«¿ ¯°¨ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¨ £¥®¬¥²°¨¨, ª ª ¯° ¢¨«®, ½²¨¬ ¬¥²®¤®¬

¥ ¯®«¼§³¾²±¿. � «¨²¥° ²³°¥ ¦¥ ¤® ¯®±«¥¤¥£® ¢°¥¬¥¨ ¢®¯°®±» ¨¤³ª²¨¢®-

®¯»²®£® ¯®¤µ®¤  ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿ £¥®¬¥²°¨¨ ¯®·²¨ ¥ ®±¢¥¹¥».

�¤ ª®, ½²®² ¯®¤µ®¤ ¥ ¯°®±²® ´ ² §¨¿, ¥ ¨¬¥¾¹ ¿ ¯®¤ ±®¡®© ¨ª ª®©

°¥ «¼®© ¡ §». �²¨¬ ¯®¤µ®¤®¬ ¢ £¥®¬¥²°¨¨ ¯®«¼§³¾²±¿ ¤¥±¿²ª¨ ±®²¥  £«¨©-

±ª¨µ ¸ª®«. �£«¨©±ª ¿ ±¨±²¥¬  £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ®¡° §®¢ ¨¿ ±ª« ¤»¢ « ±¼,

ª ª ¨ ³  ± ¢ �®±±¨¨, ¥ ®¤¨ ¤¥±¿²®ª «¥². �® ª ª ¯®° §¨²¥«¼® ®¨ ° §«¨·»!

�¥ ³¤ «®±¼ ¯®§ ª®¬¨²¼±¿ ± ®±®¢ ¬¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ª³°±  ®¡° §®¢ ¨¿

±°¥¤¥©  £«¨©±ª®© ¸ª®«» (�-12), ¨  ¤® ±ª § ²¼, ·²® ¬®£®¥ ¨§ ®¯»²   -

£«¨©±ª¨µ ³·¨²¥«¥© ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢ ® ¢  ¸¥© ¸ª®«¥.

� ª,  ¯°¨¬¥°, ¢ ½²¨µ ±² ¤ °² µ ®¡° §®¢ ¨¿ ¯® £¥®¬¥²°¨¨ [10] ¨ ¢ ®¤-

®¬ ª°¨²¥°¨¨, §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ²®«¼ª® ®¤®© ´° §», ¨£¤¥ ¥ £®¢®°¨²±¿ ¨ ®¡

 ª±¨®¬ µ, ¨ ® ¤®ª § ²¥«¼±²¢ µ ²¥®°¥¬. � ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿

´° § : À³·¥¨ª¨ ¤®«¦» ¯®¨¬ ²¼ ¨ ¯°¨¬¥¿²¼ ²¥®°¥¬³ �¨´ £®° Á. � ¦¥ ¥

±ª § ®, ·²® ®¨ ¤®«¦» § ²¼  ¨§³±²¼ ¥¥ ´®°¬³«¨°®¢ª³. � ²® ®·¥¼ ¬®£®

¢¨¬ ¨¿ ³¤¥«¿¥²±¿ ° §¢¨²¨¾ ¯°®±²° ±²¢¥®£® ¢®®¡° ¦¥¨¿, £¥®¬¥²°¨·¥-

±ª®© ¨²³¨¶¨¨, ¯°¨¬¥¥¨¾ £¥®¬¥²°¨¨   ¯° ª²¨ª¥, £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¬³ ¬®¤¥-

«¨°®¢ ¨¾ ¨ ª®±²°³¨°®¢ ¨¾. � ½²®, ¯° ª²¨·¥±ª¨, ¯°¨ ¯®«®¬ ®²±³²±²¢¨¨

 ª±¨®¬ ²¨§ ¶¨¨ ¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢, § ¬¥¥»µ «®£¨·¥±ª¨ ±²°®©»¬ ®¡®±®¢ -

¨¥¬ ¨ ¯°¨¢¥¤¥¨¥¬ ¬ ±±» ³¯° ¦¥¨©, ¯®§¢®«¿¾¹¨µ ³· ¹¨¬±¿ ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢

±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ ¤ ®£® ´ ª² .

�§¢¥±²»©  £«¨©±ª¨© £¥®¬¥²°-²®¯®«®£ �«¨¢¥° �¥¢¨± ©¤ ±·¨² « ² ª: À�²®

¢®§¬³²¨²¥«¼®, ·²® ¬®«®¤»¥ «¾¤¨ ¤®«¦» § ¡¨¢ ²¼ ±¥¡¥ £®«®¢³ ±¯«®¸»¬¨

«®£¨·¥±ª¨¬¨ ²®ª®±²¿¬¨, ¯»² ¿±¼ ¯®¿²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ®·¥¢¨¤®£® ´ ª² ,

¨«¨, ¬®¦¥² ¡»²¼, ¥ ±²®«¼ ®·¥¢¨¤®£®, ¨ ¯°¨®¡°¥² ¿ £«³¡®ª³¾ ¥¯°¨¿§¼ ª ¬ -

²¥¬ ²¨ª¥, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¨§³·¥¨¥ £¥®¬¥²°¨¨, ¢ ¦¥©¸¥£® ´³¤ ¬¥² «¼®£®

¯°¥¤¬¥² , ¬®¦¥² ¡»²¼ ±¤¥« ® ®·¥¼ ¨²¥°¥±»¬ ¨ ¯®³·¨²¥«¼»¬. � ¯°¨¤¥°-

¦¨¢ ¾±¼ ¬¥¨¿, ·²® ½²®, ¯® ±³¹¥±²¢³, ½ª±¯¥°¨¬¥² «¼ ¿  ³ª , ª ª ¨ ¢±¿ª ¿
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¤°³£ ¿, ¨ ¥¥  ¤® ¯°¥¯®¤ ¢ ²¼ ¢ ¯¥°¢³¾ ®·¥°¥¤¼ ± ¯®¬®¹¼¾  ¡«¾¤¥¨¿ ¨ ½ª±-

¯¥°¨¬¥² . �¡³·¥¨¥ ¤®«¦® ¡»²¼ ¥±²¥±²¢¥»¬ ¯°®¤®«¦¥¨¥¬ ²®£® § ª®¬-

±²¢  ± £¥®¬¥²°¨¥©, ª®²®°®¥ ¯®«³· ¥² ª ¦¤»© °¥¡¥®ª, ±®¯°¨ª ± ¿±¼ ±® ±¢®¨¬

®ª°³¦¥¨¥¬, ®, ª®¥·®, ®¡³·¥¨¥ ¤®«¦® ¡»²¼ ¡®«¥¥ ®¯°¥¤¥«¥»¬ ¨ ¶¥«¥-

 ¯° ¢«¥»¬Á [1]. �® ¥±²¼, ¯® ¬¥¨¾ �¥¢¨± ©¤ , ¬ «¼·¨ª, ª®²®°»© ³¡¥¤¨²±¿

¢ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ²¥®°¥¬» ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§¬¥°¥¨¿, ¯®±²¨£¥²

²¥®°¥¬³ «³·¸¥, ·¥¬ ¯°¨ ·¨±²® «®£¨·¥±ª®¬ ®¡®±®¢ ¨¨ ¡¥§ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£®

®¯»²®£® § ¨¿. À�®¡®°¨ª¨ «®£¨ª¨ ¬®£³² ±ª § ²¼, ·²® ² ª¨¬ ¯³²¥¬ ¢» ¨-

·¥£® ¥ ¤®ª §»¢ ¥²¥. � ¬¥¿ ¤°³£®¥ ¬¥¨¥. �®·® ² ª ¦¥ ¬®¦® ±ª § ²¼, ·²®

¢» ¨·¥£® ¥ ¤®ª §»¢ ¥²¥ ¢ «¾¡»µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ¨§¬¥°¥¨¿µÁ [1]. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

£¥®¬¥²°¨¿ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ¨¬¥¥² ¯° ¢®   ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥.

7. � £«¿¤ ¿ £¥®¬¥²°¨¿

�±²®°¨¿ ¯°®¯¥¤¥¢²¨ª¨ £¥®¬¥²°¨¨ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¡®«¼¸¨±²¢® ¯° ª²¨ª³¾-

¹¨µ ³·¨²¥«¥© ±·¨² ¥² ¢®§¬®¦»¬ ¢¢¥±²¨ ®¡³·¥¨¥ £¥®¬¥²°¨¨ ± 4 £®¤  ®¡³-

·¥¨¿, ²® ¥±²¼ ± 5 ª« ±± . � ¯°®¶¥±± ¢®±¯¨² ¨¿ ¨ ®¡³·¥¨¿ ¢ ®¡« ±²¨ ¯°®-

±²° ±²¢¥»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨©, ¥±²¥±²¢¥®, ¤®«¦¥ ¯°¨¿²¼ ´®°¬³  £«¿¤®©

£¥®¬¥²°¨¨. � £«¿¤ ¿ £¥®¬¥²°¨¿, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ª³°±  £¥®-

¬¥²°¨¨, ¨§³· ¥² ±¢®©±²¢  £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´®°¬ ¯³²¥¬ À¦¨¢®£® ±®§¥°¶ ¨¿Á,

²® ¥±²¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥»µ ¢®±¯°¨¿²¨© ¨ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© ª®ª°¥²»µ ¯°¨¬¥°®¢

¨ ¨µ ¨§®¡° ¦¥¨©. � µ®°®¸ ¿ ¯®±² ®¢ª  ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿  £«¿¤®© £¥®¬¥²°¨¨

¢ ¬« ¤¸¨µ ª« ±± µ ¿¢«¿¥²±¿ ®¤¨¬ ¨§ ³±«®¢¨© ¤«¿ «³·¸¥£® ³±¢®¥¨¿ ±¨±²¥¬ -

²¨·¥±ª®£® ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨ ¯°¨ ¤ «¼¥©¸¥¬ ®¡³·¥¨¨. �®½²®¬³ ±«¥¤®¢ «® ¡»

¯°¨¤ ²¼ ª³°±³  £«¿¤®© £¥®¬¥²°¨¨ ¡®«¼¸³¾ ±¨±²¥¬ ²¨·®±²¼ ¨ ¥±ª®«¼ª®

° ±¸¨°¨²¼ ¥£® ¬ ²¥°¨ «. �°¥¬¿, ®²¢®¤¨¬®¥   ª³°±  °¨´¬¥²¨ª¨, ¢¯®«¥ ¯®-

§¢®«¿¥² ³£«³¡¨²¼ ¨§³·¥¨¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¢®¯°®±®¢, ·²® ¨ ¤¥« ¥²±¿ ¢ °¿¤¥

¸ª®«.

�°¨ ¯° ¢¨«¼®© ¯®±² ®¢ª¥  £«¿¤ ¿ £¥®¬¥²°¨¿ ®¡° §³¥² ±¨±²¥¬³ ¬®£®-

·¨±«¥»µ ¨ ° §®®¡° §»µ ¤¥¬®±²° ¶¨© ¯®¤¢¨¦»µ  £«¿¤»µ ¬®¤¥«¥© ®²-

°¥§ª®¢, ³£«®¢, ²°¥³£®«¼¨ª®¢ ¨ ° §«¨·»µ ¤°³£¨µ ´¨£³°, ±¨±²¥¬³ ³¯° ¦¥¨©

¢ ·¥°·¥¨¨ ¨ ³¯° ¦¥¨© ¢ ª®±²°³¨°®¢ ¨¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥© ¨§ ° §-

»µ ¬ ²¥°¨ «®¢ [5]. �±¥ ½²¨ ³¯° ¦¥¨¿ ¬®£³² ±®¯°®¢®¦¤ ²¼±¿ ¢»·¨±«¥¨¿¬¨,

±¢¿§ »¬¨ ± ¨§³·¥¨¥¬ ±¢®©±²¢ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¢¥«¨·¨: ±²®°®, ¯¥°¨¬¥²°®¢,

³£«®¢ ¨ ¯«®¹ ¤¥©.

�®§¨ª ¥² ¢®¯°®±, ¯®·¥¬³ ³¤¥«¿¥²±¿ ² ª ¬®£® ¬¥±²  ¨ ¢¨¬ ¨¿ £¥®¬¥-

²°¨·¥±ª¨¬ ¬®¤¥«¿¬ ¯°¨ ¯°®µ®¦¤¥¨¨  £«¿¤®© £¥®¬¥²°¨¨? � ¤® ¯®¬¨²¼,

·²® £« ¢¥©¸ ¿ ¬®¹ ¿ ²¢®°·¥±ª ¿ ±¨«  { ½²® «®£¨ª , ±®§¤ ¾¹ ¿ ¢ ±² °¸¨µ

ª« ±± µ ¸ª®«» £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯®¿²¨¿, { ¢ ±®§ ¨¨ ³·¥¨ª  ¬« ¤¸¨µ ª« ±-

±®¢ ¥¹¥ ¥ ° §¢¨² , ®  ±³¹¥±²¢³¥² ¢ ¢¨¤¥ ±« ¡»µ °®±²ª®¢. �® ³ ¥¥ ¥±²¼ ¤°³£ ¿

±¨« , ²®¦¥ ²¢®°·¥±ª ¿. �²® { ¢®®¡° ¦¥¨¥. �  £«¿¤®© £¥®¬¥²°¨¨ «®£¨ª³ § -

¬¥¿¥² ¨²³¨¶¨¿, ¯®¬®£ ¾¹ ¿ ±®§¤ ¢ ²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿. �±®, ·²®   ¯®±®¡¨¿,

±®§¤ ¾¹¨¥ §°¨²¥«¼»¥ ¢¯¥· ²«¥¨¿, ¯°¥¢° ¹ ¾¹¨¥±¿ ¯®²®¬ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥-

»¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ { £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ®¡° §», { ¤®«¦® ¡»²¼ ®¡° ¹¥® ®±®¡®¥

¢¨¬ ¨¥. �·¥¼ ¬®£®¥ § ¢¨±¨² §¤¥±¼ ®² ± ¬®© ²¥µ¨ª¨ ª®±²°³¨°®¢ ¨¿ ¬®-
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¤¥«¥©, ³¬¥¨¿ ¨µ ¯®ª § ²¼ ¨ ³¬¥¨¿ ¯®¤¢¥±²¨ ³· ¹¨µ±¿ ª ¥®¡µ®¤¨¬»¬ £¥®¬¥-

²°¨·¥±ª¨¬ ¢»¢®¤ ¬.

� ª®¥¶, £¥®¬¥²°¨¿ ¢¢¥¤¥² ¢ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¥  °¨´¬¥²¨ª¨ ¯°®±²° ±²¢¥»¥

®¡° §», ®¦¨¢¨² ¥¥ ° ¡®²³, ¤ ±² ¤¥²¿¬ ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨© ®¢»© ¯°®±²° ±²¢¥-

»© ¬ ²¥°¨ « ¢ ¢¨¤¥ ¤«¨ ®²°¥§ª®¢ ¨ ¯«®¹ ¤¥© ´¨£³°, ®¢»¥ § ¤ ·¨, ±¢¿§ »¥

±® §°¨²¥«¼»¬¨ ¢¯¥· ²«¥¨¿¬¨, ª®²®°»¥ ¤¥²¨ ² ª «¾¡¿² [14].

�«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¨¤¥¿ ¢¢¥¤¥¨¿ ½«¥¬¥²®¢  £«¿¤®© £¥®¬¥²°¨¨ ¢ ¶¥-

«¿µ ¯®¬®¹¨ ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ±¬¥¦»¬ ¯°¥¤¬¥²®¢: °¨±®¢ ¨¿, £¥®£° ´¨¨ ¨ ¤°.,

®±®¡¥® ¢ ¶¥«¿µ ¯®¤£®²®¢ª¨ ª ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®¬³ ª³°±³ £¥®¬¥²°¨¨, ²¥¯¥°¼ ¥

¢±²°¥· ¥² ¿°®±²®£® ±®¯°®²¨¢«¥¨¿.

�·¨²¥«¿¬, ¯°¨±²³¯ ¾¹¨¬ ª ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¾  £«¿¤®© £¥®¬¥²°¨¨, ¢®§¬®¦®

¯°¨¤¥²±¿ ®²°¥¸¨²¼±¿ ®² ®¡»·»µ ¯°¨¥¬®¢ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®£®

ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨,   ² ª¦¥ ®² ®¡»·»µ ¯°¨¥¬®¢ ¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³-

¾¹¨µ 7 ª« ±±³, ± ®¡¿§ ²¥«¼»¬ § ³·¨¢ ¨¥¬ ®¯°¥¤¥«¥¨©, ± § ¤ ¢ ¨¥¬   ¤®¬

¨ À±¯° ¸¨¢ ¨¥¬Á ³°®ª®¢, ± ¢»±² ¢«¥¨¥¬ ®²¬¥²®ª ¨ ².¯. �±¥ ½²¨ ¯¥¤ £®£¨·¥-

±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¯°¨¤³² ¢ ±¢®¥ ¢°¥¬¿, ® ¢ · «¥ ¤¥«® ¤®«¦® ¨¤²¨ ¨ ·¥: ¤¥¬®-

±²° ¶¨¨ ¯®±²°®¥¨¿ ´¨£³°, ¨µ ±¢®©±²¢ ¨ ®¡º¿±¥¨¿ ³·¨²¥«¿ ±¬¥¿¾²±¿ ®¡¹¥©

¡¥±¥¤®© ® ²®¬, ·²® ¡»«® ¯®ª § ® ¨ ·²® ¤¥²¨ ±³¬¥«¨ (¨ ¢¥°® «¨) ¯®¤¬¥²¨²¼.

�¥±¥¤» ±¬¥¿¾²±¿ ± ¬®±²®¿²¥«¼»¬¨ ³¯° ¦¥¨¿¬¨ ³·¥¨ª®¢ ¯® ¨§£®²®¢«¥-

¨¾ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥© ¨§ ° §»µ ¬ ²¥°¨ «®¢ ¨ ².¯. � ¤ ·  ³·¨²¥«¿ {

¤ ²¼ ¤¥²¿¬ ¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢® ±¨±²¥¬ ²¨§¨°®¢ »µ §°¨²¥«¼»µ ¢¯¥· ²«¥-

¨©, ¢ ª®²®°»µ ¤¥²¨ ¤®«¦» ° §®¡° ²¼±¿ ¨ ±¤¥« ²¼ ±¢®¨ ¢»¢®¤» ¯°¨ ¯®¬®¹¨

®¡º¿±¥¨© ¨  ¢®¤¿¹¨µ ¢®¯°®±®¢ ³·¨²¥«¿. �· ¹¨¥±¿ ¥ ¤®«¦» ¤³¬ ²¼ ®¡ ®²-

¬¥²ª µ, ±²¥±¿²¼±¿ § ¤ ¢ ²¼ ¢®¯°®±» ¨ ¤¥« ²¼ § ¬¥· ¨¿ ¯® ¯®¢®¤³ ²®£®, ·²®

®¨ ¢¨¤¿² ¨ ¤¥« ¾². � ² ª®© ¥¯°¨³¦¤¥®© ´®°¬¥,   ¨®£¤  ¨£°¥, ¤®«¦ 

¢µ®¤¨²¼  £«¿¤ ¿ £¥®¬¥²°¨¿ ¢ 5 ª« ±±.

8. � ª«¾·¥¨¥

�®°®¸ ¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¯®¤£®²®¢ª  ³· ¹¨µ±¿ ¨¬¥¥² ¡®«¼¸®¥ § ·¥¨¥ ¤«¿

¯®¢»¸¥¨¿ ª ·¥±²¢  ¨µ ®¡¹¥£® ¨ ¯®«¨²¥µ¨·¥±ª®£® ®¡° §®¢ ¨¿. �°®¢¥¼ ½²®©

¯®¤£®²®¢ª¨ ¢  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¥«¼§¿ ±·¨² ²¼ ®°¬ «¼»¬ ¯°¨ ´ ª²¨·¥±ª®¬

 · «¥ ¨§³·¥¨¿ £¥®¬¥²°¨¨ ¢ 7 ª« ±±¥ ®¤¨ ¤¶ ²¨«¥²¥© ¸ª®«», ²® ¥±²¼ ¯°¨

¯®²¥°¥ ¶¥«»µ ¯¿²¨ «¥² ¤«¿ ®°¬ «¼®£® ° §¢¨²¨¿ °¥¡¥ª .

�®¤¢®¤¿ ¨²®£ ¢±¥¬³ ¢»¸¥±ª § ®¬³, ¯®¢²®°¨¬, ·²® ´®°¬¨°®¢ ²¼ ³¬¥¨¿

¨  ¢»ª¨ ¬»±«¥® ¢»¤¥«¿²¼ «¨¨¨, ´¨£³°», ª®¬¡¨¨°®¢ ²¼ ¨µ ¢ ° §«¨·»µ

±®·¥² ¨¿µ, ¢° ¹ ²¼ ¨µ ¢®ª°³£ ®±¨,  ª« ¤»¢ ²¼ ®¤¨   ¤°³£¨¥ ¨ ².¤. ¥®¡µ®-

¤¨¬® ¥¹¥ ¤® ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨. �±«¨ ½²¨ ³¬¥¨¿ ¨  ¢»ª¨ ¥

±´®°¬¨°®¢ » ³ °¥¡¥ª  ¤®  · «  ®¡³·¥¨¿ £¥®¬¥²°¨¨, ²®, ª ª ¯®ª §»¢ ¥²

®¯»² ¬®£¨µ ³·¨²¥«¥©, ³°®ª¨ £¥®¬¥²°¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ¤«¿ ¥£® ²°³¤®±²¼,

¯°¥®¤®«¥¨¥ ª®²®°®© ²°¥¡³¥² ¥¬ «®© ¤®¯®«¨²¥«¼®© ° ¡®²» ³·¨²¥«¿. �®°-

¬¨°®¢ ¨¥ ½²¨µ ³¬¥¨© ¢ 5 - 6-µ ª« ±± µ ± ¯®¬®¹¼¾ ½¬¯¨°¨·¥±ª®£® ¯®¤µ®¤ 

«¨ª¢¨¤¨°®¢ «® ¡» ¢®§¬®¦®±²¼ ´®°¬ «¼®£® ³±¢®¥¨¿ § ¨© ¯® £¥®¬¥²°¨¨,  

² ª¦¥ ±®§¤ «® ¡» ¯°¥¤¯®±»«ª¨ ¤«¿ ° §¢¨²¨¿ ¯°®±²° ±²¢¥»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨©,

£¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¢®®¡° ¦¥¨¿, ³¬¥¨¿ ·¨² ²¼ ·¥°²¥¦¨ [16], ·²® ±®¢¥°¸¥®
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¥®¡µ®¤¨¬® ³·¥¨ª ¬ ¤«¿ ¤ «¼¥©¸¥£® ®¡³·¥¨¿.
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�.�. �®®¯ª¨ 

The problems of teaching of the graphic practical geometry for children of

10-12 years old are investigated. The main methods and recommendatins of

costruction of such geometric course are given. Some theoretical results are

represented.

� ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ±®¤¥°¦ ¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¡° §®¢ ¨¿ ®¤®© ¨§  ¨¡®«¥¥

²°³¤»µ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ ¯°®¡«¥¬ ¡»«® ¯®±²°®¥¨¥ ¸ª®«¼®£® ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨.

�° ª²¨ª  ° ¡®²» ¯® ®¢»¬ ¯°®£° ¬¬ ¬ ¯®ª § «  ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ±®¢¥°¸¥-

±²¢®¢ ¨¿ ª ª ±®¤¥°¦ ¨¿ ½²®£® ª³°± , ² ª ¨ ´®°¬, ±°¥¤±²¢ ¨ ¬¥²®¤®¢ ¥£®

¨§³·¥¨¿. �±®¡¥® ²°³¤»¬ ¤«¿ ³· ¹¨µ±¿ ®ª § «±¿ ¨ ®±² ¥²±¿ ¯® ±¥© ¤¥¼ ¯¥-

°¥µ®¤ ª ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®¬³ ª³°±³ £¥®¬¥²°¨¨ ¢ ¸¥±²®¬ ª« ±±¥. � ±®¢±¥¬ ¯¥· «¼-

³¾ ª °²¨³ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ° §°»¢ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© ³ ¸ª®«¼¨-

ª®¢ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ¨§ 9 ¢ 10 ª« ±±, ª®£¤  ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ¯¥°¥µ®¤ ®² ¯« ¨¬¥²°¨¨

ª ±²¥°¥®¬¥²°¨¨.

�·¨²¥«¿¬ µ®°®¸® ¨§¢¥±²» ²°³¤®±²¨ ³±¢®¥¨¿ ³· ¹¨¬¨±¿ ª³°±  ±²¥°¥®¬¥-

²°¨¨;  ¯°¨¬¥°, ²°³¤®±²¨, ±¢¿§ »¥ ± °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·. �²¨ ²°³¤®±²¨ £« ¢-

»¬ ®¡° §®¬ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¥¤®±² ²®·® ° §¢¨²»¬ ¯°®±²° ±²¢¥»¬ ¢®®¡° -

¦¥¨¥¬ ³ ³· ¹¨µ±¿, ¥¤®±² ²®·»¬ § ¯ ±®¬ ¯°®±²° ±²¢¥»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨©,

²®«¼ª® ¯°¨  «¨·¨¨ ª®²®°»µ ¬®¦® ®²®±¨²¥«¼® ±¢®¡®¤® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥

£¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ²¥«®, ¢¨¤ ±¥·¥¨¿ ²®£® ¨«¨ ¨®£® ¬®£®£° ¨ª  ¨«¨ ª°³£«®£®

²¥« , ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ®²®±¨²¥«¼®£® ¯®«®¦¥¨¿ ±¥ª³¹¥© ¯«®±ª®±²¨ ¨ ².¯.

�°¥®¤®«¥¨¥ ½²¨µ ¥¤®±² ²ª®¢ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¤®±²¨£³²® ° §«¨·»¬¨ ±¯®±®-

¡ ¬¨. � ¨¡®«¥¥ ° ¤¨ª «¼»© ¨ ¤¥©±²¢¥»© ¯³²¼ | ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ° ¡®²  ±

³· ¹¨¬¨±¿,  ·¨ ¿ ± 1 ª« ±± , ¯® ° §¢¨²¨¾ ¯°®±²° ±²¢¥®© ®°¨¥²¨°®¢ª¨,

¯°®±²° ±²¢¥®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¨ ¯°®±²° ±²¢¥®£® ¢®®¡° ¦¥¨¿. � ±®¢°¥-

¬¥®© ¬¥²®¤¨ª¥,  ¯°¨¬¥°, ¢ ° ¡®² µ �.�. �»¸ª «®, �.�. �¥¸ª®¢  ¨ ¤°³£¨µ

 ¢²®°®¢, ° §° ¡®² » °¥ª®¬¥¤ ¶¨¨, °¥ «¨§ ¶¨¿ ª®²®°»µ ¢ ®¡³·¥¨¨ ¬ ²¥¬ -

²¨ª¥ ¯® ®¢»¬ ¯°®£° ¬¬ ¬ À¯®§¢®«¿¥² § ·¨²¥«¼® ¯®¢»±¨²¼ ³°®¢¥¼ £¥®¬¥-

²°¨·¥±ª®£® ¬»¸«¥¨¿ ³· ¹¨µ±¿Á [2]. �°³£¨¥ ¯³²¨ ±¢¿§ » ± ³±®¢¥°¸¥±²¢®-

¢ ¨¥¬ ¯°®¶¥±±  ®¡³·¥¨¿ ²¥µ ³· ¹¨µ±¿, ª®²®°»¥ ¥ ¯®«³· «¨ ¥®¡µ®¤¨¬®©
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¯°¥¤¢ °¨²¥«¼®© ¯®¤£®²®¢ª¨. �¤¥±¼ ²¢®°·¥±ª¨¥ ³·¨²¥«¿ ¨ ¬¥²®¤¨±²» ¨¹³²

° §«¨·»¥ ±°¥¤±²¢ , ¯°¨¬¥¥¨¥ ª®²®°»µ ¯®¢»¸ ¥² ¯®§ ¢ ²¥«¼³¾  ª²¨¢-

®±²¼ ¨ ³±ª®°¿¥² ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ¥®¡µ®¤¨¬»µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨©.

�» ¯®¯»² «¨±¼ °¥¸¨²¼ ½²¨ ¯°®¡«¥¬» ±®§¤ ¨¥¬ ¯°®£° ¬¬» ª³°±   £«¿¤-

®-¯° ª²¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨, ª ª ° §¤¥«  ¯°®£° ¬¬» ¯® ¬ ²¥¬ ²¨ª¥ ¤«¿ 5{6

ª« ±±®¢ ± ®¡®¢«¥¨¥¬ ±®¤¥°¦ ¨¿ ®¡° §®¢ ¨¿, ±®±² ¢«¥®©   ®±®¢¥ ¯°®-

£° ¬¬» ¤«¿ ±°¥¤¥© ®¡¹¥®¡° §®¢ ²¥«¼®© ¸ª®«», ° ¡®² ¾¹¥© ¯® ¡ §¨±®¬³

³·¥¡®¬³ ¯« ³.

�»¤¥«¥»© ¨§ ®¡¹¥© ¯°®£° ¬¬» 5{6-µ ª« ±±®¢, ª³°±  £«¿¤®-¯° ª²¨·¥±-

ª®© £¥®¬¥²°¨¨ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ®¡¹³¾ ±¨±²¥¬³ ¨§³·¥¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¬ ²¥-

°¨ «  ¢ ½²¨µ ª« ±± µ ± ¶¥«¼¾   ° ¨µ ±²³¯¥¿µ ° §¢¨²¨¿ ³· ¹¨µ±¿ ¯®¤£®-

²®¢¨²¼ ¨µ ª ±®§ ²¥«¼®¬³ ¢®±¯°¨¿²¨¾ ¯°¥¤¬¥²  £¥®¬¥²°¨¨ ¢ 7-¬ ª« ±±¥, ¨±-

ª«¾·¨²¼ ´®°¬ «¼®±²¼ ³±¢®¥¨¿ ¬ ²¥°¨ « , ±®µ° ¨²¼ ¨²¥°¥± ª ¯°¥¤¬¥²³ ¨

¯®¤£®²®¢¨²¼ ³· ¹¨µ±¿ ª ¤ «¼¥©¸¥¬³ ¨§³·¥¨¾ £¥®¬¥²°¨¨ ¢ 8-¬ ª« ±±¥.

�«¿ ¶¥«®±²®© ±¨±²¥¬» ¨§³·¥¨¿ £¥®¬¥²°¨¨ ¢ ®±®¢®© ¸ª®«¥ ¢ 5{6 ª« ±± µ

¨§ ¸¥±²¨ ¥¤¥«¼»µ · ±®¢ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ 1 · ± ¢»¤¥«¿¥²±¿   ¤ «¼¥©¸¥¥ § ª®¬-

±²¢® ± £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ¯®¿²¨¿¬¨, ´¨£³° ¬¨, ®¡º¥¬»¬¨ ²¥« ¬¨, ´®°¬¨°³-

¾²±¿  ¢»ª¨ °¥¸¥¨¿ ¯°®±²¥©¸¨µ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ § ¤ ·. �®£¤  ¯°¨ ¨§³·¥¨¨

£¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¬ ²¥°¨ «  ¢ 7-¬ ª« ±±¥ ³· ¹¨¥±¿ ±¢®¥¢°¥¬¥®  ¤ ¯²¨°®¢ »

ª ¢®±¯°¨¿²¨¾ ®¢®£® ¯°¥¤¬¥²  ¨ ±®§¤ ¥²±¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ¶¥«¥ ¯° ¢«¥®© ¨µ

¯®¤£®²®¢ª¨ ª ¨§³·¥¨¾ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ª³°±  ¢ 8-¬ ª« ±±¥.

�®§¤ ¢ ¿ ½²®² ª³°±, ¬» ±² ¢¨«¨ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¶¥«¨:

- ®¡¥±¯¥·¨²¼ ¯°¥¥¬±²¢¥®±²¼ ¨§³·¥¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¬ ²¥°¨ «   · «¼-

®© ¨ ®±®¢®© ¸ª®«»;

- ¯°®¤®«¦¨²¼ ®§ ª®¬«¥¨¥ ± £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ´¨£³° ¬¨, ¨µ ¨§®¡° ¦¥¨¥¬

  ¯«®±ª®±²¨ ¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥;

- ±´®°¬¨°®¢ ²¼ ¯° ª²¨·¥±ª¨¥ ¬¥²®¤» (± ¯®¬®¹¼¾ ®¯»²  ¨«¨ ½ª±¯¥°¨¬¥² )

¯® ®§ ª®¬«¥¨¾ ±® ±¢®©±²¢ ¬¨ ¯«®±ª¨µ ¨ ¯°®±²° ±²¢¥»µ ´¨£³°;

- ¯®±²¥¯¥® ¢¢®¤¨²¼ ¤¥¤³ª²¨¢»¥ ³¬®§ ª«¾·¥¨¿ ¨ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¯® ¯®¤-

£®²®¢ª¥ ³· ¹¨µ±¿ ª ³±¯¥¸®¬³ ³±¢®¥¨¾ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨;

- ° §¢¨¢ ²¼ ¯°®±²° ±²¢¥®¥ ¬»¸«¥¨¥.

� ±¢®¥© ° ¡®²¥ ¬» ¯®¤ ²¥°¬¨®¬ À¯°®±²° ±²¢¥®¥ ¬»¸«¥¨¥Á ¯®¤° §³¬¥-

¢ ¥¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥, ¤ ®¥ �.�. � ° ¶¥¢»¬. �°®±²° ±²¢¥®¥ ¬»¸«¥¨¥ |

½²® À±«®¦»© ¯°®¶¥±±, ª³¤  ¢ª«¾· ¾²±¿ ¥ ²®«¼ª® «®£¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨, ®

¨ ¬®¦¥±²¢® ¯¥°¶¥¯²¨¢»µ ¤¥©±²¢¨©, ¡¥§ ª®²®°»µ ¬»±«¨²¥«¼»© ¯°®¶¥±± ¢

´®°¬¥ ®¡° §®¢ ¯°®²¥ª ²¼ ¥ ¬®¦¥²,   ¨¬¥® ®¯®§ ¨¥ ®¡º¥ª²®¢, ¯°¥¤±² -

¢«¥»µ °¥ «¼® ¨«¨ ¨§®¡° ¦¥»µ ° §«¨·»¬¨ £° ´¨·¥±ª¨¬¨ ±°¥¤±²¢ ¬¨,

±®§¤ ¨¥   ½²®© ®±®¢¥  ¤¥ª¢ ²»µ ®¡° §®¢ ¨ ®¯¥°¨°®¢ ¨¥ ¨¬¨ ¢ ª®ª°¥²-

»µ ±¨²³ ¶¨¿µ. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®¤ ¯°®±²° ±²¢¥»¬ ¬»¸«¥¨¥¬ ¯®¤° §³-

¬¥¢ ¥²±¿ ¥ ²®«¼ª® ±¢®¡®¤®¥ ®¯¥°¨°®¢ ¨¥ ¯°®±²° ±²¢¥»¬¨ ®¡° § ¬¨, ±®-

§¤ »¬¨   ° §«¨·®© ®±®¢¥, ® ¨ ¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ± ³·¥²®¬ ²°¥¡®¢ ¨¿

§ ¤ ·¨Á [5].

� ¤ ·¨ ¢ ° §¢¨²¨¨ ¬»¸«¥¨¿ ³· ¹¥£®±¿ ¨£° ¾² ¡®«¼¸³¾ °®«¼. �«¿ ½²®©

¶¥«¨ ¤®«¦» ¯®¤¡¨° ²¼±¿ ² ª¨¥ § ¤ ·¨, ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ª®²®°»µ ³·¥¨ª³ ³¦®

¯°®¿¢¨²¼ ¥ª®²®°³¾ ±¬¥ª «ª³ (¤®£ ¤ª³, ±®®¡° §¨²¥«¼®±²¼), ±ª«®®±²¼ ª
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®¡®¡¹¥¨¾. �® ¥±²¼   ³°®ª µ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ±®§¤ ¢ ²¼ ² ª¨¥ ³±«®-

¢¨¿, ª®²®°»¥ ±¯®±®¡±²¢³¾² ° §¢¨²¨¾ ²¢®°·¥±ª¨µ ±¯®±®¡®±²¥© ³· ¹¨µ±¿. �¥-

®¡µ®¤¨¬® ³·¨²¼ ¨µ ¨±ª ²¼ ° ¶¨® «¼»¥ ±¯®±®¡» ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥-

±ª¨µ ´ ª²®¢, ¯°¨¥¬®¢, °¥¸¥¨© § ¤ ·.

�° ª²¨ª  ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ±®¤¥°¦ ¨¿ § ¤ · ± ° §¢¨¢ ¾¹¨¬¨

´³ª¶¨¿¬¨ ¨ ®¡³·¥¨¥ ¨µ °¥¸¥¨¾ ¢»§»¢ ¾² ¡®«¼¸¨¥ ²°³¤®±²¨ ³ ³·¥¨ª . �

² ª¨¬,  ¯°¨¬¥°, ®²®±¿²±¿, ² ª  §»¢ ¥¬»¥, À¥±² ¤ °²»¥Á § ¤ ·¨, ²°¥¡³-

¾¹¨¥ ¥²°¨¢¨ «¼»µ ±¯®±®¡®¢ °¥¸¥¨¿. � ª ¯° ¢¨«®, ¬®£¨¥ ¨§ ² ª¨µ § ¤ ·

²°¥¡³¾² ¢ °¥¸¥¨¨ ®¯¥°¨°®¢ ¨¿ ¯°®±²° ±²¢¥»¬¨ ®¡° § ¬¨.

� ¯®±«¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¢±¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ®¯¥°¨°®¢ ¨¿ ¯°®±²° ±²¢¥»¬¨

®¡° § ¬¨ ±¢®¤¿² ª ²°¥¬ ®±®¢»¬:  ) ¯°¨¢®¤¿¹¥¥ ª ¨§¬¥¥¨¾ ¯®«®¦¥¨¿ ¢®-

®¡° ¦ ¥¬®£® ®¡º¥ª²  (1 ²¨¯), ¨§¬¥¥¨¾ ¥£® ±²°³ª²³°» (2 ²¨¯) ¨ ª®¬¯®§¨¶¨¨

¯°¥®¡° §®¢ ¨© (3 ²¨¯) [5].

�ª § »¥ ²¨¯» ®¯¥°¨°®¢ ¨¿ ¯°®±²° ±²¢¥»¬¨ ®¡° § ¬¨, ¨µ ¤®±²³¯-

®±²¼ ³· ¹¨¬±¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ª ª ®¤¨ ¨§  ¤¥¦»µ ¯®ª § ²¥«¥©, µ ° ª²¥-

°¨§³¾¹¨µ ³°®¢¥¼ ° §¢¨²¨¿ ¯°®±²° ±²¢¥®£® ¬»¸«¥¨¿. �¨¯ ®¯¥°¨°®¢ ¨¿

®±¨² ³±²®©·¨¢»© µ ° ª²¥°, ¨ �.�. �®²¢¨¨ª®¢, �.�. �¨µ®¬¨°®¢, �.�. � ¯-

«³®¢¨·, �.�. �ª¨¬ ±ª ¿ ¨ ¤°., ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ²°¥¬¿ ²¨¯ ¬¨ ®¯¥°¨°®¢ ¨¿,

¢»¤¥«¿¾² 3 ³°®¢¿ ° §¢¨²¨¿ ¯°®±²° ±²¢¥®£® ¬»¸«¥¨¿: ¨§ª¨©, ±°¥¤¨© ¨

¢»±®ª¨©.

� ¦®¥ § ·¥¨¥ ¢ ¢»¯®«¥¨¨ ³¯° ¦¥¨© ¢ ª³°±¥  £«¿¤®-¯° ª²¨·¥±ª®©

£¥®¬¥²°¨¨ ¬» ®²¢®¤¨¬ ³¬¥¨¾ ·¨² ²¼ ·¥°²¥¦. � «¨§¨°³¿ ¯°®¶¥±± ¢»¯®«¥-

¨¿ ³¯° ¦¥¨©, �.�. � ° ¶¥¢ ¢»¤¥«¿¥² ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯°¨¥¬» ° ¡®²» ± ·¥°²¥-

¦®¬:

 ) ¯°®±²®¥ ¢»·«¥¥¨¥ ´¨£³°»;

¡) ±®¯®±² ¢¨¬®¥ ¢»·«¥¥¨¥ ´¨£³°;

¢) ° ±¯®§ ¢ ¨¥ ´¨£³°;

£) ¯¥°¥®±¬»±«¨¢ ¨¥ ½«¥¬¥²®¢ ·¥°²¥¦  ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¤°³£®£® ¯®¿²¨¿;

¤) ±° ¢¥¨¥ ´¨£³°;

¥) ¨§¬¥¥¨¥ ¢§ ¨¬®£® ° ±¯®«®¦¥¨¿ ®¡° §®¢;

¦) ¨§¬¥¥¨¥ ±²°³ª²³°» ®¡° §®¢.

�·¨²»¢ ¿ ³°®¢¨ ¯°®±²° ±²¢¥®£® ¬»¸«¥¨¿ ¨ ¯°¨¥¬» ° ¡®²» ± ·¥°-

²¥¦®¬, ¬®¦® ¢»¤¥«¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³°®¢¨ ·²¥¨¿ ·¥°²¥¦ : 1) ±®§¤ ¨¥ ¯®

·¥°²¥¦³ ®¡° §®¢ ´¨£³°; 2) ®¯¥°¨°®¢ ¨¥ ½«¥¬¥² ¬¨ ·¥°²¥¦  ± ¨§¬¥¥¨¥¬ ¨µ

¢§ ¨¬®£® ° ±¯®«®¦¥¨¿; 3) ®¯¥°¨°®¢ ¨¥ ½«¥¬¥² ¬¨ ·¥°²¥¦ , ¯°¨¢®¤¿¹¨¬¨

ª ¨§¬¥¥¨¾ ¢ ¥£® ±²°³ª²³°¥ ¨ ±²°³ª²³°» ¥£® ½«¥¬¥²®¢.

�®£¨¥ ®²¬¥·¥»¥ ¢»¸¥ ¯°¨¥¬» ·²¥¨¿ ·¥°²¥¦  ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¢ ³±¢®¥¨¨

£¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¬ ²¥°¨ «  5{6 ª« ±± . � «¨§ ±®¤¥°¦ ¨¿ ½²®£® ¬ ²¥°¨ « 

¯®ª § «, ·²® ³· ¹¨¥±¿ ¤®«¦» ³¬¥²¼ À±®§¤ ¢ ²¼ ®¡° § ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ³±«®-

¢¨¥¬ § ¤ ·¨, ³¤¥°¦¨¢ ²¼ ¥£® ¢ ¯ ¬¿²¨,   ² ª¦¥ ¢« ¤¥²¼ ¯°¨¥¬ ¬¨ ¯°®±²®£® ¨

±®¯®±² ¢¨¬®£® ¢»·«¥¥¨¿ ´¨£³°, ±° ¢¥¨¿ ´¨£³°, ¯¥°¥®±¬»±«¨¢ ¨¿ ½«¥¬¥-

²®¢ ·¥°²¥¦  ± ²®·ª¨ §°¥¨¿ ¤°³£¨µ ¯®¿²¨©Á [5]. �®°¬¨°®¢ ¨¥ ½²¨µ ¯°¨¥¬®¢

¤®«¦® ®±³¹¥±²¢«¿²¼±¿ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¢»¯®«¥¨¿ ³¯° ¦¥¨©.

� ¤® ±ª § ²¼, ·²® ¯®±®¡¨¿ ¯® ¬ ²¥¬ ²¨ª¥ ¤«¿ 5{6 ª« ±±®¢, ¨§¤ »¥ ¢ ¯®-

±«¥¤¨¥ £®¤», ±®¤¥°¦ ² ¡®«¼¸¨±²¢® ®²¬¥·¥»µ ²¨¯®¢ ³¯° ¦¥¨©. �°¥¤³-
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±¬®²°¥® ¯®±®¡¨¿¬¨ ¨ ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ¬®£¨µ ¯°¨¥¬®¢ ·²¥¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£®

·¥°²¥¦ . �¤ ª® ¢±¿ ½²  ° ¡®²  µ ° ª²¥°  ¢ ®±®¢®¬ «¨¸¼ ¤«¿ ¯¥°¢»µ ³°®¢-

¥© ¯°®±²° ±²¢¥®£® ¬»¸«¥¨¿: ±®§¤ ¨¥ ®¡° §®¢, ®¯¥°¨°®¢ ¨¥ ¯°®±²° -

±²¢¥»¬¨ ®¡° § ¬¨, ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ª ¨§¬¥¥¨¾ ¨µ ¯®«®¦¥¨¿. �®«¥¥ ²®£®, ¯°¨-

¥¬» ·²¥¨¿ ·¥°²¥¦  ±¢¿§ » ± ¥¯®±°¥¤±²¢¥»¬ ®¯¥°¨°®¢ ¨¥¬ ¥£® ½«¥¬¥-

² ¬¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¢« ¤¥¨¥ ¯°¨¥¬ ¬¨ ·²¥¨¿ ·¥°²¥¦  ´®°¬¨°³¥² ¯°®-

±²° ±²¢¥®¥ ¬»¸«¥¨¥ «¨¸¼   ¬ ²¥°¨ «¨§¨°®¢ ®¬ ½² ¯¥. �® ¥±«¨ ° ±±¬®-

²°¥²¼ ¥±ª®«¼ª® ³¯° ¦¥¨© ¨§ ª³°±  £¥®¬¥²°¨¨ 7{8 ª« ±±®¢, ²® ±² ®¢¨²±¿

¿±®, ·²® ¤«¿ ¨µ ¢»¯®«¥¨¿ ¥®¡µ®¤¨¬® ¢« ¤¥¨¥ ¢±¥¬¨ ²¨¯ ¬¨ ®¯¥°¨°®¢ ¨¿

¯°®±²° ±²¢¥»¬¨ ®¡° § ¬¨. �®§¨ª ¥² ¯°®¡«¥¬  ° §° ¡®²ª¨ ³¯° ¦¥¨©

¤«¿ ´®°¬¨°®¢ ¨¿ ¯°®±²° ±²¢¥®£® ¬»¸«¥¨¿ ¸ª®«¼¨ª®¢. � ª¨¥ ³¯° ¦-

¥¨¿ ¤®«¦»  ª²¨¢® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢ 5{6 ª« ±± µ ¨   ¯¥°¢»µ ³°®ª µ £¥®-

¬¥²°¨¨ ¢ 7 ª« ±±¥. � «¨§ ³·¥¡¨ª®¢ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¢ ¨µ ¬ «® ³¯° ¦¥¨©,

®°¨¥²¨°®¢ »µ   ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ¢»±®ª¨µ ³°®¢¥© ¯°®±²° ±²¢¥®£® ¬»¸-

«¥¨¿.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯¥°¥¤  ¬¨ ¢®§¨ª«  ¯°®¡«¥¬  ° §° ¡®²ª¨ ³¯° ¦¥¨© ¤«¿

´®°¬¨°®¢ ¨¿ ¯°®±²° ±²¢¥®£® ¬»¸«¥¨¿ ¸ª®«¼¨ª®¢, ª®²®°»¥ ¤®«¦»  ª-

²¨¢® ³¦¥ ¢ 5{6-µ ª« ±± µ ¨   ¯¥°¢»µ ³°®ª µ £¥®¬¥²°¨¨ ¢ 7 ª« ±±¥ ¢« ¤¥²¼

° §«¨·»¬¨ ¯°¨¥¬ ¬¨ ®¯¥°¨°®¢ ¨¿ ¯°®±²° ±²¢¥»¬¨ ®¡ºª² ¬¨. � ² ª¦¥

¢®§¨ª«  ¯°®¡«¥¬  ¥¤®±² ²ª  ³·¥¡®£® ¢°¥¬¥¨ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ±® ¸ª®«¼®©

¯°®£° ¬¬®© ¤«¿ ¢»¯®«¥¨¿ ½²¨µ ³¯° ¦¥¨©   ³°®ª µ, °¥¸¥¨¥ ª®²®°®© ¬»

³ª § «¨ ¢»¸¥.

�«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¬ ²¥°¨ «  ¢ 5{6 ª« ±-

± µ ¥ ±² ¢¨«¨±¼ § ¤ ·¨ ³±¢®¥¨¿ (§ ¯®¬¨ ¨¿) ¯®¿²¨© ¢ ´®°¬¥ ®¯°¥¤¥«¥¨©,

µ®²¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¥ª®²®°»µ ¨§ ¨µ ´®°¬¨°³¾²±¿. �¡³·¥¨¥ ®°£ ¨§³¥²±¿ ² ª,

·²®¡» ±³¹¥±²¢¥®¥ ® ¯®¿²¨¿µ § ¯®¬¨ «®±¼ ¥¯°®¨§¢®«¼®. � ±ª°»²¨¥ ±®-

¤¥°¦ ¨¿ ¨ ®¡º¥¬  ¯®¿²¨© ¯°®¨±µ®¤¨²   ª®ª°¥²»µ ¯°¨¬¥° µ ± ¸¨°®ª¨¬

¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ±°¥¤±²¢  £«¿¤®±²¨, ®¤¨¬¨ ¨§ ®±®¢»µ ±°¥¤±²¢ ª®²®°»µ

¿¢«¿¾²±¿ ·¥°²¥¦¨ ¨ °¨±³ª¨. � ¢»¿¢«¥¨¨ ±³¹¥±²¢¥»µ (¥±³¹¥±²¢¥»µ)

¯°¨§ ª®¢ ¯®¿²¨© ¨ ³±¢®¥¨¨ ¨µ ³· ¹¨¬¨±¿ ¢ ¦®¥ § ·¥¨¥ ¨¬¥¥² ¨±¯®«¼§®-

¢ ¨¥ ¥±² ¤ °²»µ ·¥°²¥¦¥©.

�²  ° ¡®²  ¯°®¢®¤¨²±¿   ¡ §¥ ¡®«¥¥ ° ¥£®, ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ²° ¤¨¶¨®-

»¬, ´®°¬¨°®¢ ¨¿ ³ ¤¥²¥© £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯®¿²¨© (´¨£³°, ¨µ ½«¥¬¥²®¢,

®²®¸¥¨© ¬¥¦¤³ ¨¬¨) ¨ ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ¢¥±¼¬  ¶¥«¥ ¯° ¢«¥®© ° ¡®²®©

¯® ®¡®£ ¹¥¨¾ ¨µ ¿§»ª . � §¢¨²¨¥ °¥·¨ ¨ ¯®¯®«¥¨¥ ¤¥²±ª®£® ±«®¢ °¿ ¥

¯°¥¤¯®« £ ¥² § ³·¨¢ ¨¿ ®¢»µ ²¥°¬¨®¢, ¥ ±² ¢¨²±¿, ª ª ¯° ¢¨«®, ¨ § ¤ · 

®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯®¿²¨©, ¤«¿ ª®²®°»µ ¢¢®¤¿²±¿ ®¢»¥ ²¥°¬¨». �®¢»¥ £¥®¬¥²°¨-

·¥±ª¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ²¥°¬¨» ¢¢®¤¿²±¿ À¥±²¥±²¢¥»¬Á

¯³²¥¬, ² ª, ª ª ¯°¨ ½²®¬ ¯°®¨±µ®¤¨² ± ° §¢¨²¨¥¬ À¡»²®¢®©Á °¥·¨ °¥¡¥ª .

�°¨ ½²®¬, ª®¥·®, ¡®«¼¸®¥ ¢¨¬ ¨¥ ®¡° ¹ ¥²±¿   ¯° ¢¨«¼®¥ ³¯®²°¥¡«¥¨¥

²¥°¬¨®¢.

� ¡®²  ¯® ° §¢¨²¨¾ ¯°®±²° ±²¢¥»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© (¨ °¥·¨ ³· ¹¨µ±¿)

®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ·¥°¥§ ¢»¯®«¥¨¥ ±¨±²¥¬» ±¯¥¶¨ «¼»µ ³¯° ¦¥¨©, · ±²®

¨£°®¢®£® µ ° ª²¥° , ±¢¿§ »µ ±  ¡«¾¤¥¨¥¬ ¤¥²¼¬¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´¨-

£³°   ¯°¥¤¬¥² µ ®ª°³¦ ¾¹¥© ®¡±² ®¢ª¨, £° ´¨·¥±ª¨µ ³¯° ¦¥¨©, ¯®±²°®¥-
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¨¥¬ ¬®¤¥«¥©. �±®¡®¥ ¬¥±²® § ¨¬ ¾² ³¯° ¦¥¨¿   ³±² ®¢«¥¨¥ ®²®¸¥¨©

¬¥¦¤³ ¯°¥¤¬¥² ¬¨ ®ª°³¦ ¾¹¥© ®¡±² ®¢ª¨ ¨ ¨µ ¨§®¡° ¦¥¨¿¬¨. �±²¥±²¢¥®,

·²® ² ª ¿ ° ¡®²  ¯°®¢®¤¨²±¿ ± ¸¨°®ª¨¬ ¯°¨¢«¥·¥¨¥¬ ¯«®±ª¨µ ¨ ¯°®±²° -

±²¢¥»µ ¬®¤¥«¥©.

�±µ®¤¿ ¨§ § ¤ · ¸ª®«¼®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ¯®±² ¢«¥»µ

 ¬¨ ¶¥«¥©, ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨¥ ¬¥²®¤» ®¡³·¥¨¿ £¥®¬¥²°¨¨, ª®-

²®°»¥ ±¯®±®¡±²¢³¾² ³±¢®¥¨¾ ³· ¹¨¬¨±¿ ¥ £®²®¢»µ § ¨© (·²® ®±®¡¥®

²°³¤® ¨¬¥® ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ £¥®¬¥²°¨¨),   ±¯®±®¡®¢ ¯®§ ¨¿, ¯°¨¢®¤¿¹¨µ ª

½²¨¬ § ¨¿¬.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®±®¢»¬¨ ¢¨¤ ¬¨ ³·¥¡®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ¯°¨ ¨§³·¥¨¨  -

¸¥£® ª³°±  ¿¢«¿¾²±¿:

-  ¡«¾¤¥¨¥ ¨ ¨§£®²®¢«¥¨¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ´¨£³° ¨§ ¡³¬ £¨, ª °²® ,

¯°®¢®«®ª¨;

- £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ½ª±¯¥°¨¬¥²» ¤«¿ ³±² ®¢ª¨ ®±®¢»µ ±¢®©±²¢ ´¨£³°;

- ¨§¬¥°¥¨¥;

- ¯®±²°®¥¨¥;

- ¨§®¡° ¦¥¨¥;

- ¢»·¨±«¥¨¥ ¯® ´®°¬³« ¬;

- ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¥.

�²¨ ¢¨¤» ¤¥¿²¥«¼®±²¨  ¯° ¢«¥»   ±®§¤ ¨¥ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ®¡³·¥¨¿ ±¯¥-

¶¨ «¼»µ ±¨²³ ¶¨©, ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¯°¨¬¥¥¨¿ ª®²®°»µ ³ ³· ¹¨µ±¿ ´®°¬¨°³¥²±¿

¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ®¡ ¨§³· ¥¬»µ ®¡º¥ª² µ ¨ ¨µ ±¢®©±²¢ µ, ¢»¿¢«¿¾²±¿ ®·¥¢¨¤»¥

§ ª®®¬¥°®±²¨, £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ´ ª²», ¨¤¥¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¨ ².¤. À�¥¬ ± -

¬»¬ ±®§¤ ¾²±¿ ¯°¥¤¯®±»«ª¨ ¤«¿ ° §¢¨²¨¿  £«¿¤®-®¡° §®£® ¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨-

¤¥©±²¢¥®£® ¬»¸«¥¨¿ | ¯¥°¢®© ±²³¯¥¨ ° §¢¨²¨¿ ¢±¿ª®£® ¬»¸«¥¨¿; °¥-

§³«¼² ²»  ¡«¾¤¥¨¿, ®¯»²  ¨ ¨§¬¥°¥¨© ±«³¦ ² ®±®¢ ¨¥¬ ¤«¿ ¨¤³ª²¨¢»µ

¢»¢®¤®¢, ± ¯®¬®¹¼¾ ª®²®°»µ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ®²ª°»²¨¥ ®¢»µ ¨±²¨Á [1].

� ª,  ¯°¨¬¥°, ¨±±«¥¤®¢ ¨¿, ¯°®¢¥¤¥»¥ �.�. � ¢»¤®¢»¬, �.�. �«¼ª®-

¨»¬ ¨ ¨µ ±®²°³¤¨ª ¬¨, ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ³·¥¡®¥ ¤¥©±²¢¨¥ ¬®¤¥«¨°®¢ ¨¿

¯®§¢®«¿¥² ´®°¬¨°®¢ ²¼ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨¥ ®¡®¡¹¥¨¿ ³¦¥ ³ ³· ¹¨µ±¿ ¬« ¤¸¨µ

ª« ±±®¢ ¨ ®±³¹¥±²¢«¿²¼ ±¢®¥¢°¥¬¥»© ¨ ¯° ¢¨«¼»© ¯¥°¥µ®¤ ¤¥²¥© ®² ®¯®°»

   ²³° «¼³¾  £«¿¤®±²¼ ª ³¬¥¨¾ ®°¨¥²¨°®¢ ²¼±¿ ¢  ¡±²° ª²»µ ®²®-

¸¥¨¿µ.

�¥«¼§¿ ±ª § ²¼, ·²® ¯°¨ ®¡³·¥¨¨ ¢ ®¡»·®© ¸ª®«¥ ¥ ¯°¨¬¥¿¾²±¿ ¬®-

¤¥«¨ ¨«¨ ¨µ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ®£° ¨·¨¢ ¥²±¿. �¤ ª® ®±®¢®© ´³ª¶¨¥© ¬®-

¤¥«¨ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¥°¥¤ª® ¿¢«¿« ±¼ ´³ª¶¨¿ ¨««¾±²° ¶¨¨. �®¤¥«¼ ¢»¯®«¿-

«¥² ¢±¯®¬®£ ²¥«¼³¾ °®«¼, ª ª ±°¥¤±²¢® ¯®¤ª°¥¯«¥¨¿ ¯®¿²¨©®£® ¬»¸«¥¨¿

·³¢±²¢¥®- £«¿¤»¬¨ ®¡° § ¬¨.

� ®±®¢³ ª³°±   £«¿¤®-¯° ª²¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨ ¡»«® ¯®«®¦¥® ¯°®¡«¥¬-

®¥ ®¡³·¥¨¥. �²®¬³ ¯®±«³¦¨«¨ ®·¥¼ ¢ ¦»¥ ¢»¢®¤» ¯¥¤ £®£¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨

¨ ¯° ª²¨ª¨.

�°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¥®¡µ®¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼, ·²® § ¨¿ ¨ £®²®¢»¥ ±¯®±®¡» °¥¸¥¨¿

§ ¤ · ¬®£³² ±² ²¼ ±°¥¤±²¢ ¬¨ ¤ «¼¥©¸¥£® ¤¢¨¦¥¨¿ ¬»±«¨ «¨¸¼ ¢ ²®¬ ±«³· ¥,

¥±«¨ ³·¨²¥«¼ ®°£ ¨§³¥² ±®¡±²¢¥³¾ ° ¡®²³ ¬»±«¨ ³· ¹¥£®±¿. � ¦¥ ¢ ²¥µ

±«³· ¿µ, ª®£¤  ³· ¹¨¬±¿ ±®®¡¹ ¾²±¿ £®²®¢»¥ ®¡®¡¹¥¨¿ ¨ ±¯®±®¡» ¤¥©±²¢¨¿,
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¥®¡µ®¤¨¬® ¯®¤³¬ ²¼ ® ±®§¤ ¨¨ ¢³²°¥¨µ ³±«®¢¨© ¤«¿ ¨µ ¯°®¤³ª²¨¢®£®

¨±¯®«¼§®¢ ¨¿. �¥¬ ¡®«¥¥ ¥®¡µ®¤¨¬® ±®§¤ ²¼ ½²¨ ¢³²°¥¨¥ ³±«®¢¨¿ ²®£¤ ,

ª®£¤  ³· ¹¨¥±¿ ¤®«¦» ± ¬¨  µ®¤¨²¼ ®¢»¥ ¯°¨¥¬», ®¢»¥ ±¯®±®¡» ¤¥©±²¢¨¿,

À®²ª°»¢ ²¼Á ®¢»¥ § ¨¿.

�¥¤®¯³±²¨¬® ¬¥µ ¨·¥±ª®¥ ¯®¨¬ ¨¥ ¯°®¶¥±±  ³±¢®¥¨¿ § ¨©, ®±®¢ -

®¥   ²®¬, ¡³¤²® § ¨¿, ª®²®°»¥ ³·¨²¥«¼ ¯¥°¥¤ ¥² ³·¥¨ª³, ¯°®±²® ¯°®¥¶¨-

°³¾²±¿ ¢ ¥£® ±®§ ¨¥, ¯¥°¥®±¿²±¿ À¨§ £®«®¢» ³·¨²¥«¿ ¢ £®«®¢³ ³·¥¨ª Á.

�®§ ¢ ²¥«¼ ¿ ¯®²°¥¡®±²¼ ¢®§¨ª ¥² ³ ·¥«®¢¥ª  ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ® ¥

¬®¦¥² ¤®±²¨·¼ ¶¥«¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§¢¥±²»µ ¥¬³ ±¯®±®¡®¢ ¤¥©±²¢¨©, § ¨©. �² 

±¨²³ ¶¨¿ ¨  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¡«¥¬®©. �¬¥® ¯°®¡«¥¬ ¿ ±¨²³ ¶¨¿ ¯®¬®£ ¥² ¢»-

§¢ ²¼ ®¯°¥¤¥«¥³¾ ¯®§ ¢ ²¥«¼³¾ ¯®²°¥¡®±²¼ ³ ³· ¹¨µ±¿, ¤ ²¼ ¥®¡µ®¤¨-

¬³¾  ¯° ¢«¥®±²¼ ¨µ ¬»±«¨ ¨ ²¥¬ ± ¬»¬ ±®§¤ ²¼ ¢³²°¥¨¥ ³±«®¢¨¿ ¤«¿

³±¢®¥¨¿ ®¢®£® ¬ ²¥°¨ « , ®¡¥±¯¥·¨¢ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¢®§¬®¦®±²¼ ³¯° ¢«¥¨¿

±® ±²®°®» ¯¥¤ £®£  ½²¨¬ ¯°®¶¥±±®¬.

� ª ³¦¥ ³ª §»¢ «®±¼ ¢ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿µ, ®±®¢®© ²¥§¨±  ¸¥© ° ¡®²» ² -

ª®¢:  °¿¤³ ± ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ª³°±®¬ £¥®¬¥²°¨¨, ¢ 5{6-µ ª« ±± µ ¯¥¤ £®£¨-

·¥±ª¨ ¶¥«¥±®®¡° §® ¸¨°®ª®¥ ±®¤¥°¦ ²¥«¼®¥ ¨§³·¥¨¥  £«¿¤®© £¥®¬¥²°¨¨.

� ¥£® ®±®¢¥ ¤®«¦  «¥¦ ²¼ ¬ ª±¨¬ «¼® ª®ª°¥² ¿ ¯° ª²¨·¥±ª ¿ ¤¥¿²¥«¼-

®±²¼ °¥¡¥ª , ±¢¿§  ¿ ± ° §«¨·»¬¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ®¡º¥ª² ¬¨. � ª³°±¥

¤®«¦» ¯°¨±³²±²¢®¢ ²¼ ² ª¨¥ ²¥¬» ¨ § ¤ ¨¿, ª®²®°»¥ ±²¨¬³«¨°®¢ «¨ ¡»

³· ¹¥£®±¿ ª ¯°®¢¥¤¥¨¾ ¥±«®¦»µ ®¡®±®¢ ¨©, ª ¯®¨±ª³ ²¥µ ¨«¨ ¨»µ § ª®-

®¬¥°®±²¥©. [4]. �, ª ª ¯®ª § «® ¯° ª²¨·¥±ª®¥ ¯°¨¬¥¥¨¥ ¤ ®£® ª³°± , ®

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ½²¨¬ ²°¥¡®¢ ¨¿¬, ¯®¢»¸ ¥² ³·¥¡®-¯®§ ¢ ²¥«¼»© ¨²¥°¥±

³· ¹¨µ±¿ ¨ ¯®§¢®«¿¥² °¥¸¨²¼ °¿¤ ¯°®¡«¥¬ ±®¢°¥¬¥®£® ®¡° §®¢ ¨¿.
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This paper shows us how it is important to have a probability-statistical

method of thinking and how it is useful to form it just in the early school

age.

1. �¢¥¤¥¨¥

�¥¬³ ¨ ª ª ³·¨²¼ ¢ ¸ª®«¥, ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, ¢±¥£¤  ¡³¤¥² ¯°¨ ¤«¥¦ ²¼ ª ·¨±«³

¢¥·»µ ¯°®¡«¥¬, ª®²®°»¥ ¯®±²®¿® ¢®§¨ª ¾² ¤ ¦¥ ¯®±«¥ ²®£®, ª ª ¨¬ ¤ ®

°¥¸¥¨¥, «³·¸¥¥ ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ¯°¥¤¸¥±²¢³¾¹¨¬. � ½²® ¥¨§¡¥¦®, ¯®±ª®«¼ª³

¥¯°¥°»¢® ¨§¬¥¿¾²±¿  ¸¨  ³·»¥ § ¨¿ ¨ ¯®¤µ®¤» ª ®¡º¿±¥¨¾ ®ª°³-

¦ ¾¹¨µ  ± ¿¢«¥¨©.

�¦¥ ¤®«£®¥ ¢°¥¬¿ ®¤®© ¨§  ¨¡®«¥¥  ª²³ «¼»µ ¯°®¡«¥¬ ¬¥²®¤¨ª¨

¯°¥¯®¤ ¢ ¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ®±² ¥²±¿ ¯°®¡«¥¬  ¢¢¥¤¥¨¿ ¢ ¸ª®«¼»© ª³°±

¢¥°®¿²®±²®-±² ²¨±²¨·¥±ª®© «¨¨¨, ª®²®° ¿ ¤ ¢ «  ¡» ¢®§¬®¦®±²¼ ¯®§ -

ª®¬¨²¼ ¢±¥µ ³· ¹¨µ±¿ ± ¬¨°®¬ ±«³· ©®£®, ± ± ¬»µ ° ¨µ «¥² ´®°¬¨°®¢ ²¼ ³

¨µ ³¬¥¨¥  ª ¯«¨¢ ²¼ ¨ ±¨±²¥¬ ²¨§¨°®¢ ²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ® ±¢®©±²¢ µ ®ª°³-

¦ ¾¹¨µ ¿¢«¥¨©.

� ®±®¡¥®±²¿¬ ®¢®© «¨¨¨ ¬®¦® ®²¥±²¨ ²®, ·²® ¢ ¥© ¬®£® ° ±±³¦¤¥-

¨©, ¬ «® ´®°¬³«, ®²±³²±²¢³¾² £°®¬®§¤ª¨¥ ¢»·¨±«¥¨¿,   £« ¢®¥, ®²ª°»²

¡®«¼¸®© ¯°®±²®° ¤«¿ ²¢®°·¥±ª®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨ ³· ¹¨µ±¿.

�²  «¨¨¿ ²°¥¡³¥² ±¢®¥®¡° §»µ ´®°¬, ±°¥¤±²¢ ¨ ¯°¨¥¬®¢ ®¡³·¥¨¿,

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¢®§° ±²³ ¨ ¨²¥°¥± ¬ ³· ¹¨µ±¿: ¤¨¤ ª²¨·¥±ª¨µ ¨£° ¨

½ª±¯¥°¨¬¥²®¢, ¦¨¢»µ  ¡«¾¤¥¨© ¨ ¯°¥¤¬¥²®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨. �§³·¥¨¥

¢¥°®¿²®±²®-±² ²¨±²¨·¥±ª®£® ¬ ²¥°¨ «  ¤®«¦® ¡»²¼  ¯° ¢«¥®   ° §¢¨-

²¨¥ «¨·®±²¨ ¸ª®«¼¨ª , ° ±¸¨°¿²¼ ¢®§¬®¦®±²¨ ¥£® ®¡¹¥¨¿ ± ±®¢°¥¬¥»¬¨

¨±²®·¨ª ¬¨ ¨´®°¬ ¶¨¨, ±®¢¥°¸¥±²¢®¢ ²¼ ª®¬¬³¨ª ²¨¢»¥ ±¯®±®¡®±²¨ ¨

³¬¥¨¥ ®°¨¥²¨°®¢ ²¼±¿ ¢ ®¡¹¥±²¢¥»µ ¯°®¶¥±± µ,   «¨§¨°®¢ ²¼ ±¨²³ ¶¨¨

¨ ¯°¨¨¬ ²¼ ®¡®±®¢ »¥ °¥¸¥¨¿, ®¡®£ ¹ ²¼ ±¨±²¥¬³ ¢§£«¿¤®¢   ¬¨° ®±®-

§ »¬¨ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿¬¨ ® § ª®®¬¥°®±²¿µ ¢ ¬ ±±¥ ±«³· ©»µ ´ ª²®¢.
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2. �®°¬¨°®¢ ¨¥ ¢¥°®¿²®±²®-±² ²¨±²¨·¥±-

ª®£® ¬»¸«¥¨¿ ³ ³· ¹¨µ±¿

�  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ²¥®°¨¿ ¢¥°®¿²®±²¥© § ¢®¥¢ «  ®·¥¼ ±¥°¼¥§®¥ ¬¥±²® ¢

 ³ª¥ ¨ ¯°¨ª« ¤®© ¤¥¿²¥«¼®±²¨. �¥ ¨¤¥¨, ¬¥²®¤» ¨ °¥§³«¼² ²» ¥ ²®«¼ª® ¨±-

¯®«¼§³¾²±¿, ® ¡³ª¢ «¼® ¯°®¨§»¢ ¾² ¢±¥ ¥±²¥±²¢¥»¥ ¨ ²¥µ¨·¥±ª¨¥  ³ª¨,

½ª®®¬¨ª³, ¯« ¨°®¢ ¨¥, ®°£ ¨§ ¶¨¾ ¯°®¨§¢®¤±²¢ , ±¢¿§¨,   ² ª¦¥ ² ª¨¥ ¤ -

«¥ª¨¥, ª § «®±¼ ¡», ®² ¬ ²¥¬ ²¨ª¨  ³ª¨, ª ª «¨£¢¨±²¨ª³ ¨  °µ¥®«®£¨¾.

À�« ±±¨·¥±ª¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ® £®±¯®¤±²¢¥ ¢ ¯°¨°®¤¥ ±²°®£® ¤¥²¥°¬¨¨-

±²¨·¥±ª¨µ § ª®®¬¥°®±²¥© ¿¢«¿¾²±¿ «¨¸¼ ¯¥°¢»¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¥¬ ª ²®¬³, ·²®

°¥ «¼® ¯°®¨±µ®¤¨². � ª ±®¢°¥¬¥®¥ ¥±²¥±²¢®§ ¨¥ ¨±µ®¤¨² ¨§ ¯°¥¤±² ¢«¥-

¨¿, ±®£« ±® ª®²®°®¬³ ¢±¥ ¿¢«¥¨¿ ¯°¨°®¤» ®±¿² ±² ²¨±²¨·¥±ª¨© µ ° ª²¥° ¨

¥¥ § ª®» ¬®£³² ¯®«³·¨²¼ ¤®±² ²®·® ¯®«³¾ ¨ ²®·³¾ ´®°¬³«¨°®¢ª³ ²®«¼ª®

¢ ²¥°¬¨ µ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©Á [8].

� ³·¨²¼ ¸ª®«¼¨ª  ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¬ ¢§£«¿¤ ¬   ¯°¨°®¤³ ¢¥¹¥© ¥¯°®±²®,

² ª ª ª ®¢« ¤¥¨¥ ´®°¬³«¨°®¢ª ¬¨ ¨ ²¥°¬¨ ¬¨ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©, ® ª®-

²®°»µ £®¢®°¨«®±¼ ¢»¸¥, ²°¥¡³¾² ®¯°¥¤¥«¥®© ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ¯®¤£®²®¢ª¨.

�¤ ª®, ¯° ª²¨ª  ¯®ª §»¢ ¥² ·²® ·¥«®¢¥ª³, ¥ ¯®¿¢¸¥¬³ ¢¥°®¿²®±²»µ ¨¤¥©

¢ ¤¥²±²¢¥, ¢ ¡®«¥¥ §°¥«®¬ ¢®§° ±²¥ ®¨ ¤ ¾²±¿ ¥«¥£ª®, ¨¡® ¬®£®¥ ¢ ²¥®°¨¨

¢¥°®¿²®±²¥© ¢°®¤¥ ¡» ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¦¨§¥®¬³ ®¯»²³,   ¯¥°¥¤¥« ²¼ ¯±¨-

µ¨ª³   ®¢»© ±¯®±®¡ ¬»¸«¥¨¿ ³ ¢§°®±«®£® ·¥«®¢¥ª  £®° §¤® ±«®¦¥¥. �®-

½²®¬³ ¢ ¦®© § ¤ ·¥© ¿¢«¿¥²±¿ § ª®¬±²¢® ± ¨¤¥¿¬¨ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥© ¥¹¥

¢ ¸ª®«¼®¬ ¢®§° ±²¥.

� ¦®© ¯°¨·¨®© ½²®¬³ ¿¢«¿¥²±¿ ¥¹¥ ¨ ²®, ·²® ¬» ¯®±²®¿® ±² «ª¨¢ ¥¬±¿

± ¢¥°®¿²®±²®© ²¥°¬¨®«®£¨¥© ¢ ¯®«¨²¨·¥±ª¨µ ¨  ³·»µ ²¥±² µ, ¸¨°®ª® ¨±-

¯®«¼§³¥¬ ¥¥ ¢ ¯®¢±¥¤¥¢®© °¥·¨. �  §¢³·¨² ¢ ¯°®£®§¥ ¯®£®¤», ª®£¤  °¥·¼

§ µ®¤¨² ® ¢¥°®¿²®±²¨ ¤®¦¤¿, ¢ ¢»±²³¯«¥¨¨ ¯®«¨²¨ª , ª®£¤  ® ®¶¥¨¢ ¥²

¸ ±» ¨«¨   «¨§¨°³¥² ¤ »¥, ¢ ° §£®¢®°¥ ½ª®®¬¨±² , ®°£ ¨§ ²®°  ¯°®-

¨§¢®¤±²¢ , ³·¥®£®. �®½²®¬³ ¢°¿¤ «¨ ¬®¦® ±·¨² ²¼ ®¡° §®¢ »¬ ·¥«®¢¥ª ,

µ®²¿ ¡» ¢ ®¡¹¨µ ·¥°² µ ¥ § ª®¬®£® ±® ¢§ ¨¬®®²®¸¥¨¥¬ ¬¥¦¤³ À¥®¡µ®¤¨-

¬»¬Á ¨ À±«³· ©»¬Á.

� § ·¨²¥«¼®© ¬¥°¥ ¯® ½²®© ¯°¨·¨¥ ½«¥¬¥²» ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥© ¢¢¥-

¤¥» ¢ ª³°± ±°¥¤¥© ¸ª®«» ¢ �¯®¨¨, �° ¶¨¨, �¥£°¨¨, ��� ¨«¨ ¢¢®¤¿²±¿

¯³²¥¬ ¸¨°®ª® ¯®±² ¢«¥®£® ½ª±¯¥°¨¬¥²  ¢ ¸ª®« µ �®¢®© �¥« ¤¨¨, �£«¨¨

¨ °¿¤¥ ¤°³£¨µ ±²° .

�  ¸¥© ±²° ¥ ³¦¥ ¯°¥¤¯°¨¨¬ «¨±¼ ¯®¯»²ª¨ ¢¢¥¤¥¨¿ ¢ ¸ª®«¼»© ª³°±

¬ ²¥¬ ²¨ª¨ ½«¥¬¥²®¢ ª®¬¡¨ ²®°¨ª¨ ¨ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©, ® ¢ ¯®±«¥¤³-

¾¹¥¬ ½²¨ ° §¤¥«» ¡»«¨ ¨±ª«¾·¥» ¨§ ¯°®£° ¬¬». � ²¥¬ ¨§³·¥¨¥ ²¥®°¨¨

¢¥°®¿²®±²¥© ¡»«® °¥ª®¬¥¤®¢ ® ¢ ° ¬ª µ ´ ª³«¼² ²¨¢»µ ª³°±®¢ ¤«¿ ±² °-

¸¥ª« ±±¨ª®¢. � ¯®±«¥¤¨¥ £®¤»  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¯®¢»¸¥»© ¨²¥°¥± ª ¯°®¡«¥¬¥

´®°¬¨°®¢ ¨¿ «®£¨ª®-¢¥°®¿²®±²®£® ¬»¸«¥¨¿ ¸ª®«¼¨ª®¢[9] . �  ³·®-

¬¥²®¤¨·¥±ª®© «¨²¥° ²³°¥ ¢±¥ · ¹¥ ±² «¨ ¯®¿¢«¿²¼±¿ ¯³¡«¨ª ¶¨¨, ®¯¨±»¢ -

¾¹¨¥ ¯®¯»²ª¨ ¨§³·¥¨¿ ½«¥¬¥²®¢ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥© ¨ ±² ²¨±²¨ª¨ ¢ 5-8

ª« ±± µ.

� ¢®² ¢¢¥¤¥¨¥ ½«¥¬¥²®¢ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥© ¢ ¸ª®«¼»© ª³°± ¬ ²¥¬ -
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²¨ª¨, ® ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ª®²®°®£® ² ª ¤®«£® £®¢®°¨«¨ ¢±¥  ¸¨ ³·¥»¥,  ª®¥¶-

²® ¯°®¨§®¸«® ¢®¢¼. �¥£®¤¿ ¬» ¨¬¥¥¬ ¯¥°¢»¥ ³·¥¡¨ª¨ [11] ¤«¿ ¬ ±±®¢®©

¸ª®«» (¤«¿ 5-8 ª« ±±®¢), ±®¤¥°¦ ¹¨¥ £« ¢» ® ¢¥°®¿²®±²¨.

�¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ¯« ¨°®¢ ¨¥ £« ¢ ¯® ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥© ¢ ½²¨µ ³·¥¡¨ª µ

¯°¥¤³±¬ ²°¨¢ ¥² ¤¢  ¯®¤µ®¤ : ª®¬¡¨ ²®°»© ¨ ¢¥°®¿²®±²®-±² ²¨±²¨·¥±ª¨©.

� ±¢®¨µ ° §° ¡®²ª µ ¿ ¯°¨¤¥°¦¨¢ ¾±¼ ²®«¼ª® ¢¥°®¿²®±²®-±² ²¨±²¨·¥±-

ª®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¢ ¨§³·¥¨¨ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©. �  ¬®© ¢§£«¿¤, § ª®¬±²¢®

± ½²¨¬  ¯° ¢«¥¨¥¬ «³·¸¥  ·¨ ²¼ ±® ±«¥¤³¾¹¨µ ²¥¬: ±«³· ©, ±®¡»²¨¿, ±² -

²¨±²¨·¥±ª ¿ ¢¥°®¿²®±²¼ (· ±²®² ).

� ¦¤ ¿ ¨§ ½²¨µ ²¥¬ ¤®±²³¯  ¤ ¦¥ ¸ª®«¼¨ª ¬ ¬« ¤¸¨µ ª« ±±®¢ ±°¥¤¥©

¸ª®«», ¨ ¢¬¥±²¥ ± ²¥¬ ±®¤¥°¦¨² ¸¨°®ª¨© ±¯¥ª²° ¢®§¬®¦®±²¥© ¤«¿ ²¢®°·¥±ª®©

¤¥¿²¥«¼®±²¨ ³· ¹¨µ±¿.

�±®¡»© ¨²¥°¥± ³ ¸ª®«¼¨ª®¢ ¢»§»¢ ¥² ²¥¬  À�®¡»²¨¿Á. �  § ¿²¨¿µ ¯®

½²®© ²¥¬¥ ¢®§¨ª ¥² ¬®£® ±¯®°®¢ ¨ ¤¨±ª³±±¨©, ®±®¡¥® ¥±«¨ ²°¥¡³¥²±¿ ®¯°¥-

¤¥«¨²¼, ª ª¨¬ ¿¢«¿¥²±¿ ²® ¨«¨ ¨®¥ ±®¡»²¨¥ (¤®±²®¢¥°»¬ ¨«¨ ¥¢®§¬®¦»¬).

�¥ ¬¥¥¥ ¨²¥°¥±®© ¿¢«¿¥²±¿ ²¥¬  À�² ²¨±²¨·¥±ª ¿ ¢¥°®¿²®±²¼Á, ² ª ª ª ® 

 ±»¹¥  ° §®®¡° §¨¥¬ ¨£° ¨ ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢.

3. �¥¬  À�² ²¨±²¨·¥±ª ¿ ¢¥°®¿²®±²¼Á

� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ¯°¨¢¥¤³ ° §° ¡®²ª³ ²¥¬» À� ±²®² Á ¤«¿ § ¿²¨¿ ¢ 5-6

ª« ±± µ. �®²¥«®±¼ ¡» ®¡° ²¨²¼ ¢¨¬ ¨¥   ²®, ·²® ½²® ¥ £« ¢  ¨§ ³·¥¡¨ª 

¤«¿ ¤¥²¥©,   ¬¥²®¤¨·¥±ª ¿ ° §° ¡®²ª  ¤«¿ ³·¨²¥«¿, ¯°®¢®¤¿¹¥£® § ¿²¨¥ ¯®

½²®© ²¥¬¥.

�¥¬ : � ±²®²  ±®¡»²¨¿.

�¥«¼: �§ ª®¬¨²¼ ¸ª®«¼¨ª®¢ ± ¯®¿²¨¥¬ · ±²®²» ±®¡»²¨¿ ¨ ±¢®©±²¢ ¬¨

· ±²®²».

�ª±¯¥°¨¬¥² - ½²® ¥ª®²®°®¥ ¤¥©±²¢¨¥, ª®²®°®¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¬®£®ª° ²®

¯®¢²®°¥® ¢ ®¤¨µ ¨ ²¥µ ¦¥ ³±«®¢¨¿µ. � ¯°¨¬¥°, ¡°®± ¨¥ ª³¡¨ª .

�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¯¥°¥µ®¤¨²¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ª ½ª±¯¥°¨¬¥² ¬, ¢¢¥¤¥¬ ¯®¿²¨¥

· ±²®²» ¥ª®²®°®£® ¨±µ®¤  ½ª±¯¥°¨¬¥² , ª®²®°»¬ ¬» ¡³¤¥¬ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿.

�  ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¢ ¦¨§¨ ¬» ¯®±²®¿® ¯®«¼§³¥¬±¿ ½²¨¬ ¯®¿²¨¥¬. �» £®-

¢®°¨¬, ·²® À«¥²®¬ · ±²® ±²®¨² ¦ °ª ¿ ¯®£®¤ Á, ® ®±² ¥²±¿ ¥¹¥ ¢®¯°®±: ª ª

· ±²®? � ®¡»·®© °¥·¨ ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ¤«¿ ®²¢¥²    ½²®² ¢®¯°®± ±«®¢  À®·¥¼Á,

À¥ ®·¥¼Á, À±®¢±¥¬ ¥Á ¨ ² ª ¤ «¥¥. �®, ·²®¡» ¥¹¥ ¡®«¥¥ ª®ª°¥²® ®²¢¥²¨²¼

  ½²®² ¢®¯°®±, ¬®¦® ±ª § ²¼: À60 ¨§ 90 «¥²¨µ ¤¥© ¡»«¨ ¦ °ª¨¬¨Á.

�´®°¬³«¨°³¥¬ ²¥¯¥°¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ · ±²®²» ¡®«¥¥ ±²°®£®.

� ±²®²®© (¨«¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ¢¥°®¿²®±²¼¾) ª ª®£®-²® ±®¡»²¨¿ A ¢ ¤ -

®© ±¥°¨¨ ¨±¯»² ¨©  §»¢ ¥²±¿ ®²®¸¥¨¥ ·¨±«  ¨±¯»² ¨©, ¯°¨ ª®²®°»µ

±®¡»²¨¥ A ¯°®¨§®¸«®, ª ·¨±«³ ¢±¥µ ¨±¯»² ¨©.

�³±²¼ ¬» ¯°®¢¥«¨ n ¨±¯»² ¨©, ¢ ª®²®°»µ ±®¡»²¨¥ A ¯°®¨§®¸«® m ° §, ²®-

£¤ , ¥±«¨ ®¡®§ ·¨²¼ · ±²®²³ ±®¡»²¨¿ ¡³ª¢®© W, ¬®¦® § ¯¨± ²¼: W(A)=m/n.

�² ª, · ±²®²  - ½²® ¥ª®²®° ¿ ¢¥«¨·¨ , ª®²®° ¿ µ ° ª²¥°¨§³¥² «¾¡®© ¨±-

µ®¤ ¤ ®£® ½ª±¯¥°¨¬¥² . �® µ ° ª²¥°¨§³¥² ¥£® ²®«¼ª® ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼®. � -

±²®²  - ½²® ¨§¬¥·¨¢ ¿ ¢¥«¨·¨ .
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�±«¨,  ¯°¨¬¥°, ¬» ¡°®±¨«¨ 250 ° § ¤¢¥ ¬®¥²» ¨ ¯®«³·¨«¨ ¢ °¥§³«¼² ²¥,

·²® 60 ° § ¢»¯ «® ¤¢  ®°« , ²® ½²® ¢®¢±¥ ¥ ®§ · ¥², ·²® ¥±«¨ ¬» ¡°®±¨¬ ½²¨

¤¢¥ ¬®¥²» ¥¹¥ 250 ° §, ²® ³  ± ¤¢  ®°«  ¢»¯ ¤³² ®¯¿²¼ 60 ° §. �, ¥±«¨ ¬»

£®¢®°¨¬, ·²® ¯°¨ ¡°®± ¨¨ ®¤®© ¬®¥²» ®°¥« ¨ °¥¸ª  ¢»¯ ¤ ¾² ¯°¨¬¥°®

¯®°®¢³, ²® ½²® ¥ ®§ · ¥², ·²® ¢±¥£¤  ®°«®¢ ¨ °¥¸¥ª ¡³¤¥² ¢»¯ ¤ ²¼ ±²°®£®

®¤¨ ª®¢®¥ ª®«¨·¥±²¢® ° §.

�² ª, ¨§¬¥·¨¢®±²¼ - ½²® ¢ ¦®¥ ±¢®©±²¢® · ±²®²».

�® ¤«¿ ¡®«¼¸¨±²¢  ±«³· ©»µ ±®¡»²¨© · ±²®²  ®¡« ¤ ¥² ¥¹¥ ®¤¨¬ ¢ ¦-

»¬ ±¢®©±²¢®¬: ³±²®©·¨¢®±²¼¾.

�°¨ ¯°®¢¥¤¥¨¨ ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢ ± ¤¢³¬¿ ª³¡¨ª ¬¨, ¯®«³·¨²¼ ¢ ±³¬¬¥ 2 ¨«¨

12 £®° §¤® ±«®¦¥¥, ·¥¬,  ¯°¨¬¥°, 6, 7 ¨«¨ 8. � ª¨¬¨ ¬ «¥¼ª¨¬¨ ½²¨ · -

±²®²» ¡»«¨ ¯°¨ ¯¥°¢®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥²¥, ² ª¨¬¨ ¬ «¥¼ª¨¬¨ ®¨ ®±² ³²±¿  

¯°®²¿¦¥¨¨ ¨ ¯®±«¥¤³¾¹¨µ ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ª ¡» ±«®¦» ¨ § ¯³² » ¥ ¡»«¨ ±«³· ©»¥ ¿¢«¥¨¿,

¢® ¬®£¨µ ¨§ ¨µ  ¡«¾¤ ¥²±¿ ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥»© ¯®°¿¤®ª, ³±²®©·¨¢®±²¼

· ±²®². � ª®» ½²¨ ±²®«¼ ¦¥ ¥¨§¬¥» ¨ ¥¤¢³±¬»±«¥», ª ª ¨ ¢±¥ ¤°³£¨¥

§ ª®» ¯°¨°®¤», ®²ª°»²»¥ ¨ ¨±¯®«¼§³¥¬»¥ ·¥«®¢¥ª®¬.

�«¿ ²®£®, ·²®¡» ¸ª®«¼¨ª¨ «³·¸¥ ³±¢®¨«¨ ¬ ²¥°¨ «, ¯®«¥§® ¤ ²¼ ¨¬ ¢®§-

¬®¦®±²¼   «¨·®¬ ®¯»²¥ ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ¯° ¢¨«¼®±²¨ ²¥®°¨¨. �«¿ ½²®£® ¸ª®«¼-

¨ª ¬ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ¯°®¤¥« ²¼ ¥±ª®«¼ª® ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢.

�ª±¯¥°¨¬¥² 1.

� °¨±³¥¬   ¡®«¼¸®¬ «¨±²¥ ¡³¬ £¨ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª 14   15 ª«¥²®ª. �¥¦¤³

·¥²»° ¤¶ ²¼¾ ¤¥²¼¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¿¥¬ ®¬¥°  ®² 1 ¤® 14. � ¦¤»© ±² ¢¨² ±¢®¾

´¨¸ª³   «¨¨¾ ±² °²  («¨¨¿ ° §¬¥°®¬ ¢ 14 ª«¥²®ª)   ª«¥²ª³ ± ±®®²¢¥²±²¢³-

¾¹¨¬ ®¬¥°®¬. (�±«¨ ¥±²¼ ¢®§¬®¦®±²¼ ¯°®¢¥±²¨ ½²³ ¨£°³   ³«¨¶¥, ²® ¬®¦®

 °¨±®¢ ²¼ ª«¥²ª¨ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨¬¨ ¨ ° ±±² ¢¨²¼ ¢ ¨µ ¥ ´¨¸ª¨,   ± ¬¨µ

¤¥²¥©). �°®± ¥¬ ²¥¯¥°¼ ¤¢  ª³¡¨ª . �®±«¥ ª ¦¤®£® ¯®¤¡° ±»¢ ¨¿ ²®² °¥¡¥-

®ª, ·¥© ®¬¥° ° ¢¥ ±³¬¬¥ ®·ª®¢   ¢»¯ ¢¸¨µ £° ¿µ, ¯°®¤¢¨£ ¥²±¿   ®¤³

ª«¥²ª³ ¢¯¥°¥¤ (¢ ±²®°®³ ´¨¨¸ ). �»¨£°»¢ ¥² ²®², ª²® ¯¥°¢»© ¤®±²¨£¥²

´¨¨¸ .

�®¬¬¥² °¨© ¤«¿ ¯°¥¯®¤ ¢ ²¥«¿.

� · «  ®¬¥°  ° ±¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±°¥¤¨ ¤¥²¥© ±«³· ©»¬ ®¡° §®¬. � ¯®±«¥-

¤³¾¹¨µ ¨£° µ ¨¬ ¤ ¥²±¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ± ¬¨¬ ¢»¡° ²¼ ±¥¡¥ ®¬¥°. �²® ¬®¦®

®°£ ¨§®¢ ²¼,  ¯°¨¬¥°, ² ª: ²®², ª²® ¢»¨£° « ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© ¨£°¥, ¢»¡¨° ¥²

±¥¡¥ ´¨¸ª³ ¯®±«¥¤¨¬,   ²®², ª²® ¡«¨¦¥ ¢±¥£® ®±² «±¿ ª «¨¨¨ ±² °² , { ¯¥°-

¢»¬. �·¥¼ ±ª®°® ¤¥²¨ ¤®£ ¤ ¾²±¿, ·²® ¥ª®²®°»¥ ¨§ ¨µ  µ®¤¿²±¿ ¢ ¡®«¥¥

¡« £®¯°¨¿²»µ ³±«®¢¨¿µ, ·¥¬ ¤°³£¨¥, ¨ ·²® ³· ±²¨ª¨, ¯®«³·¨¢¸¨¥ ®¬¥°  1,

13, 14, ¥ ¨¬¥¾² ¨ª ª®£® ¸ ±  ¯°®¤¢¨³²¼±¿ ¢¯¥°¥¤. � ½²®¬³ ¬®¬¥²³ ¤¥²¨

³¦¥ ± ¬¨  µ®¤¿² ¯°¨·¨³ ½²®£®: ¨¬¥¿ ¤¢  ª³¡¨ª , ¥¢®§¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¢

±³¬¬¥ ®¤® ®·ª® ¨«¨ ·¨±«® ®·ª®¢, ¡®«¼¸¥¥ ¤¢¥ ¤¶ ²¨. �®£¤  ¢ ±«¥¤³¾¹¥© ¨£°¥

½²¨ ·¨±«   ¤® ³¡° ²¼. �±«¨, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ¨£°  § ª®·¨« ±¼ ¯®¡¥¤®© ³· ±²-

¨ª  ± ´¨¸ª®© 10, ²® ¢ ±«¥¤³¾¹¥© ¨£°¥ ¤¥²¨, ª ª ¯° ¢¨«®, µ®²¿² ¯®«³·¨²¼ ½²®²

®¬¥°. �¥ª®²®°»¥, ¯®¤³¬ ¢, ¢»¡¨° ¾² 6, 7, 8 ¨«¨ 9, ® ¨ª²® ¥ µ®·¥² ¡° ²¼

2, 3, 4, 5, 11, 12. �®±«¥ ¥±ª®«¼ª¨µ ¨£° ¤¥²¨ § ¬¥· ¾², ·²® 6, 7 ¨ 8 ¢»¯ ¤ ¾²

£®° §¤® · ¹¥ ¤°³£¨µ.
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�ª±¯¥°¨¬¥² 2.

�¥°¥¤  · «®¬ ±®°¥¢®¢ ¨© ´³²¡®«¨±²» ¢»¡¨° ¾² ¯® ¦°¥¡¨¾ ¢®°®² , ¢®-

«¥©¡®«¨±²» - ±²®°®³ ¯«®¹ ¤ª¨, ¸ µ¬ ²¨±²» - ¶¢¥² ´¨£³°. � ¯°¨¬¥°, ±³¤¼¿

¯®¤¡° ±»¢ ¥² ¬®¥²³,   ª ¯¨²  ª®¬ ¤»  §»¢ ¥² ®°¥« ¨«¨ °¥¸ª . �¨ ®¤¨

¨§ ª ¯¨² ®¢ ¥ ¯®«³· ¥² ¯°¥¨¬³¹¥±²¢ : ®°¥« ¨«¨ °¥¸ª  ¢»¯ ¤ ¾² ®¤¨ ª®¢®

· ±²®. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢±¥ ¯®¿²®. �±«¨ ¬» ¡³¤¥¬ ¯°®¢®¤¨²¼ ² ª®© ½ª±¯¥°¨-

¬¥² ¬®£® ° §, ²® · ±²®²» ¯®¿¢«¥¨¿ ®°«  ¨ °¥¸ª¨ ¡³¤³² ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼®

®¤¨ ª®¢», ®ª®«® 0.5.

� ·²®, ¥±«¨ ¯®¤¡°®±¨²¼ ¤¢¥ ¬®¥²» ±° §³? �¥§³«¼² ²®¢ ¢®§¬®¦® ²°¨: «¨¡®

¢»¯ ¤¥² ¤¢  ®°« , «¨¡® ¤¢¥ °¥¸ª¨, «¨¡® ®¤¨ ®°¥« ¨ ®¤  °¥¸ª . �, ª ¦¥²±¿,

¥² ¨ª ª¨µ ®±®¢ ¨© ¤³¬ ²¼, ·²® ¬®¥²  À¯°¥¤¯®·²¥²Á ª ª®©-«¨¡® ¨§ ½²¨µ

¢ °¨ ²®¢. � ·¨², ¥±«¨ ¯°®¢¥±²¨ ½ª±¯¥°¨¬¥²» ¨ ¯®±·¨² ²¼ · ±²®²» ¯®«³-

·¥»µ ±®¡»²¨©, ²® ®¨ ¤®«¦» ¡»²¼ ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼® ®¤¨ ª®¢»¬¨.

�¥²¿¬ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ½ª±¯¥°¨¬¥²: ¯®¤¡°®±¨²¼ ¤¢¥ ¬®¥²» 200 ° § ¨ ¢»¯¨-

± ²¼ °¥§³«¼² ²» ½ª±¯¥°¨¬¥² , ²® ¥±²¼ ¢»¯¨± ²¼ ·¨±«® ¢»¯ ¤¥¨© ¤¢³µ ®°«®¢,

¤¢³µ °¥¸¥ª ¨ ·¨±«® ¢»¯ ¤¥¨© ®°«  ¨ °¥¸ª¨.

� ·²® ¦¥ ¯®«³· ¥²±¿? � ¦¥²±¿, ¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ° §³¬  ¬®¥²» ¢±¥ ¦¥ ¯®·¥¬³-

²® ¯°¥¤¯®·¨² ¾² ¡®«¼¸¥ ¢»¯ ¤ ²¼ ° §»¬¨ ±²®°® ¬¨, ·¥¬,  ¯°¨¬¥°, ¤¢³¬¿

°¥¸ª ¬¨. � ¢¥¤¼ ½²® ¢®¢±¥ ¥ ³¤¨¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¢¨¬ ²¥«¼® ° §®¡° ²¼±¿. �¥-

§³«¼² ² ¡°®± ¨¿ ®¤®© ¬®¥²» ¨ª ª ¥ § ¢¨±¨² ®² °¥§³«¼² ²  ¡°®± ¨¿ ¤°³-

£®© ¬®¥²», ²® ¥±²¼ ¯¥°¢ ¿ ¬®¥²  ¬®¦¥² ³¯ ±²¼ ¢¢¥°µ ®°«®¬ ¨«¨ °¥¸ª®© ¨

¢²®° ¿ ¬®¥²  ²®¦¥ - ®°«®¬ ¨«¨ °¥¸ª®©. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®«³· ¥¬ ¥ ²°¨ ¢®§-

¬®¦»µ °¥§³«¼² ² ,   ·¥²»°¥:

®°¥«   ¯¥°¢®© ¬®¥²¥ ¨ ®°¥«   ¢²®°®© ¬®¥²¥,

®°¥«   ¯¥°¢®© ¬®¥²¥ ¨ °¥¸ª    ¢²®°®© ¬®¥²¥,

°¥¸ª    ¯¥°¢®© ¬®¥²¥ ¨ ®°¥«   ¢²®°®© ¬®¥²¥,

°¥¸ª    ¯¥°¢®© ¬®¥²¥ ¨ °¥¸ª    ¢²®°®© ¬®¥²¥.

� ¥±«¨ ¯®±·¨² ²¼ § ·¥¨¿ · ±²®²» ¤«¿ ª ¦¤®£® ¨§ ½²¨µ ·¥²»°¥µ ¨±µ®¤®¢,

²® ¯®«³·¨¬ ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼® ®¤¨ ª®¢»¥ § ·¥¨¿.

�ª±¯¥°¨¬¥² 3.

�®±² ¢¨¬ 120 ´¨¸¥ª   ª°³¦®ª �.

�¥°¢»© ½² ¯: ¡³¤¥¬ ¯®¤¡° ±»¢ ²¼ ¬®¥²³ ¨ ¯¥°¥¬¥¹ ²¼ ´¨¸ª¨ ®¤³ § 

¤°³£®© ¨§ � ¢ �, ¥±«¨ ¢»¯ ¤¥² ®°¥«, ¨ ¨§ � ¢ �, ¥±«¨ ¢»¯ ¤¥² °¥¸ª .

�²®°®© ½² ¯: ¯³±²¼ ¢±¥ ´¨¸ª¨ ³¦¥  µ®¤¿²±¿ ¢ � ¨ ¢ �. � ´¨¸ª ¬¨ ¨§ �

¯®±²³¯¨¬ ² ª: ¡³¤¥¬ ¯®¤¡° ±»¢ ²¼ ª³¡¨ª ¨ ¯¥°¥¬¥¹ ²¼ ´¨¸ª¨ ®¤³ §  ¤°³£®©

- ¥±«¨ ¢»¯ «® ®¤® ®·ª®, ²® ¢ �, ¨ ·¥ ¢ � - ¨ ² ª ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ª°³¦®ª � ¥

®¯³±²¥¥². �®£¤  ¯¥°¥©¤¥¬ ª ´¨¸ª ¬ ¨§ �: ¯°¨ ¢»¯ ¤¥¨¨ ®¤®£® ®·ª  ¡³¤¥¬

®²¯° ¢«¿²¼ ¨µ ¢ �, ¯°¨ ¢»¯ ¤¥¨¨ ¤°³£¨µ ®·ª®¢ - ¢ �, ¨ ² ª ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª 

ª°³¦®ª � ¥ ®¯³±²¥¥².

�ª®«¼ª® ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼® ´¨¸¥ª ®ª ¦¥²±¿ ¢ ª°³¦ª µ �, �, �?

�¥°¥¤  · «®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥²  ª ¦¤»© ¸ª®«¼¨ª ¬®¦¥² ±¤¥« ²¼ ±¢®¨ ¯°¥¤-

±ª § ¨¿ ® ²®¬, ±ª®«¼ª® ´¨¸¥ª ®ª ¦¥²±¿ ¢ �, �, �, ¨ ¯®±«¥ ®ª®· ¨¿ ½ª±¯¥°¨-

¬¥²  ±° ¢¨²¼ ±¢®¨ ¯°¥¤±ª § ¨¿ ± °¥§³«¼² ²®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥² .

�°®  «¨§¨°³¥¬ ²¥¯¥°¼ ½²³ ±¨²³ ¶¨¾. �®±«¥ ¯¥°¢®£® ½² ¯ , ª ª ¬» ³¦¥

§ ¥¬, ´¨¸ª¨ ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼® ° §¤¥«¿²±¿ ¯®¯®« ¬, ²® ¥±²¼ ®ª®«® 60 ´¨¸¥ª



138 �.�. �³± ®¢ . � ´®°¬¨°®¢ ¨¨ ¢¥°®¿²®±²®-±² ²¨±²¨·¥±ª®£®...

®ª ¦¥²±¿ ¢ � ¨ ®ª®«® 60 - ¢ �. � ²¥·¥¨¥ ¢²®°®£® ½² ¯  ¯°¨¬¥°® 5/6 ´¨¸¥ª

¨§ � ®ª ¦¥²±¿ ¢ �, ²® ¥±²¼ ®ª®«® 50 ´¨¸¥ª; ²®·® ² ª ¦¥ ¯°¨¬¥°® 50 ´¨¸¥ª

¨§ � ®ª ¦¥²±¿ ¢ �; ¢±¥ ®±² «¼»¥, ²® ¥±²¼ ®ª®«® 20 ´¨¸¥ª, ®ª ¦¥²±¿ ¢ �.

� ª ·¥±²¢¥ ¤®¬ ¸¥£® § ¤ ¨¿ ¬®¦® ¯°¥¤«®¦¨²¼ ¤¥²¿¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ½ª±¯¥-

°¨¬¥²».

1. � §»µ «¾¤¥© (100 ·¥«®¢¥ª) ¯°®±¿²  §¢ ²¼ «¾¡®¥ ·¨±«® ®² 51 ¤® 100

¢ª«¾·¨²¥«¼®. �®±«¥ § ¯¨±¨ ¢±¥µ ®²¢¥²®¢ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª®«¨·¥±²¢® ·¥²»µ ¨

¥·¥²»µ ·¨±¥«. � ±²®²» ¨µ ¯®¿¢«¥¨¿ ¤®«¦» ¡»²¼ ¯°¨¬¥°® ° ¢»¥.

2. �°®± ¥²±¿ ª³¡¨ª 200 ° §. � ¦¤ ¿ ¨§ ¸¥±²¨ £° ¥© ¢»¯ ¤ ¥² ®¤¨ ª®¢®

· ±²®.

3. �§ ²¥«¥´®®£® ±¯° ¢®·¨ª  ¢»¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ¦¤ ¿ ¯®±«¥¤¿¿ ¶¨´° 

¤¢³µ±®²  ³£ ¤ ¢»¡° »µ ®¬¥°®¢ ¨«¨ ¢§¿²»µ ¯®¤°¿¤ ®¬¥°®¢. � ±²®²» ¯®-

¿¢«¥¨¿ ª ¦¤®© ¨§ ¤¥±¿²¨ ¶¨´° (0, 1,..., 9) ¯°¨¬¥°® ®¤¨ ª®¢».

4. � ª«¾·¥¨¥

�²®¡» ®¡³·¥¨¥ ¡»«® ³±¯¥¸»¬, ´®°¬», ±°¥¤±²¢  ¨ ¯°¨¥¬» ®¡³·¥¨¿ ¤®«¦»

±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ¢®§° ±²³ ¨ ¨²¥°¥± ¬ ³· ¹¨µ±¿. �®«¥§» ¡³¤³² § ¿²¨¿ ¢

¨£°®¢®© ´®°¬¥. �¥°¥¤ ¯°®¢¥¤¥¨¥¬ ½ª±¯¥°¨¬¥²®¢ ¬®¦® ¯°¥¤«®¦¨²¼ ¸ª®«¼-

¨ª ¬ ¢»¤¢¨³²¼ £¨¯®²¥§³ ® ¢®§¬®¦®¬ °¥§³«¼² ²¥, ¯®¯»² ²¼±¿ ±¯°®£®§¨°®-

¢ ²¼ ±¨²³ ¶¨¾. �±¯®«¼§®¢ ¨¥ ² ª¨µ ´®°¬ ®¡³·¥¨¿ ° §¢¨¢ ¥² ³ ¸ª®«¼¨ª®¢

³¬¥¨¥ ° ±±³¦¤ ²¼, ¢»¤¢¨£ ²¼ £¨¯®²¥§» ¨ ¯°¨¢®¤¨²¼ ¨µ ®¡®±®¢ ¨¥, ° ±±¬ -

²°¨¢ ²¼ ° §«¨·»¥ ±«³· ¨ ¢®§¬®¦®£® ° §¢¨²¨¿ ±®¡»²¨©, ³·¨²»¢ ²¼ ¢±¥ ¢ -

°¨ ²».

�»¤¥«¨¬ ®±®¢»¥ § ¤ ·¨, ª®²®°»¥ ¬®£³² ¡»²¼ °¥¸¥» ¢ ° ¬ª µ § ¿²¨©

¯® ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©: ¯®¤£®²®¢ª  ³· ¹¨µ±¿ ª ¯®¨¬ ¨¾ ±«³· ©®£® µ ° ª-

²¥°  ¬®£¨µ ¯°®¶¥±±®¢ ¨ ¿¢«¥¨©, ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ¢¥°®¿²®±²»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨©

®¡ ®ª°³¦ ¾¹¥¬ ¬¨°¥; ´®°¬¨°®¢ ¨¥  ¤¥ª¢ ²»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© ® ±¢®©±²¢ µ

±«³· ©»µ ¿¢«¥¨©; ´®°¬¨°®¢ ¨¥ ¨ ° §¢¨²¨¥ ¢¥°®¿²®±²®© ¨²³¨¶¨¨.

À�» ¢¨¤¨¬, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²® ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ ª®¶¥¯¶¨¨ ¥®¡µ®¤¨¬» ¥

²®«¼ª® ²®¬³, ª²® ¯®±¢¿²¨² ±¢®¾ ¦¨§¼ ¥±²¥±²¢¥»¬  ³ª ¬. � ¥ ¬¥¼¸¥©

¬¥°¥ ®¨ ³¦» ¨ ¡³¤³¹¨¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¥«¿¬ £³¬ ¨² °»µ  ¯° ¢«¥¨© ¤¥-

¿²¥«¼®±²¨. �¨ ¥ ¬®£³² ®±² ¢ ²¼±¿ ¢® ¢« ±²¨ ²®«¼ª® ¯°¥¤±² ¢«¥¨© ¬¥µ -

¨·¥±ª®£® ¤¥²¥°¬¨¨§¬ . �®±«¥ ¸ª®«» ¬®«®¤»¥ £° ¦¤ ¥ ¤®«¦» ®²·¥²«¨¢®

¯®¨¬ ²¼, ·²® ¢ ¯°¨°®¤¥ ¨ ®¡¹¥±²¢¥®© ¦¨§¨ ¤ «¥ª® ¥ ¢±¥ ¯°®¶¥±±» ±¢®-

¤¿²±¿ ª ·¨±²® ¤¥²¥°¬¨¨±²¨·¥±ª¨¬, ¡®«¼¸¨±²¢® ®±¨² ±² ²¨±²¨·¥±ª¨© µ ° ª-

²¥°. �ª®«¼¨ª¨ ¥ ¤®«¦» «¨¸ ²¼±¿ ½²®£® ¡®«¥¥ ¸¨°®ª®£® ¢§£«¿¤    ¦¨§¼

¯°¨°®¤» ¨   £³¬ ¨² °»¥ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿. �²¥°¥±» ° §¢¨²¨¿ ¢±¥µ  ¯° ¢«¥-

¨©  ³ª¨ ²°¥¡³¾² ¢¢¥¤¥¨¿ ¢ ¸ª®«¼®¥ ®¡° §®¢ ¨¥ ½«¥¬¥²®¢ ¢¥°®¿²®±²®-

±² ²¨±²¨·¥±ª®£® ¬»¸«¥¨¿Á [8].
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