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We consider the some semi-linear di�erential equation with partial deriva-

tives. It has the constant coe�cients. We prove the theorem of existence and

uniqueness of the solution.

1. �¢¥¤¥­¨¥

�®¤¥«¨°®¢ ­¨¥ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿ ½­¥°£¨¨ ¨«¨ ¢¥¹¥±²¢  ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¯°¨-

¢®¤¨² ª ¬®¤¥«¿¬, ¿¤°®¬ ª®²®°»µ ¿¢«¿¾²±¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ³° ¢­¥­¨¿ ¢

· ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ. �°¨¬¥­¨²¥«¼­® ª ¡¨®«®£¨·¥±ª¨¬, ½²­¨·¥±ª¨¬ ¨ ±®¶¨-

 «¼­»¬ ¯°®¶¥±± ¬ ³° ¢­¥­¨¿ ­ §»¢ ¾² ½¢®«¾¶¨®­­»¬¨. �¥«¨­¥©­®¥ ½¢®«¾¶¨-

®­­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ± ¢»¤¥«¥­­®© «¨­¥©­®© · ±²¼¾ ¢  ¡±²° ª²­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥

H ¢»£«¿¤¨² ² ª:

du

dt

= A(t)u+B(t; u);

£¤¥ A(t) | «¨­¥©­»©,   B(t; �) | ­¥«¨­¥©­»© ®¯¥° ²®°». �®½²®¬³ ¨§³·¥­¨¥

±¢®©±²¢ ² ª¨µ ³° ¢­¥­¨© ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ¦­®© · ±²¼¾ ° ¡®² ¯® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬³

¬®¤¥«¨°®¢ ­¨¾.

�§³·¥­¨¥ ¯®¤®¡­»µ ³° ¢­¥­¨© ®±­®¢»¢ ¾²±¿ ­  ¨¤¥¿µ �.�.�¿¯³­®¢  ¨

�.�.�°¥©­ . �±­®¢­»¥ °¥§³«¼² ²» ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿ ¯®«³«¨­¥©­»µ ¯ ° ¡®«¨·¥-

±ª¨µ ³° ¢­¥­¨© ¨§«®¦¥­» ¢ [1]. � ±²¨·­® ®­¨ ¯°¨¢¥¤¥­» ­¨¦¥.

�« ±±¨·¥±ª ¿ ¯®±² ­®¢ª  § ¤ ·¨ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿ ½­¥°£¨¨ ¯°¨¢®¤¨² ª £° -

­¨·­®© § ¤ ·¥ ¢ ®¡»·­®¬ R

n

¯°®±²° ­±²¢¥. �®  ­ «¨§ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ­¥ ½²®©

§ ¤ ·¨,   § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ®¯¥° ²®°­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¢ ¡ ­ µ®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥.

�«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ®¯¥° ²®°­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¯®­¿²¨¿ ±¥ª²®°¨ «¼-

­®£® ®¯¥° ²®°  ¨  ­ «¨²¨·¥±ª®© ¯®«³£°³¯¯». �¨¦¥ ¯°¨¢¥¤¥­  ²¥®°¥¬  1 ¨§

[1], ³ª §»¢ ¾¹ ¿ ­  ±¢¿§¼ ½²¨µ ¯®­¿²¨© ¨ ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ¨µ ¤«¿ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿
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§ ¤ ·¨ �®¸¨,   ² ª¦¥ ²¥®°¥¬  2, ³ª §»¢ ¾¹ ¿ ­  ³±«®¢¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¨

¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ °¥¸¥­¨¿ ¢ «®ª «¼­®¬ ±¬»±«¥, ¨ ²¥®°¥¬  3 ­  ¢±¥¬ ¯°®±²° ­-

±²¢¥ °¥¸¥­¨©.

� ¤ ­­®© ±² ²¼¥ ¯°¨¢¥¤¥­ °¥§³«¼² ² ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿ ®¤­®£® ­¥«¨­¥©­®£® ³° ¢-

­¥­¨¿ ¯ ° ¡®«¨·¥±ª®£® ²¨¯ . �²® ³° ¢­¥­¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¡ §®¢»¬ ¤«¿ ½¢®«¾¶¨®­-

­»µ ¬®¤¥«¥© ¡¨®«®£¨¨ ¨ ±®¶¨®«®£¨¨. �®ª § ­» ­¥®¡µ®¤¨¬»¥ ±¢®©±²¢  ®¯¥° -

²®°  ¨ ´³­ª¶¨¨ ¯° ¢®© · ±²¨, ¢»¯®«­¥­¨¥ ª®²®°»µ ¯°¨¢®¤¨² ª ¢»¯®«­¥­¨¾

³±«®¢¨© ²¥®°¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨. �®ª § ²¥«¼±²¢® ½²¨µ ²¥®°¥¬

®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ²¥®°¥²¨·¥±ª³¾ ®±­®¢³ ¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ °¥¸¥­¨© ·¨±«¥­­»¬¨ ¬¥-

²®¤ ¬¨, ª®²®°»¥ ­¥®¡µ®¤¨¬» ¤«¿ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿ ¬®¤¥«¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ª®¬¯¼¾²¥° .

�°¨¬¥­¥­¨¥ ª®¬¯¼¾²¥°­»µ ²¥µ­®«®£¨© ¯°¨ ¬®¤¥«¨°®¢ ­¨¨ ¯®§¢®«¿¥² ¯°®¢®-

¤¨²¼ ¡®«¼¸®¥ ª®«¨·¥±²¢® ½ª±¯¥°¨¬¥­²®¢ ± ¬®¤¥«¼¾, ­ µ®¤¨²¼ ­³¦­»¥ ¯ ° ¬¥-

²°» ¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¬®¤¥«¼ ­  ³±²®©·¨¢®±²¼. �® ¯¥°¢»¬ ¸ £®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ²¥®-

°¥²¨·¥±ª®¥ ®¡®±­®¢ ­¨¥ ¯° ¢®¬¥°­®±²¨ ­ µ®¦¤¥­¨¿ °¥¸¥­¨¿. �°®¬¥ ²®£®, ²¥-

®°¥²¨·¥±ª®¥ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¥ ¯®§¢®«¿¥² ¢»¤¥«¨²¼ ª« ±± ´³­ª¶¨©, ±°¥¤¨ ª®²®°»µ

­³¦­® ¨±ª ²¼ °¥¸¥­¨¥.

2. �¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ¨±¯®«¼§³¥¬»¥ ²¥®°¥¬»

� ±² ²¼¥ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ®¡®§­ ·¥­¨¿ ¤«¿ ¯°®±²° ­±²¢:

L

2

(0; l) | ¯°®±²° ­±²¢® ¢±¥µ ´³­ª¶¨©, ¨­²¥£°¨°³¥¬»µ ¢® 2-© ±²¥¯¥­¨ ± ­®°-

¬®©

kfk

L

2

(0;l)

=

n

l

Z

0

jf(x)j

2

dx

o

1=2

;

C

1

0

(0; l) | «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ¢±¥µ ­¥¯°¥°»¢­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬»µ ´³­ª-

¶¨© ± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®±¨²¥«¥¬ ­  ¨­²¥°¢ «¥ (0; l) ¨ ­®°¬®©

kfk

C

1

(0;l)

= sup

x2(0;l)

kf(x)k+ sup

x2(0;l)

kDf(x)k;

H

1

0

(0; l) | § ¬»ª ­¨¥ C

1

0

(0; l) ¢ ­®°¬¥

kfk

H

1

0

(0;l)

=

n

l

Z

0

jf

0

(x)j

2

dx

o

1=2

;

H

2

(0; l) | ¯°®±²° ­±²¢® �®¡®«¥¢ , ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ´³­ª¶¨© f 2 L

2

, ®¡« ¤ -

¾¹¨µ ¨­²¥£°¨°³¥¬»¬¨ ¢® 2-© ±²¥¯¥­¨ ®¡®¡¹¥­­»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¤® ¢²®°®£®

¯®°¿¤ª  ¢ª«¾·¨²¥«¼­®, ± ­®°¬®©

kfk

H

2

(0;l)

=

n

l

Z

0

2

X

j=0

jf

(j)

(x)j

2

dx

o

1=2

:

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1. �¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° A ¢ ¡ ­ µ®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ X ­ §»-

¢ ¥²±¿ ±¥ª²®°¨ «¼­»¬ ®¯¥° ²®°®¬, ¥±«¨ ®­ § ¬ª­³² ¨ ¯«®²­® ®¯°¥¤¥«¥­, ¨,
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ª°®¬¥ ²®£®, ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® ' 2 (0; �=2), ­¥ª®²®°®£® M � 1 ¨ ­¥ª®²®°®£® ¢¥-

¹¥±²¢¥­­®£® a ±¥ª²®°

S

a;'

= f�j' � j arg(� � a)j � �; � 6= ag

«¥¦¨² ¢ °¥§®«¼¢¥­²­®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ ®¯¥° ²®°  A ¨

k(��A)

�1

k �M=j� � aj; 8� 2 S

a;'

:

� ¬¥· ­¨¥ 1. �±«¨ A| ± ¬®±®¯°¿¦¥­­»© ¯«®²­® ®¯°¥¤¥«¥­­»© ®£° ­¨·¥­-

­»© ±­¨§³ ®¯¥° ²®° ¢ £¨«¼¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥, ²® ®­ ±¥ª²®°¨ «¥­.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �­ «¨²¨·¥±ª ¿ ¯®«³£°³¯¯  ¢ ¡ ­ µ®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ X

| ½²® ±¥¬¥©±²¢® ­¥¯°¥°»¢­»µ «¨­¥©­»µ ®¯¥° ²®°®¢ fT (t)g

t�0

¢ X, ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¾¹¥¥ ³±«®¢¨¿¬:

1) T (0) = I; T (t)T (s) = T (t+ s) ¤«¿ t � 0; s � 0;

2) T (t)x! x ¯°¨ t! 0+ ¤«¿ «¾¡®£® x 2 X;

3) ®²®¡° ¦¥­¨¥ t! T (t)x ¢¥¹¥±²¢¥­­®- ­ «¨²¨·­® ­  0 < t <1 ¤«¿ «¾¡®£®

x 2 X.

�­´¨­¨²¥§¨¬ «¼­»© £¥­¥° ²®° L ½²®© ¯®«³£°³¯¯» ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾-

¹¨¬ ®¡° §®¬:

Lx = lim

t!0+

T (t)x� x

t

:

�£® ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ D(L) ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ x 2 X, ¤«¿ ª®²®°»µ ½²®² ¯°¥¤¥«

(¢ X) ±³¹¥±²¢³¥². �» ¡³¤¥¬ ®¡»·­® ¯¨± ²¼ T (t) = e

Lt

.

�¥®°¥¬  1. �±«¨ A | ±¥ª²®°¨ «¼­»© ®¯¥° ²®°, ²® �A | ¨­´¨­¨²¥§¨-

¬ «¼­»© £¥­¥° ²®°  ­ «¨²¨·¥±ª®© ¯®«³£°³¯¯» fe

�At

g

t�0

, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ´®°-

¬³«®©

e

�At

=

1

2�i

Z

�

(� +A)

�1

e

��t

d�;

£¤¥ � | ª®­²³° ¢ �(�A), ² ª®©, ·²® arg �! �� ¯°¨ j�j ! 1 ¤«¿ ­¥ª®²®°®£®

� ¨§ (�=2; �).

� «¥¥, e

�At

¬®¦­®  ­ «¨²¨·¥±ª¨ ¯°®¤®«¦¨²¼ ¢ ±¥ª²®° ft 6= 0 : j arg tj < "g,

±®¤¥°¦ ¹¨© ¯®«®¦¨²¥«¼­³¾ ¢¥¹¥±²¢¥­­³¾ ¯®«³®±¼, ¨ ¥±«¨ Re�(A) > a, ².¥.

Re� > a ¯°¨ � 2 �(A), ²® ¤«¿ t > 0

ke

�At

k � Ce

�at

; kAe

�At

k �

C

t

e

�at

¯°¨ ­¥ª®²®°®© ¯®±²®¿­­®© C. � ª®­¥¶,

d

dt

e

�At

= �Ae

�At

¤«¿ t > 0:
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3. �³±²¼ A | ±¥ª²®°¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° ¨ Re�(A) > 0. �«¿

«¾¡®£® � > 0 ¯®«®¦¨¬

A

��

=

1

�(�)

1

Z

0

t

��1

e

�At

dt:

�¯¥° ²®° A

�

®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª ®¯¥° ²®°, ®¡° ²­»© ª A

��

(� > 0);D(A

�

) =

R(A

��

). �¯¥° ²®° A

0

®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª ²®¦¤¥±²¢¥­­»© ®¯¥° ²®° ¢ X.

� ¬¥· ­¨¥ 2. �±«¨ A| ¯®«®¦¨²¥«¼­®-®¯°¥¤¥«¥­­»© ± ¬®±®¯°¿¦¥­­»© ®¯¥-

° ²®° ¢ £¨«¼¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ±® ±¯¥ª²° «¼­»¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥¬

A =

1

Z

0

�dE(�); ²® A

��

=

1

Z

0

�

��

dE(�):

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4. �³±²¼A| ±¥ª²®°¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° ¢ ¡ ­ µ®¢®¬ ¯°®±²° ­-

±²¢¥ X. �®«®¦¨¬ ¤«¿ ª ¦¤®£® � � 0

X

�

= D(A

�

1

)

¨ ­ ¤¥«¨¬ ¯°®±²° ­±²¢® X

�

­®°¬®© £° ´¨ª  kxk

�

= kA

�

1

xk; x 2 X

�

; £¤¥ A

1

=

A + aI, ¯°¨·¥¬ a ¢»¡¨° ¥²±¿ ² ª, ·²®¡» Re�(A

1

) > 0. �®°¬», ¯®«³·¥­­»¥

¯°¨ ° §«¨·­»µ ¢»¡®° µ a, ½ª¢¨¢ «¥­²­», ² ª ·²® ¬» ¬®¦¥¬ ­¥ ®²®¡° ¦ ²¼ ¢

§ ¯¨±¨ ­®°¬» § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² a.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5. �³­ª¶¨¿ f(t; x) : U ! X; U � R � X

�

¯°¨ ­¥ª®²®°®¬

�; 0 � � < 1 ¿¢«¿¥²±¿ «®ª «¼­®-£¥«¼¤¥°®¢®© ¯® t ¨ «®ª «¼­®-«¨¯¸¨¶¥¢®© ¯® x

­  U , ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® (t

1

; x

1

) 2 U ±³¹¥±²¢³¥² ®ª°¥±²­®±²¼ V � U ²®·ª¨ (t

1

; x

1

),

² ª ¿, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ (t; x) 2 V; (s; y) 2 V

kf(t; x)� f(s; y)k � L(jt� sj

�

+ kx� yk

�

)

¯°¨ ­¥ª®²®°»µ ¯®±²®¿­­»µ L > 0; � > 0.

� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ �®¸¨ ¤«¿ ­¥«¨­¥©­®£® ®¯¥° ²®°­®£® ³° ¢­¥­¨¿

dx

dt

+Ax = f(t; x); t > t

0

; (1)

x(t

0

) = x

0

;

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6. �¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ (1) ­  (t

0

; t

1

) | ½²® ­¥¯°¥°»¢­ ¿

´³­ª¶¨¿ x : [t

0

; t

1

) ! X, ² ª ¿, ·²® x(t

0

) = x

0

¨ ¤«¿ t 2 (t

0

; t

1

) ¬» ¨¬¥¥¬:

(t; x(t)) 2 U; x(t) 2 D(A); (dx=dt)(t) ±³¹¥±²¢³¥², ®²®¡° ¦¥­¨¥ t ! f(t; x(t))

«®ª «¼­®-£¥«¼¤¥°®¢®,

t

Z

t

0

(t� s)

��

kf(s; x(s))kds! 0 ¯°¨ t! t

0

+

¨ ­  (t

0

; t

1

) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²±¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ (1).

�«¥¤³¾¹ ¿ «¥¬¬  ¤ ¥² ­¥®¡µ®¤¨¬®¥ ¨ ¤®±² ²®·­®¥ ³±«®¢¨¥ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿

°¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ (1).
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�¥¬¬  1. �±«¨ x | °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ (1) ­  (t

0

; t

1

), ²®

x(t) = e

�A(t�t

0

)

x

0

+

t

Z

0

e

�A(t�s)

f(s; x(s))ds: (2)

�¡° ²­®, ¥±«¨ x | ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨§ (t

0

; t

1

) ¢ X

�

, ² ª ¿, ·²®

t

Z

t

0

(t� s)

��

kf(s; x(s))kds! 0 ¯°¨ t! t

0

+

¨ ¨­²¥£° «¼­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ (2) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²±¿ ¯°¨ (t; x(t)) 2 U ¤«¿ t

0

< t < t

1

,

²® x(�) | °¥¸¥­¨¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ (1) ­  (t

0

; t

1

).

�¤¨­±²¢¥­­®±²¼ °¥¸¥­¨¿ ¢ «®ª «¼­®© ®¡« ±²¨ £ ° ­²¨°³¥² ±«¥¤³¾¹ ¿

�¥®°¥¬  2. �³±²¼ A | ±¥ª²®°¨ «¼­»© ®¯¥° ²®°, 0 � � < 1 ¨ f : U ! X,

£¤¥ U | ®²ª°»²®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¢ R � X

�

. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ´³­ª¶¨¿

f(t; x) «®ª «¼­®-£¥«¼¤¥°®¢  ¯® t ¨ «®ª «¼­®-«¨¯¸¨¶¥¢  ¯® x. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®©

²®·ª¨ (t

0

; x

0

) 2 U ±³¹¥±²¢³¥² T = T (t

0

; x

0

) > 0, ² ª®¥, ·²® ³° ¢­¥­¨¥ (1)

¨¬¥¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ x ­  (t

0

; t

0

+T ) ± ­ · «¼­»¬ ³±«®¢¨¥¬ x(t

0

) = x

0

.

� ª²¨·¥±ª¨ kx(t)� x

0

k

�

! 0 ¯°¨ t! t

0

+.

�±«®¢¨¿ £«®¡ «¼­®£® ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ °¥¸¥­¨¿ ¯°¨¢¥¤¥­»

¢ ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬¥.

�¥®°¥¬  3. �³±²¼ A ¨ f | ² ª¨¥, ª ª ¢ ²¥®°¥¬¥ 2, ¨ ¯³±²¼ ®¡° § f(B)

«¾¡®£® § ¬ª­³²®£® ®£° ­¨·¥­­®£® ¬­®¦¥±²¢  B � U ®£° ­¨·¥­ ¢ X. �±«¨

x | °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (1) ­  (t

0

; t

1

) ¨ t

1

¬ ª±¨¬ «¼­® ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²®

­¥ ±³¹¥±²¢³¥² °¥¸¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (1) ­  (t

0

; t

2

) ¯°¨ t

2

> t

1

, ²® «¨¡® t

1

=

+1, «¨¡® ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ t

n

! t

1

| ¯°¨ n ! +1, ² ª ¿,

·²® (t

n

; x(t

n

))! @U . (�±«¨ U ­¥ ®£° ­¨·¥­®, ²® ¡¥±ª®­¥·­® ³¤ «¥­­ ¿ ²®·ª 

¯°¨­ ¤«¥¦¨² @U .)

3. �®±² ­®¢ª  § ¤ ·¨ ¨ °¥§³«¼² ²

�¥®°¥¬  4. �¥¸¥­¨¥ ½¢®«¾¶¨®­­®£® ³° ¢­¥­¨¿, ®¯¨±»¢ ¾¹¥£® ¨§¬¥­¥­¨¥

´³­ª¶¨¨ u(t; x) : R

+

� [0; l]! R ª° ¥¢®© § ¤ ·¨

@u

@t

= k

@

2

u

@x

2

+ au� bu

2

; 0 < x < l; t > 0; (3)

@u

@x

(0; t) = 0;

@u

@x

(l; t) = 0;

u(x; 0) = u

0

(x) � 0; 0 � x � l;

£¤¥ u

0

2 H

1

0

(0; l); a; b ¨ k | ¯®«®¦¨²¥«¼­»¥ ¯®±²®¿­­»¥, ¨¬¥¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥

°¥¸¥­¨¥ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ H

1

0

(0; l) \H

2

(0; l) ¤«¿ 8t > 0.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®§¼¬¥¬ X = L

2

(0; l). �¯°¥¤¥«¨¬ «¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° A

±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

A'(x) = �k

d

2

'

dx

2

(x); 0 < x < l;

¥±«¨ ' | £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  [0; l] ±

@'

@x

(0) =

@'

@x

(l) = 0.

�³­ª¶¨¾ f(t; x; u) : R

+

� [0; l]�X

�

! X ®¯°¥¤¥«¨¬ ² ª: f(t; x; u) = au�bu

2

.

�° ¥¢³¾ § ¤ ·³ (3) ´®°¬ «¼­® ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ª ª § ¤ ·³ �®¸¨ ¤«¿ ¤¨´-

´¥°¥­¶¨ «¼­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¢ ¡ ­ µ®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥:

du

dt

+Au = f(t; x; u); t > t

0

; (4)

u(t

0

) = u

0

:

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ¯°¥¤«®¦¥­¨¿¬¨.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �¯¥° ²®° A ¿¢«¿¥²±¿ ±¥ª²®°¨ «¼­»¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ' 2 D(A) ¨  2 D(A), ²®£¤ 

(A';') = �k

l

Z

0

'

00

(x)'(x)dx = k

l

Z

0

('

0

(x))

2

dx � 0;

(A'; ) = �k

l

Z

0

'

00

(x) (x)dx = �k

l

Z

0

'(x) 

00

(x)dx = (';A );

² ª ·²®, ¨±¯®«¼§³¿ ²¥®°¥¬» �°¨¤°¨µ±  [2], ¬» ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼ ®¯¥° ²®° A ° ±-

¸¨°¥­­»¬ ¤® ± ¬®±®¯°¿¦¥­­®£® ¯«®²­® ®¯°¥¤¥«¥­­®£® «¨­¥©­®£® ®¯¥° ²®°  ¢

L

2

(0; l). � ½²®¬ ±«³· ¥

D(A) = f' 2 L

2

(0; l) j A' 2 L

2

(0; l)g = H

1

0

(0; l) \H

2

(0; l):

�·¨²»¢ ¿ § ¬¥· ­¨¥ 1, ¤¥« ¥¬ ¢»¢®¤, ·²® ®¯¥° ²®° A ±¥ª²®°¨ «¥­.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �³­ª¶¨¿ f = au� bu

2

¿¢«¿¥²±¿ «®ª «¼­®-«¨¯¸¨¶¥¢®© ¯®

u, ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® u 2 H

1

0

(0; l).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³­ª¶¨¿ f(t; x) : U ! X; U � R�X. �¨ª±¨°³¥¬ (t; x) 2

U ¨ V ¥¥ ®ª°¥±²­®±²¼. �®£¤  ¤«¿ «¾¡»µ (t

1

; x

1

); (t

2

; x

2

) 2 V ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼

kf(t

1

; x

1

)� f(t

2

; x

2

)k

L

2

= kax

1

� bx

2

1

� ax

2

+ bx

2

2

k

L

2

� akx

1

�x

2

k

L

2

+ bkx

2

1

� x

2

2

k

L

2

;

kx

2

1

� x

2

2

k

L

2

= (

l

Z

0

jx

2

1

� x

2

2

j

2

ds)

1=2

= (

l

Z

0

jx

1

+ x

2

j

2

jx

1

� x

2

j

2

ds)

1=2
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�®±ª®«¼ª³ x

1

; x

2

2 H

1

0

(0; l), ²® ±³¹¥±²¢³¾² M

i

= sup

s2[0;l]

jx

i

(s)j. �³±²¼ M =

maxfM

1

;M

2

g, ²®£¤  jx

1

+ x

2

j � 2M . �«¥¤®¢ ²¥«¼­®:

kx

2

1

� x

2

2

k

L

2

� (

l

Z

0

4M

2

jx

1

� x

2

j

2

dl)

1=2

= 2Mkx

1

� x

2

k

L

2

:

�®«³· ¥¬ kf(t

1

; x

1

)� f(t

2

; x

2

)k

L

2

� Lkx

1

� x

2

k

L

2

; L = (a+ 2Mb):

� ¬¥· ­¨¥ 3. �³­ª¶¨¿ f ¿¢«¿¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­®©.

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ½²®£® § ¬¥· ­¨¿ ¤®±² ²®·­® ¯® «¾¡®¬³ " > 0 ¢»¡° ²¼

� = "=(2a+ 4Mb). �·¨²»¢ ¿ ­¥° ¢¥­±²¢®, ¯®«³·¥­­®¥ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ³²¢¥°-

¦¤¥­¨¿ 2, ¯®«³· ¥¬ 8x

1

; x

2

2 X(kx

1

�x

2

k

L

2

< � => kf(t

1

; x

1

)�f(t

2

; x

2

)k

L

2

< ").

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¯¥° ²®° A ¨ ´³­ª¶¨¿ f ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¿¬ ²¥®°¥¬ 2

¨ 3, ·²® ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¼ °¥¸¥­¨¿ § ¤ ·¨ (4) ­ 

¢±¥¬ ¬­®¦¥±²¢¥ U � R � X. �°¨ ½²®¬, ¥±«¨ U ®£° ­¨·¥­®, ²® «¨¡® °¥¸¥­¨¥

±³¹¥±²¢³¥² ¯°¨ ¢±¥µ t! +1, «¨¡® °¥¸¥­¨¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª £° ­¨¶¥ @U . � ±«³· ¥

­¥®£° ­¨·¥­­®£® U ¡¥±ª®­¥·­® ³¤ «¥­­ ¿ ²®·ª  ¢µ®¤¨² ¢ ¬­®¦¥±²¢® °¥¸¥­¨©.

� ±¨«³ ¯®±²°®¥­¨¿ ®¯¥° ²®°  A ¨ ´³­ª¶¨¨ f , ¢±¥ ¯®«³·¥­­»¥ °¥§³«¼² ²»

¯¥°¥­®±¿²±¿ ­  °¥¸¥­¨¥ ¨±µ®¤­®© § ¤ ·¨ (3).

4. � ª«¾·¥­¨¥

�°¨¢¥¤¥­­»© °¥§³«¼² ² £ ° ­²¨°³¥² ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¼ °¥¸¥-

­¨¿ ¯®±² ¢«¥­­®© § ¤ ·¨, ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ­ · «¼­»¥ ¤ ­­»¥ ¯°¨­ ¤«¥¦ ²

ª« ±±³ H

1

0

(0; l). �°¨ ½²®¬ °¥¸¥­¨¥ ¡³¤¥² ­ µ®¤¨²¼±¿ ¢ ª« ±±¥ H

1

0

(0; l)\H

2

(0; l).

�°®¬¥ ²®£®, ²¥®°¥¬  3 £ ° ­²¨°³¥² £«®¡ «¼­®¥ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ °¥¸¥­¨¿ «¨¡®

¢ § ¤ ­­®¬ ®£° ­¨·¥­­®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ U , «¨¡® ¢® ¢±¥¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ °¥¸¥­¨©.

�°¨ ½²®¬ °¥¸¥­¨¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¨ ¢±¥µ t! +1 ¨«¨ ±²°¥¬¨²±¿ ª £° ­¨¶¥ @U .

� ±«³· ¥ ­¥®£° ­¨·¥­­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¡¥±ª®­¥·­® ³¤ «¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ ² ª¦¥

±·¨² ¥²±¿ °¥¸¥­¨¥¬ § ¤ ·¨.
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