
Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 19, ñ. 68�77 ÓÄÊ 574.24ÊÀÒÀÑÒ�ÎÔÛ ÒÈÏÀ ¾ËÀÑÒÎ×ÊÈÍ ÕÂÎÑÒ¿Â ÝÊÎËÎ�ÈÈ ×ÅËÎÂÅÊÀÀ.Ê. �óö, Ë.À. Âîëîä÷åíêîâàÏðåäëàãàåòñÿ êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå êàòàñòðî� â ýêîëîãèè ÷åëîâåêà ñ ïî-ìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè êàòàñòðî�. Îïèñûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâ-íîâåñèÿ çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà è èõ ñìåíà ïðè èçìåíåíèè ñòåïåíè íåáëàãîïðè-ÿòíîñòè/áëàãîïðèÿòíîñòè âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ �àêòîðîâ.Èññëåäîâàíèÿ ïî ýêîëîãèè ÷åëîâåêà ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå ïîíÿòèÿ çäîðî-âîãî ÷åëîâåêà. Îäíàêî íà ñåãîäíÿ íåò îáùåïðèíÿòîé òåîðèè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà.Ï.È.Êàëüþ [1℄ ê 1988 ãîäó ðàññìîòðåë 79 îïðåäåëåíèé çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà, ñ�îð-ìóëèðîâàííûå ïðåäñòàâèòåëÿìè ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ äèñöèïëèí â ðàçíîå âðåìÿâ ðàçëè÷íûõ ñòðàíàõ ìèðà. Ê 2009-ìó ãîäó èõ íàñ÷èòsâàåòñÿ óæå áîëåå ñòà.Â ïðåàìáóëå Óñòàâà Âñåìèðíîé îðãàíèçàöèè çäðàâîîõðàíåíèÿ (ÂÎÇ) èíäè-âèäóàëüíîå çäîðîâüå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ¾ñîñòîÿíèå ïîëíîãî �èçè÷åñêîãî, äóøåâ-íîãî è ñîöèàëüíîãî áëàãîïîëó÷èÿ, à íå òîëüêî îòñóòñòâèå áîëåçíåé è �èçè÷å-ñêèõ äå�åêòîâ¿.Íàëè÷èå ñàìûõ ðàçëè÷íûõ �îðìóëèðîâîê ïîíÿòèÿ çäîðîâüÿ çàñòàâèëî èõêëàññè�èöèðîâàòü è ïðåäñòàâèòü êàê ÷åòûðå ìîäåëè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà:1. ¾Ìåäèöèíñêàÿ ìîäåëü çäîðîâüÿ. Îíà ïðåäïîëàãàåò òàêîå îïðåäåëå-íèå çäîðîâüÿ, êîòîðîå ñîäåðæèò ëèøü ìåäèöèíñêèå ïðèçíàêè è õàðàêòåðèñòèêèçäîðîâüÿ. Çäîðîâüåì ñ÷èòàþò îòñóòñòâèå áîëåçíåé, èõ ñèìïòîìîâ.2. Áèîìåäèöèíñêàÿ ìîäåëü çäîðîâüÿ. Çäîðîâüå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îò-ñóòñòâèå ó ÷åëîâåêà îðãàíè÷åñêèõ íàðóøåíèé è ñóáúåêòèâíûõ îùóùåíèé íåçäî-ðîâüÿ. Âíèìàíèå àêöåíòèðóåòñÿ íà ïðèðîäíî-áèîëîãè÷åñêîé ñóùíîñòè ÷åëîâå-êà, ïîä÷åðêèâàåòñÿ äîìèíèðóþùåå çíà÷åíèå áèîëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé âæèçíåäåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà è â åãî çäîðîâüå.3. Áèîñîöèàëüíàÿ ìîäåëü çäîðîâüÿ. Â ïîíÿòèå çäîðîâüÿ âêëþ÷àþòñÿáèîëîãè÷åñêèå è ñîöèàëüíûå ïðèçíàêè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â åäèíñòâå,íî ïðè ýòîì ñîöèàëüíûì ïðèçíàêàì ïðèäàåòñÿ ïðèîðèòåòíîå çíà÷åíèå.4. Öåííîñòíî-ñîöèàëüíàÿ ìîäåëü çäîðîâüÿ. Çäîðîâüå � öåííîñòü äëÿ÷åëîâåêà, íåîáõîäèìàÿ ïðåäïîñûëêà äëÿ ïîëíîöåííîé æèçíè, óäîâëåòâîðåíèÿìàòåðèàëüíûõ è äóõîâíûõ ïîòðåáíîñòåé, ó÷àñòèÿ â òðóäå è ñîöèàëüíîé æèç-íè, â ýêîíîìè÷åñêîé, íàó÷íîé, êóëüòóðíîé è äðóãèõ âèäàõ äåÿòåëüíîñòè. Ýòîé
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 69ìîäåëè â íàèáîëüøåé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèå çäîðîâüÿ, ñ�îðìóëè-ðîâàííîå ÂÎÇ¿ [1℄ .1. Îïèñàíèå ìîäåëè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêàÂ ðàìêàõ ìåäèöèíñêîé ìîäåëè çäîðîâüÿ ñòåïåíü çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà ìîæåò áûòüîõàðàêòåðèçîâàíà äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì êîëè÷åñòâåííûõ ïîêàçàòåëåé,êîòîðûå ïîëó÷àþò ïðè ïðîâåäåíèè ðàçëè÷íûõ àíàëèçîâ (êðîâÿíîå äàâëåíèå,òåìïåðàòóðà òåëà, êîëè÷åñòâî ýðèòðîöèòîâ, ñàõàð â êðîâè è ò.ä.). Ê ýòèì ïîêà-çàòåëÿì ñëåäóåò äîáàâèòü ðàçëè÷íûå ïîêàçàòåëè, èñïîëüçóåìûå äðóãèìè ìîäå-ëÿìè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà.Ïóñòü âåëè÷èíû xj , j = 1, 2, ..., N � ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ ïîêàçàòåëåéçäîðîâüÿ ÷åëîâåêà.Ââåäåì èíòåãðàëüíûé ïîêàçàòåëü çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà, èìåþùèé âèä
x =

N
∑

j=1

wjxj ,ãäå wj � âåñ ïîêàçàòåëÿ xj , ò.å. åãî âêëàä (äîëÿ) â èíòåãðàëüíûé ïîêàçàòåëü.Çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ x â ìîìåíò âðåìåíè t îáîçíà÷àåì êàê x(t). Ýòî ÷èñëîïðèíèìàåòñÿ íàìè êàê ñòåïåíü çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà.Ïîêàçàòåëü èìååò íèæíþþþ ãðàíèöó � ÷èñëî Z0. ×åëîâåê ñ÷èòàåòñÿ çäîðî-âûì â ìîìåíò âðåìåíè t, åñëè ñóììà åãî ïîêàçàòåëåé x(t) ≥ Z0, è áîëåþùèì,åñëè x(t) < Z0.Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ êðàéíå óïðîùåííûì, íî ëþáàÿ ìî-äåëü çäîðîâîãî ÷åëîâåêà åñòü îïðåäåëåííîå óïðîùåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ñîâðåìåíåì óñëîæíåíà.Çäîðîâûé â ìîìåíò âðåìåíè t ÷åëîâåê áåç âíåøíèõ (è ðÿäà âíóòðåííèõ)ïðè÷èí â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t+ dt òàêæå áóäåò çîðîâûì.Èíà÷å ãîâîðÿ,
x(t+ dt) = x(t) + A(t, x)dt, (1)ãäå A(t, x)dt � âåëè÷èíà, îïèñûâàþøàÿ îòêëîíåíèÿ â óðîâíå çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà,ïðîèçîøåäøèå íà îòðåçêå âðåìåíè dt.Èç (1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

dx

dt
= A(t, x). (2)Î÷åâèäíî, ÷òî â ðåãèîíå, ãäå ïðîæèâàþò ëþäè, ìîæåò èìåòü ìåñòî íåêîòîðûéäîëãîâðåìåííûé �àêòîð ðèñêà äëÿ çäîðîâüÿ ëþäåé. Íàïðèìåð, êà÷åñòâî âîäû,èëè âîçäóõà èëè íàëè÷èå ðàäèîàêòèâíîãî �îíà.Â òàêîì ñëó÷àå ñëåäóåò â ïðàâóþ ÷àñòü äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2)äîáàâèòü ÷ëåí (−r):

dx

dt
= A(t, x) − r. (3)



70 À.Ê. �óö, Ë.À. Âîëîä÷åíêîâà. Êàòàñòðî�û òèïà ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿...Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîëîæèòü, ÷òî A(t, x) = k1x, ò.å.
dx

dt
= k1x− r. (4)Êîý��èöèåíò k1 ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì. Íî òîãäà ñòåïåíü çäîðîâüÿ ÷å-ëîâåêà áóäåò íàðàñòàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ è ÿâíî ¾çàøêàëèò¿, ñäå-ëàâ áåññìûñëåííîé íàøó ìîäåëü. Ïîýòîìó íà÷íåì åå óñëîæíÿòü.Êîý��èöèåíò k1 îòâå÷àåò çà ¾ïðèðîñò çäîðîâüÿ¿. Ó÷èòûâàÿ ïîäõîäû áèî-ñîöèàëüíîé è öåííîñòíî-ñîöèàëüíîé ìîäåëåé çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà, ìû äîëæíûó÷åñòü, ÷òî çäîðîâüå ÷åëîâåêà çàâèñèò íå òîëüêî îò åãî èíäèâèäóàëüíîãî çäî-ðîâüÿ, íî îò ñîñòîÿíèÿ çäîðîâüÿ åãî ðîäèòåëÿ(åé) è ïîòîìñòâà1. Âçàèìîäåéñòâèåèõ çäîðîâüÿ åñòü âåëè÷èíà x · x · x � ¾ïðîèçâåäåíèå òðåõ çäîðîâèé¿. Ïðèìåì,÷òî

k1 = k0x · x · x− p(x) = k0x
3 − p(x), (5)ãäå k0 = const � ¾ñèëà¿ âçàèìîäåéñòâèÿ ¾òðåõ çäîðîâèé¿, à âåëè÷èíà p(x) �ýòî òî, ÷òî ìåøàåò ïîääåðæàíèþ âñåîáùåãî óíèâåðñàëüíîãî çîðîâüÿ ÷åëîâåêà-ñåìüè. Ýòî ìîæåò áûòü îäèí èç �àêòîðîâ ðèñêà áëîãîïîëó÷èÿ çäîðîâîãî ÷åëî-âåêà. Ïóñòü ýòî áóäåò êðèòè÷åñêèé óðîâåíü k2 ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè âðåãèîíå.Òîãäà ñëåäóåò ïðèíÿòü, ÷òî

p(x) = k2 − k3x, (6)ãäå ÷ëåí k3x õðàêòåðèçóåò ïðèíèìàåìûå ìåðû ïî ïðåîäîëåíèþ íåáëàãîïîëó÷íîéìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè. Òî, ÷òî ìû â ýòîò ÷ëåí âêëþ÷èëè x, ãîâîðèò î òîì,÷òî ïðèíèìàåìûå ìåðû äîëæíû ñîîòíîñèòüñÿ ñ ñîñòîÿíèåì çäîðîâüÿ ëþäåé âíåáëàãîïîëó÷íîì ðåãèîíå.Îáúåäèíÿÿ óðàâíåíèÿ (4)-(6), ïîëó÷àåì
dx

dt
= k0x

4 − k2x+ k3x
2 − r =

∂

∂x

{

k0

5
x5 +

k3

3
x3 +

−k2

2
x2 + (−r)x

} (7)èëè
dx

dt
=

∂

∂x
V (x, u, v, w), (8)ãäå

V (x, u, v, w) =
k0

5
x5 + ux3 + vx2 + wx, (9)

u =
k3

3
, v = −

k2

2
, w = −r.Îòìåòèì, ÷òî õîðîøåå çäîðîâüå ëþäåé õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåíñòâîì x > Z0,óõóäøåíèå � íåðàâåíñòâîì x < Z0; äåéñòâèå äîëãîâðåìåííîãî âðåäîíîñíî-ãî �àêòîðà ðèñêà � íåðàâåíñòâîì w < 0, íàëè÷èå íåáëàãîïðèÿòíîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè â ðåãèîíå � íåðàâåíñòâîì v < 0, ïðèíÿòèå ìåð ïî ïðåîäî-ëåíèþ íåáëàãîïîëó÷íîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè (ëå÷åíèå) � íåðàâåíñòâîì

u > 0.1Ëþáîé ÷åëîâåê ïåðåæèâàåò áîëåçíü ñâîèõ ðîäèòåëåé è äåòåé, è ýòî ïåðåæèâàíèå ñêàçû-âàåòñÿ íà åãî ñîáñòâåííîì çäîðîâüå.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 71Ôóíêöèÿ V (x, u, v, w), çàäàííàÿ âûðàæåíèåì (9), îïèñûâàåò ïðè èçìåíåíèèïàðàìåòðîâ u, v, w ñàìûå ðàçëè÷íûå áè�óðêàöèè, íàçûâàåìûå â ìàòåìàòè÷å-ñêîé òåîðèè êàòàñòðî� êàòàñòðî�àìè òèïà ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿ [2�5℄.2. �àâíîâåñèÿ ñèñòåìû, èõ ñìåíà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåî-ðèÿ êàòàñòðî��àâíîâåñíûå ñèñòåìû, è ýòî îòíîñèòñÿ è ê ýêîëîãèè ÷åëîâåêà, õàðàêòåðèçóþò-ñÿ òåì, ÷òî èõ ñòðîåíèå è ñîñòàâ êîëåáëþòñÿ îêîëî êàêîé-òî ñðåäíåé òî÷êè,ïðåäñòàâëÿþùåé êàê áû òèïè÷íîå ñîñòîÿíèå (çäîðîâüÿ) ÷åëîâåêà.�àâíîâåñèå â ñîñòîÿíèè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà çàâèñèò îò îêðóæàþùåé ñðåäû,à ñðåäà ëèáî èçíà÷àëüíî íåáëàãîïðèÿòíàÿ, ëèáî ïîñòîÿííî ïîäâåðæåíà èçìå-íåíèÿì. Íåáëàãîïîëó÷íàÿ ìåäèêî-ñàíèòàðíàÿ ñèòóàöèÿ, àíòðîïîãåííûå çàãðÿç-íåíèÿ, ïðèðîäíûå àíîìàëèè è ò.ä. îêàçûâàþò âëèÿíèå íà îðãàíèçì ÷åëîâåêà.×åëîâåê ëèáî çàáîëåâàåò, ëèáî ýòîãî óäàåòñÿ èçáåæàòü, áëàãîäàðÿ ïðèíÿòûì ìå-ðàì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíèòü ñîñòîÿíèå çäîðîâüÿ. Â ñëó÷àå ðàçâèòèÿ áîëåç-íè âïîëíå âîçìîæåí ïåðåõîä ê íîâîìó ðàâíîâåñèþ, ïðè êîòîðîì íåëüçÿ ñ÷èòàòü÷åëîâåêà çäîðîâûì, íî â áîëåçíåííîì ñîñòîÿíèè îí íàõîäèòñÿ äëèòåëüíîå âðå-ìÿ, îñóùåñòâëÿÿ âìåñòå ñ äðóãèìè, ñòîëü æå áîëüíûìè ëþäüìè îáùåñòâåííîåñóùåñòâîâàíèå. È ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê: íà Þæíîì Óðàëå èìååòñÿ äåðåâíÿ,íàõîäÿùàÿñÿ ñ 1957 ãîäà â çîíå ñèëüíîãî ðàäèîàêòèâíîãî çàðàæåíèÿ, â êîòîðîéëþäè æèâóò, ðàáîòàþò, ñîçäàþò ñåìüè, ðîæàþò è âûðàùèâàþò äåòåé, ñòðàäàÿ èóìèðàÿ ïðè ýòîì îò ðàêîâûõ çàáîëåâàíèé. Â Îìñêå ìíîãèå ëþäè æèâóò ñ 1970-õãîäîâ â áåòîííûõ äîìàõ, ñîäåðæàøèõ ðàäèîàêòèâíûé ìàêååâñêèé ùåáåíü. Èç-âåñòíû òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû èñòîðè÷åñêè äëèòåëüíîãî ïîñòîÿííîãîïðîæèâàíèÿ ëþäåé â ìåñòíîñòè ñ ïëîõîé âîäîé.�àäèàêòèâíûé �îí, ïëîõàÿ âîäà è ò.ä. � ýòî âñå âíåøíèå �àêòîðû, âëèÿþùèå(è óïðàâëÿþùèå) íà ýêîëîãèþ ÷åëîâåêà.Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñìåíû ðàâíîâåñèé ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèèâíåøíèõ (óïðàâëÿþùèõ) �àêòîðîâ ìàòåìàòèêàìè ñîçäàíà òåîðèÿ ýëåìåíòàð-íûõ êàòàñòðî�. Îíà èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïðåäå-ëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèåé V = V (x, u1, ..., un), ãäå x � ïåðåìåí-íàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ èçó÷àåìóþ ñèñòåìó, à u1, ..., un � âíåøíèå óïðàâëÿþùèå�àêòîðû.Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïåðåìåííîé x(t) çàäàåòñÿ äè��åðåíöèàëü-íûì óðàâíåíèåì
dx

dt
=
∂V (x, u1, ..., un)

∂x
. (10)�àâíîâåñèÿ ñèñòåìû � ýòî òàêèå ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (1), êîòîðûå íå ìåíÿ-þòñÿ ñî âðåìåíåì (êàêîé-òî ïåðèîä âðåìåíè), ò.å.

dx

dt
= 0.Íî â òàêîì ñëó÷àå, êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (1), èìååì óðàâíåíèå âñåâîçìîæíûõ
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∂V (x, u1, ..., un)

∂x
= 0. (11)Êàæäîå ðàâíîâåñèå åñòü ðåøåíèå x äàííîãî óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùåå îò êîíêðåò-íîãî íàáîðà âíåøíèõ óïðàâëÿþùèõ �àêòîðîâ, ò.å. x = x(u1, ..., un).Åñëè ìåíÿþòñÿ âíåøíèå �àêòîðû, ñêàæåì, âìåñòî íàáîðà (u0

1, ..., u
0
n) ïåðå-õîäèì ê íàáîðó (u1

1, ..., u
1
n), òî èìååì ñìåíó ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû � âìåñòî ðàâíî-âåñèÿ x0 = x(u1, ..., un) ïîëó÷àåì ðàâíîâåñèå x1 = x(u1

1, ..., u
1
n).Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ñëàáî èçìåíÿòñÿ âíåøíèå �àêòîðû, òî ñè-ñòåìà ïî÷òè íå èçìåíèò ñâîåãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. ïðàêòè÷åñêè ñîõðàíèò çíà÷åíèåõàðàêòåðèçóþùåé åå ïåðåìåííîé x0 èëè çàéìåò ðàâíîâåñèå, áëèçêîå ê òîìó, ÷òîáûëî, êîíå÷íî æå íå îòëè÷àþùååñÿ îò ïðåäûäóùåãî êà÷åñòâåííî. Îäíàêî èññëå-äîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî âîçìîæíû òàêèå ìàëûå èçìåíåíèÿ âíåøíèõ �àêòîðîâ èîíè ïðîèñõîäÿò òîãäà, êîãäà ïåðåñåêàþò ïðè ñâîåì èçìåíåíèè òàê íàçûâàåìûåáè�óðêàöèîííûå ìíîæåñòâà, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà ïåðåõîäèò ê íîâîìó ðàâíî-âåñèþ, äëÿ êîòîðîãî åå õàðàêòåðñòèêà x1 ñóùåñòâåííî îòëè÷íà îò ïðåäûäóùåé,è, ñëåäîâàòåëüíî, íîâîå ðàâíîâåñèå îáëàäàåò íîâûìè êà÷åñòâàìè.Òàêèå ïåðåõîäû áûëè íàçâàíû êàòàñòðî�àìè, ïîñêîëüêó ïåðåõîäó ê íîâîìóóñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ ïðåäøåñòâóåò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ðàííåãî ðàâíîâå-ñèÿ. Íàçâàíèå áûëî ïðîäèêòîâàíî ïðèìåðàìè èç ìåõàíèêè, �èçèêè è êîðàáëå-ñòðîåíèÿ, ãäå òàêèå ïðîöåññû îïèñûâàëè ðåàëüíûå êàòàñòðî�û (ïåðåëîì áàëêè,çàìåðçàíèå âîäû, ïåðåâåðòûâàíèå ñóäíà). Îòñþäà è íàçâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîéòåîðèè, äàííîå åé �ðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì �åíå Òîìîì.Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè, êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (11), ðàâíîâåñèå

x = x(u1, ..., un) � ýòî ëèáî òî÷êà ìèíèìóìà, ëèáî òî÷êà ìàêñèìóìà, ëèáîòàê íàçûâàåìàÿ òî÷êà ïåðåãèáà �óíêöèè V = V(u1,...,un)(x) = V (x, u1, ..., un).Îáîçíà÷åíèå V(u1,...,un)(x) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìû �óíêöèþ V = V (x, u1, ..., un)ðàññìàòðèâàåì êàê �óíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé x è èñïîëüçóåì ñîîòâåòñòâóþ-ùèé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, èçâåñòíûé øêîëüíèêàì.Êàê ïðàâèëî, óñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû � ýòî ìèíèìóìû �óíêöèè
V = V(u1,...,un)(x). Íà ðèñóíêàõ ãðà�èêà �óíêöèè V = V(u1,...,un)(x) îíè èçîá-ðàæàþòñÿ ÿìêàìè (ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìóìû � íåóñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ �èçîáðàæàþòñÿ âåðøèíàìè ãîðîê).Òåîðèÿ ýëåìåíòàðíûõ êàòàñòðî� ïî ñàìîé ñâîåé ïðèðîäå ëîêàëüíà. Èíà÷åãîâîðÿ, �óíêöèÿ V(u,v,w)(x) = V (x, u, v, w) êàê �óíêöèÿ x îïðåäåëåíà ëèøü âîêðåñòíîñòè (−ε,+ε), è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ íå îïèñûâàåò âñå âîçìîæíûåñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óõîä ñèñòåìû â òàêèå íåîïèñûâàåìûå òåîðèåé ðàâíîâå-ñèÿ îãîâàðèâàåòñÿ êàê ïåðåõîä ê ðàâíîâåñèþ x = −∞ (ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü).3. Îïðåäåëåíèÿ ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè è ýêîëîãè÷åñêèõêàòàñòðî� â ýêîëîãèè ÷åëîâåêàÊàòàñòðî�û, îïèñûâàåìûå òåîðèåé êàòàñòðî�, âïîëíå îòâå÷àþò òîìó, ÷òî ìîæ-íî áûëî áû íàçâàòü ýêîëîãè÷åñêèìè êàòàñòðî�àìè. Ïîýòîìó àäàïòèðóåì òåð-ìèíîëîãèþ òåîðèè êàòàñòðî� ê ýêîëîãèè ÷åëîâåêà.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 73Íàçîâåì ìåñòíîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèåé, îòâå÷àþùåé íàáîðó âíåø-íèõ �àêòîðîâ (u1, ..., un), ëþáóþ èç òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè
V(u1,...,un)(x).Ýêîñèñòåìà ¾çäîðîâüå ÷åëîâåêà¿ â ñëó÷àå ìåñòíîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèèïðåáûâàåò â ðàâíîâåñèè, ò.å. âåëè÷èíà x(t) íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì (óïðàâëÿ-þùèå �àêòîðû (u1, ..., un) çà�èêñèðîâàíû).�åãèîíàëüíîé ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèåé, ñâÿçàííîé ñ V , íàçûâàåòñÿ íàáîðìåñòíûõ ýêîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé, ïðåäïîëàãàÿ è âîçìîæíîñòü ðàâíîâåñèÿ x =
−∞ (ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü).Ïðèíÿòèå çíà÷åíèÿ x = −∞ îçíà÷àåò, ÷òî íàøà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüãîâîðèò î òîì, ÷òî ýêîñèñòåìà ¾çäîðîâüå ÷åëîâåêà¿ ïåðåõîäèò â ðàâíîâåñíîåñîñòîÿíèå, êîòîðîå íå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî óðàâíåíèÿ åå ýâî-ëþöèè (1) (òåîðèÿ ëîêàëüíà!).Ôàêòè÷åñêè ðåãèîíàëüíàÿ ýêîëîãè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ � ýòî íàáîð ìåñòíûõ ýêî-ëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî íàáîð âîçìîæíûõ ðàâíîâåñíûõ ñîñòî-ÿíèé ýêîñèñòåìû ¾çäîðîâüå ÷åëîâåêà¿.Òî÷êîé ýêîëîãè÷åñêîé êàòàñòðî�û íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà ïåðåãèáà �óíê-öèè V = V(u1,...,un)(x).Ìîð�îëîãèåé êàòàñòðî�û, èëè ìíîæåñòâîì êàòàñòðî�, íàçûâàåòñÿ ìíîæå-ñòâî âñåõ òî÷åê êàòàñòðî�û.Òî÷êè êàòàñòðî�, êîòîðûå âõîäÿò â áè�óðêàöèîííîå ìíîæåñòâî, íàõîäÿò,èñêëþ÷àÿ x, â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂V (x, u1, ..., un)

∂x
= 0,

∂2V (x, u1, ..., un)

∂x2
= 0.Äëÿ êîíêðåòíîãî íàáîðà âíåøíèõ �àêòîðîâ ó �óíêöèè V = V(u1,...,un)(x) ìîæåòáûòü íåñêîëüêî òî÷åê ìèíèìóìîâ. Ñêàæåì, ýòî òî÷êè x1, x2, ..., xm. Â êàêîì èçýòèõ ðàâíîâåñèé íàõîäèòñÿ ñèñòåìà? Äëÿ ýòîãî ïðèäóìàíû ðàçëè÷íûå ïðàâèëà.Ïðàâèëîì íàçûâàåòñÿ ñïîñîá, ïî êîòîðîìó ìû âûáèðàåì ðàâíîâåñèÿ, ò.å. ìè-íèìóìû �óíêöèè V = V(u1,...,un)(x) äëÿ íåêîòîðîé ðåãèîíàëüíîé ýêîëîãè÷åñêîéñèòóàöèè, ñâÿçàííîé ñ V .�àññìîòðèì äâà îñíîâíûõ ïðàâèëà.Ïðàâèëî ìàêñèìàëüíîãî ïðîìåäëåíèÿ ïðåäïèñûâàåò ñîñòîÿíèþ îñòàâàòüñÿâ ìèíèìóìå ïðè çàìåíåíèè �àêòîðîâ äî òåõ ïîð, ïîêà îí ñóøåñòâóåò (ðèñ. 1,ââåðõó).Â ìîìåíò, êîãäà ïðîèñõîäèò èñ÷åçíîâåíèå ñòàðîãî ìèíèóìà è ñòàíîâèòñÿíåîáõîäèìûì ïåðåõîä â íîâûé, ïðîèñõîäèò ýêîëîãè÷åñêàÿ êàòàñòðî�à, ò.å. ðåç-êîå, ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå ðàâíîâåñèÿ ýêîñèñòåìû ¾ýêîëîãèÿ ÷åëîâåêà¿.Ïðàâèëî Ìàêñâåëëà ïðåäïèñûâàåò âçÿòü â êà÷åñòâå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû òà-êóþ òî÷êó ìèíèìóìà, â êîòîðîé �óíêöèÿ V = V(u1,...,un)(x) äîñòèãàåò íàèìåíü-øåãî çíà÷åíèÿ (ðèñ. 1, âíèçó).Ïîñêîëüêó îäíèì èç çíà÷åíèé ýòîãî ìèíèìóìà ìîæåò îêàçàòüñÿ −∞, ïðàâè-ëîì Ìàêñâåëëà ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ òîãäà, êîãäà V èìååò êîíå÷íûå ìèíèìóìû.
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�èñ. 1. Ââåðõó ïîêàçàíî äåéñòâèå ïðàâèëà ìàêñèìàëüíîãî ïðîìåäëåíèÿ, à íà íèæíèõðèñóíêàõ � ïðàâèëî Ìàêñâåëëà.ßñíî, ÷òî êàòàñòðî�û âîçíèêàþò òîãäà, êîãäà V = V(u1,...,un)(x) äîñòèãàåò àáñî-ëþòíîãî ìèíèìóìà â äâóõ ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ.Â ñëó÷àå ïðàâèëà ìàêñèìàëüíîãî ïðîìåäëåíèÿ êàòàñòðî�å, ò.å. ðåçêîé ñìåíåðàâíîâåñèÿ? îòâå÷àåò êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå �îðìû ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè
V = V(u1,...,un)(x). Â ñëó÷àå ïðàâèëà Ìàêñâåëëà ðåçêàÿ ñìåíà ðàâíîâåñèÿ ïðîèñ-õîäèò áåç êà÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ �îðìû �óíêöèè V = V(u1,...,un)(x). Ñ òî÷êèçðåíèÿ òåîðèè êàòàñòðî� â ñëó÷àå ïðàâèëà Ìàêñâåëëà ìîæíî ãîâîðèòü î íåêà-òàñòðî�è÷åñêîé ñìåíå ðàâíîâåñèÿ. Õîòÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîëîãèè ýòî ñêîðååâñåãî ñàìàÿ íàñòîÿùàÿ êàòàñòðî�à. Êàòàñòðî�û ïðîèñõîäÿò â ëþáîì ñìûñëå èâíå çàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòîãî ïðàâèëà, åñëè, èçìåíÿÿñü, óïðàâëÿþùèå âíåøíèå�àêòîðû ïåðåñåêàþò áè�óðêöèîííîå ìíîæåñòâî.Èçó÷èì âñå ñêàçàííîå â íàøåì êîíêðåòíîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ V èìååòâèä (8).4. Ýêîëîãè÷åñêèå êàòàñòðî�û òèïà ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿Äëÿ êàòàñòðî�û ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿ ïîòåíöèàë

V (x, u, v) = x5 + ux3 + vx2 + wx.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî
MV = {(x, u, v, w) : ∇V = 5x4 + 3ux2 + 2vx+ w = 0}.Îíî ñîñòîèò èç ìàêñèìóìîâ, ìèíèìóìîâ è òî÷åê ïåðåãèáà �óíêöèè V(u,v,w)(x).Âñå îíè îòâå÷àþò ðàâíîâåñèþ â ñîñòîÿíèè èçó÷àåìîé ýêîñèñòåìû ÷åëîâåêà.Ìíîæåñòâî
SV = {(x, u, v, w) ∈MV : d2V = 20x3 + 6ux+ 2v = 0}ñîñòîèò èç òî÷åê ïåðåãèáà, êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ, êîãäà òî÷êà (u, v, w) ïðèíàä-ëåæèò òàê íàçûâàåìîìó áè�óðêàöèîííîìó ìíîæåñòâó:

BV = {(u, v, w) ∈ prSV : ∃x(5x4 + 3ux2 + 2vx+ w = 0 & 20x3 + 6ux+ 2v = 0}.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 75



�èñ. 2. Áè�óðêàöèîííîå ìíîæåñòâî BV äëÿ êàòàñòðî�û ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿.

�èñ. 3. Êàòàñòðî�à ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿. Äèíàìèêà ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ìàêñèìóìîâ èìèíèìóìîâ ó �óíêöèè V(u,v,w)(x) â ñå÷åíèè u = const > 0. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç BVðîæäàåòñÿ èëè óìèðàåò ðàâíîâåñèå.Ìíîæåñòâî BV � ýòî ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà SV íà ïëîñêîñòü (u, v, w). Îíîèçîáðàæåíî íà (ðèñ. 2)Åñëè òî÷êà (u, v, w) ìåíÿåòñÿ, ò.å. ìåíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêîñè-ñòåìû ÷åëîâåêà, òî ñìåíÿåòñÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýêîñèñòåìû. Èçìåíåíèå êà-÷åñòâåííîå, ñêà÷êîîáðàçíîå, êàòàñòðî�è÷åñêîå, åñëè òî÷êà (u, v, w) ïðè ñâîåìèçìåíåíèè ïåðåñåêàåò áè�óðêàöèîííîå ìíîæåñòâî. Ýòî è åñòü ðåçêàÿ ñìåíà ñî-ñòîÿíèÿ çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà.



76 À.Ê. �óö, Ë.À. Âîëîä÷åíêîâà. Êàòàñòðî�û òèïà ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿...Äëÿ �èêñèðîâàííûõ óïðàâëÿþùèõ �àêòîðîâ (ïàðàìåòðîâ) (u, v, w) ãðà�èê�óíêöèè V(u,v,w)(x) èçîáðàæåí íà ðèñ. 3,4.Íà ðèñ. 3 çíà÷åíèå ïàðàìåòð u > 0 çà�èêñèðîâàíî, à îñòàëüíûå äâà ìîãóòìåíÿòüñÿ. Áè�óðêàöèîííîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè vw ñâîäèòñÿ ê ïàðàáîëå.�àç u > 0, òî ïðèíèìàþòñÿ ìåðû ïî ïðåîäîëåíèþ âîçìîæíîé íåáëàãîïîëó÷íîéìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè.Ïðè ýòîì, îäíàêî, äàæå â ñëó÷àå íåáëàãîïîëó÷íîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñè-òóàöèè (v < 0) è ïðè äåéñòâèè äîëãîâðåìåííîãî âðåäîíîñíîãî �àêòîðà ðèñêàíåðàâåíñòâîì w < 0 âîçìîæíà óñòîé÷èâàÿ ðàâíîâåñíàÿ çäîðîâàÿ ýêîëîãè÷åñêàÿñèòóàöèÿ, ò.å. x > 0 (òî÷êà (v, w) ðàñïîëîæåíà íèæå ïàðàáîëû, ñëåâà). Â ñëó÷àåïåðåõîäà òî÷êè (v, w) âî âíóòðü ïàðàáîëû ýêîëîãè÷åñêàÿ ñèòóàöèè ðåçêî ìåíÿ-åòñÿ, èìååì ýêîëîãè÷åñêóþ êàòàñòðî�ó, x óõîäèò ê−∞, ò.å. îïèñàíèå ãðÿäóùåãîñîñòîÿíèÿ ýêîñèñòåìû âûõîäèò çà ðàìêè íàøåé òåîðèè.Òàê èëè èíà÷å, íî ïîëüçó ëå÷åíèÿ ýòà ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò.



�èñ. 4. Êàòàñòðî�à ¾ëàñòî÷êèí õâîñò¿. Äèíàìèêà ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ìàêñèìóìîâ èìèíèìóìîâ ó �óíêöèè V(u,v,w)(x) â ñå÷åíèè u = const < 0. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç BVðîæäàåòñÿ (óìèðàåò) îäíî èëè äâà ðàâíîâåñèÿ.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé u < 0, êîãäà íå ïðèíèìàþòñÿ ìåðû ïî ïðåîäî-ëåíèþ âîçìîæíîé íåáëàãîïîëó÷íîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè (ñì. 4). Ìûâèäèì, ÷òî äàæå â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íåáëàãîïîëó÷íîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòó-àöèè v < 0 âîçìîæíî çäîðîâîå, ò.å. x > 0, ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ýêîñèñòåìûêàê ïðè äåéñòâèè äîëãîâðåìåííîãî âðåäîíîñíîãî �àêòîðà ðèñêà (ãðà�èê äëÿ
V ñëåâà, ñ x > 0 â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà), òàê è ïðè åãî îòñóòñòâèè.Íî ÷òî áîëåå èíòåðåñíî: âîçìîæíî òàêæå ðàâíîâåñíîå íåçäîðîâîå ñîñòîÿíèåýêîñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè íåáëàãîïîëó÷íîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè, ò.åïðè v > 0 (ãðà�èê äëÿ V ñïðàâà, ñ x < 0 â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà).Íàêîíåö, âîçìîæíû äâà àëüòåðíàòèâíûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ � íåçäîðîâîåè çîðîâîå ïðè îòñóòñòâèè äîëãîâðåìåííîãî âðåäîíîñíîãî �àêòîðà ðèñêà è ïðèîòñóòñòâèè/íàëè÷èè íåáëàãîïîëó÷íîé ìåäèêî-ñàíèòàðíîé ñèòóàöèè. Êàê òóò íåâñïîìíèòü þæíî-óðàëüñêóþ äåðåâíþ.



775. Ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè çäîðîâüÿ ÷åëîâåêàÎïèñàíèå ýêîëîãèè ÷åëîâåêà, ïðåäëîæåííîå â äàííîé ñòàòüå, îáëàäàåò âàæíûìäîñòîèíñòâîì � ìîäåëü ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òîíàéäåííàÿ íàìè ïîòåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿ (9)
V (x, u, v, w) =

k0

5
x5 + ux2 + vx+ w, (12)â ñëó÷àå åå âîçìóùåíèÿ (ìàëîãî øåâåëåíèÿ) âèäà

V (x, u, v, w) → V (x, u, v, w) + δV (x, u, v, w)ìîæåò áûòü âîçâðàùåíà ê âûðàæåíèþ âíåøíå òàêîìó æå2, êàê (12), åñëè ñîâåð-øèòü ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòû x è ïàðàìåòðîâ u, v, w:
x→ x = x(x, u, v, w),

(u, v, w) → (u, v, w) = φ(u, v, w)è ïðèáàâèòü ê âîçìóùåííîìó ïîòåíöèàëy íåêîòîðóþ �óíêöèþ ψ(u, v, w) [4�6℄.Èíà÷å ãîâîðÿ, íàøà ìîäåëü óñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèÿì ïîòåíöè-àëüíîé �óíêöèè, êîòîðûå ìîãóò ïðîÿâëÿòüñÿ â �îðìå ïîæåëàíèé âíåñòè óòî÷-íåíèÿ â âèä ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè èëè â �îðìå âûñêàçûâàíèé î òîì, ÷òî âðåàëüíîñòè ýêîëîãèÿ ÷åëîâåêà íå ìîæåò áûòü îïèñàíà íåêîòîðîé âûáðàííîé ðàçè íàâñåãäà êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé �îðìóëîé.Íàëè÷èå ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ó ìîäåëè ãîâîðèò î òîì, ÷òî íè÷åãî êà÷å-ñòâåííî íîâîãî â îïèñàíèè ýêîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé è ýêîëîãè÷åñêèõ êàòàñòðî�âîçìóùåííàÿ ìîäåëü íå äàåò. Ëèòåðàòóðà1. Êàëüþ, Ï.È. Ñóùíîñòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîíÿòèÿ ¾çäîðîâüå¿ è íåêîòîðûå âîïðî-ñû ïåðåñòðîéêè çäðàâîîõðàíåíèÿ: îáçîðíàÿ èí�îðìàöèÿ / Ï.È. Êàëüþ. � Ì., 1988.� 220 ñ.2. �óö, À.Ê. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñîöèîëîãèÿ / À.Ê. �óö, Ë.À. Ïàóòîâà, Þ.Â. Ôðîëîâà.� Îìñê: Èçäàòåëüñòâî Íàñëåäèå. Äèàëîã-Ñèáèðü, 2003. � 192 
.3. �óö, À.Ê. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ñîöèîëîãèè / À.Ê. �óö, Þ.Â. Ôðîëîâà. � Ì.:Èçäàòåëüñòâî ËÊÈ, 2007. � 216 ñ.4. Áð�åêåð, Ò. Äè��åðåíöèðóåìûå ðîñòêè è êàòàñòðî�û / Ò. Áð�åêåð, Ë. Ëàíäåð. �Ì.: Ìèð, 1977.5. Ïîñòîí, Ò. Òåîðèÿ êàòàñòðî� è åå ïðèëîæåíèÿ / Ò. Ïîñòîí, È. Ñòþàðò. � Ì.: Ìèð,1980.6. �èëìîð, �. Ïðèêëàäíàÿ òåîðèÿ êàòàñòðî� / �. �èëìîð. � Ì.: Ìèð, 1984.2Ñ òî÷íîñòüþ äî íàïèñàíèÿ ÷åðòî÷åê íàä x, u, v, w.


