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Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 5�11 ÓÄÊ 519.214.5ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÈÁÐÀÃÈÌÎÂÀÀ.Ã. ÃðèíüÂ ðàáîòå ïîëó÷åí àíàëîã èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà È.À. Èáðàãèìîâà äëÿ ìî-ìåíòîâ ñëàáî çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èñïîëüçóþùèé íîðìû áîëååîáùåãî âèäà, ÷åì â îðèãèíàëüíîì íåðàâåíñòâå � òàê íàçûâàåìûå íîðìûÎðëè÷à.Ïóñòü {ξn} = {ξn, n = 1, 2, ...} � ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü è ïóñòü F≤n è F≥n−σ -àëãåáðû, ïîðîæäåííûå ñåìåéñòâàìè {ξi : i ≤ n}è {ξi : i ≥ n}. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþðàâíîìåðíî ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ (ϕ-ïåðåìåøèâàíèÿ) ñ êîýôôèöèåíòîì ïå-ðåìåøèâàíèÿ ϕ(n), åñëè
ϕ(n) = sup

{ |P(AB)−P(A)P(B)|P(A)
: A ∈ F≤0, B ∈ F≥n

}
→ 0, n→∞.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ�ïåðåìåøèâàíèÿ ñêîýôôèöèåíòîì ïåðåìåøèâàíèÿ ϕ(n) è ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η èçìå-ðèìû îòíîñèòåëüíî F≤0 è F≥n ñîîòâåòñòâåííî,

‖ξ‖p = (E|ξ|p) 1
p <∞, ‖η‖q <∞, p > 1, q > 1, p−1 + q−1 = 1.Òîãäà
|Eξη − EξEη| ≤ 2ϕ

1
p (n)‖ξ‖p‖η‖q. (1)Äîêàçàòåëüñòâî ñì., íàïðèìåð, â [1, òåîðåìà 17.2.3].Íåðàâåíñòâî (1), ïîëó÷åííîå È.À. Èáðàãèìîâûì, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâ-íûõ èíñòðóìåíòîâ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñóìì ñëàáî çàâè-ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íèæå äîêàçàíî îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà (1), èñïîëü-çóþùåå íîðìû áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì ‖ξ‖p � òàê íàçûâàåìûå íîðìû Îðëè÷à.Ïðèâîäèìûå íèæå îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé (2)-(6) ìîæíîíàéòè â [2].Íåïðåðûâíóþ âûïóêëóþ ôóíêöèþ f(x), x ∈ (0,+∞) íàçîâåì N-ôóíêöèåé,åñëè

lim
x→+0

f(x)

x
= 0, lim

x→+∞

f(x)

x
=∞.
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6 À.Ã. Ãðèíü. Îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà ÈáðàãèìîâàÅñëè f(x) � N-ôóíêöèÿ, òî ñîïðÿæåííàÿ ê íåé ôóíêöèÿ
f ∗(y) = max

x>0
(xy − f(x))òàêæå ÿâëÿåòñÿ N-ôóíêöèåé è (f ∗)∗ = f .Ïóñòü (Ω,F) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, ξ : Ω→ R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ èP� êîíå÷íàÿ ìåðà íà F . Îáîçíà÷èìEPξ = Eξ =

∫

Ω

ξ(ω)P(dω)(èíäåêñ P áóäåì îïóñêàòü òàì, ãäå ýòî íå âûçîâåò ïóòàíèöû).Ïóñòü f(x) � N-ôóíêöèÿ. Íîðìîé Îðëè÷à ôóíêöèè ξ(ω) îòíîñèòåëüíî ìåðûP íàçîâåì ÷èñëî
‖ξ‖f = ‖ξ‖f,P = sup{EPξη : EPf ∗(|η|) ≤ 1},à íîðìîé Ëþêñåìáóðãà �

‖ξ‖(f) = ‖ξ‖(f,P) = inf

{
s > 0 : EPf ( |ξ|

s

)
≤ 1

}
.Ýòè äâå íîðìû ýêâèâàëåíòíû:

‖ξ‖(f) ≤ ‖ξ‖f‖ ≤ 2ξ‖(f). (2)Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
‖ξ‖f,P ≤ EPf(|ξ|) + 1. (3)Îòìåòèì ôîðìóëó äëÿ íîðìû èíäèêàòîðà: åñëè 1A(ω) =

{
1, ω ∈ A
0, ω /∈ A , òî

‖1A(ω)‖(f,P) =
1

f−1

(
1P(A)

) . (4)Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà è óñèëåííîå íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà:
|Eξη| ≤ ‖ξ‖f‖η‖f∗ , (5)
|Eξη| ≤ ‖ξ‖(f)‖η‖f∗ . (6)Ãîâîðÿò, ÷òî N-ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò ∆′-óñëîâèþ, åñëè ñóùåñòâóþò ïî-ñòîÿííûå a > 0 è x0 > 0 òàêèå, ÷òî

f(xy) ≤ af(x)f(y), x, y ≥ x0. (7)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 7Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ-ïåðå-ìåøèâàíèÿ, ξ è η èçìåðèìû ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî F≤0 è F≥n, à f(x)� N-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ∆′-óñëîâèþ. Åñëè Ef(|ξ|) <∞ è Ef ∗(|η|) <∞,òî
|Eξη − EξEη| ≤ Cψ(n)‖ξ‖f‖η‖f∗, ψ(n) =

C

f−1

(
1

ϕ(n)

) ,à êîíñòàíòà C çàâèñèò òîëüêî îò f .Çàìå÷àíèå 1. Åñëè f(x) = p−1xp, p > 1, òî íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî f ∗(x) =
q−1xq, q > 1, p−1 + q−1 = 1, ‖ξ‖f = q1/q‖ξ‖p, ‖η‖f∗ = p1/p‖η‖q (ñì., íàïðèìåð, [2,ñ. 86]). ßñíî, ÷òî f(x) óäîâëåòâîðÿåò ∆′-óñëîâèþ è ψ(n) = Cp−1/pϕ1/p(n). Ìûâèäèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî â òåîðåìå îòëè÷àåòñÿ îò íåðàâåíñòâàÈáðàãèìîâà ëèøü êîíñòàíòîé â ïðàâîé ÷àñòè.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ âåëè÷èí ξ ≥ 0 è η ≥ 0âèäà

ξ =

k∑

i=1

ui1Ai
, Ai ∈ F≤0, i = 1, ..., k, AiAj = ∅, i 6= j,

k⋃

i=1

Ai = Ω,

η =

l∑

j=1

vj1Bj
, Bj ∈ F≥n, j = 1, ..., l, BiBj = ∅, i 6= j,

l⋃

j=1

Bj = Ω. (8)Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà (5) ïîëó÷àåì
|Eξη − EξEη| = |Eξ(E(η|ξ)− Eη)| ≤ ‖ξ‖f‖E(η|ξ)− Eη‖g, (9)ãäå g = f ∗, à E(η|ξ) =

k∑
i=1

(
l∑

j=1

vjP(Bj|Ai)

)1Ai
(ω). Ïðè ω ∈ Ai

|E(η|ξ)− Eη| = ∣∣∣∣∣ l∑

j=1

vj(P(Bj|Ai)−P(Bj))

∣∣∣∣∣ = EQ+
i
η +EQ−

i
η, (10)ãäå ìåðû Q+

i è Q−
i îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìèQ+

i (Bj) = (P(Bj |Ai)−P(Bj)) ∨ 0, Q−
i (Bj) = (P(Bj)−P(Bj |Ai)) ∨ 0,

a ∨ b = max(a, b), Q±
i

(
⋃

j

Bj

)
=
∑

j

Q±
i (Bj) .Èç óñèëåííîãî íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà (6) ñëåäóåòEQ+

i
η +EQ−

i
η ≤ ‖1‖(f,Q+

i )‖η‖g,Q+
i

+ ‖1‖(f,Q−

i )‖η‖g,Q−

i
. (11)



8 À.Ã. Ãðèíü. Îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà ÈáðàãèìîâàÂ ñèëó (4)
‖1‖(f,Q+

i ) = ‖1Ω‖(f,Q+
i ) =

1

f−1

(
1Q+

i (Ω)

) ,Q+
i (Ω) =

l∑

j=1

Q+
i (Bj) =

∑

j

+
(P(Bj |Ai)−P(Bj)) =

= P(⋃
j

+
Bj|Ai

)
−P(⋃

j

+
Bj

)
≤ ϕ(n)(çäåñü∑+ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî ïîëîæèòåëüíûì ñëàãàåìûì, à â ⋃+) ñóì-ìèðîâàíèå èäåò ïî òåì æå èíäåêñàì, ÷òî è â∑+). Äîáàâèâ ê ýòîìó àíàëîãè÷íûåðàññóæäåíèÿ ñ Q−

i , ïîëó÷èì
‖1‖(f,Q+

i ) ≤
1

f−1

(
1

ϕ(n)

) , ‖1‖(f,Q−

i ) ≤
1

f−1

(
1

ϕ(n)

) .Âìåñòå ñ (9), (10) è (11) ýòî äàåò íàì
|Eξη −EξEη| ≤ ‖ξ‖f,P

f−1

(
1

ϕ(n)

)
∥∥∥∥∥

k∑

i=1

(
‖η‖g,Q+

i
+ ‖η‖g,Q−

i

)1Ai

∥∥∥∥∥
g,P ≤

≤ ‖ξ‖f,P
f−1

(
1

ϕ(n)

)
(
S+ + S−

)
, S± =

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

‖η‖g,Q±

i
1Ai

∥∥∥∥∥
g,P . (12)Îöåíèì S+, S− îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íîðìû Îðëè÷à,íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ζ =

k∑
i=1

yi1Ai
, yi ≥ 0 òàêàÿ, ÷òîEf(ζ) =

k∑

i=1

f(yi)P(Ai) ≤ 1, S+ ≤ 2

k∑

i=1

yi‖η‖g,Q+
i
P(Ai), (13)è ôóíêöèè θi =

l∑
j=1

xij1Bj
, xij ≥ 0, i = 1, ..., k òàêèå, ÷òîEQ+

i
f(θi) =

l∑

j=1

f(xij)Q+
i (Bj) ≤ 1, ‖η‖g,Q+

i
≤ 2

l∑

j=1

vjxijQ+
i (Bj). (14)Èç (13) è (14) ñ ïîìîùüþ (6) ïîëó÷àåì

S+ ≤ 4
k∑

i=1

l∑

j=l

xijyivjQ+
i (Bj)P(Ai) = 4ERηζθ ≤ 4‖η‖(g,R)‖ζθ‖f,R . (15)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 9Çäåñü θ =
k∑

i=1

l∑
j=l

xij1AiBj
, à ìåðà R îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:R(AiBj) =

= Q+
i (Bj)P(Ai) = (P(AiBj)−P(Ai)P(Bj)) ∨ 0, R(⋃

i,j

AiBj

)
=
∑

i,j

R(AiBj).ßñíî, ÷òî R(AiBj) ≤ P(AiBj), îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (2), âûâîäèì
‖η‖(g,R) ≤ ‖η‖(g,P) ≤ ‖η‖g,P. (16)Äàëåå, èç (3) ñëåäóåò

‖ζθ‖f,R ≤ 1 +ERf(ζθ) = 1 +

k∑

i=1

l∑

j=l

f(xijyj)R(AiBj) =

= 1 +
(∑

1
+
∑

2
+
∑

3
+
∑

4

)
f(xijyj)R(AiBj), (17)ãäå â ∑i, i = 1, 2, 3, 4 ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî

{i, j : xij ≤ x0, yi ≤ x0}, {i, j : xij ≤ x0, yi > x0},

{i, j : xij > x0, yi ≤ x0}, {i, j : xij > x0, yi > x0},à x0 � êîíñòàíòà èç ∆′-óñëîâèÿ (7). Ó÷èòûâàÿ (13) è (14), ïîëó÷àåì
∑

1
f(xijyj)R(AiBj) ≤ f(x2

0),
∑

2
f(xijyj)R(AiBj) ≤

≤
∑

i,j

f(x0yj)R(AiBj) ≤ af(x0)
k∑

i=1

f(yi)P(Ai) ≤ af(x0),

∑
3
f(xijyj)R(AiBj) ≤ af(x0)

k∑

i=1

l∑

j=1

f(xij)Q+
i (Bj)P(Ai) ≤ af(x0),

∑
4
f(xijyj)R(AiBj) ≤ a

k∑

i=1

f(yi)P(Ai)

l∑

j=1

f(xij)Q+
i (Bj) ≤ a.Òàêèì îáðàçîì, ‖ζθ‖f,R ≤ C1 = 1 + f(x0) + a(1 + 2f(x0)), ÷òî âìåñòå ñ (9), (12),(15) è (16) îçíà÷àåò, ÷òî

|Eξη −EξEη| ≤ 8C1ψ(n)‖ξ‖f‖η‖f∗ , (18)ãäå ξ è η ôóíêöèè âèäà (8).Åñëè ξ ≥ 0, η ≥ 0 èçìåðèìû ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî F≤0 è F≥n, òîñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {ξn} è {ηn} âèäà (8) è òàêèå, ÷òî
ξn(ω) ↑ ξ(ω), ηn(ω) ↑ η(ω), n → ∞ ïðè ëþáîì ω ∈ Ω. È åñëè Ef(|ξ|) < ∞è Ef ∗(|η|) < ∞, òî ïî òåîðåìå î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè Eξn → Eξ,



10 À.Ã. Ãðèíü. Îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà ÈáðàãèìîâàEηn → Eη, Eξnηn → Eξη, ‖ξn‖f,P‖ → ξ‖f,P, ‖ηn‖f,P → ‖η‖f,P, n → ∞, ÷òîâìåñòå ñ äîêàçàííûì âûøå îçíà÷àåò, ÷òî (18) âûïîëíåíî äëÿ äàííûõ ξ ≥ 0 è
η ≥ 0.Ïóñòü, íàêîíåö, ξ è η � ïðîèçâîëüíûå âåëè÷èíû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿìòåîðåìû. Òîãäà ξ = ξ+ − ξ−, η = η+ − η−, ξ± = (±ξ) ∨ 0, η± = (±η) ∨ 0 è

|Eξη − EξEη| ≤ |Eξ+η+ −Eξ+Eη+|+ |Eξ+η− −Eξ+Eη−|+
+|Eξ−η+ − Eξ−Eη+|+ |Eξ−η− − Eξ−Eη−|.Ïðèìåíèâ ê ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ íåðàâåíñòâî(18), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñ C = 32C1. �Îñíîâíîå ïðåäíàçíà÷åíèå òåîðåìû 1 � ýòî èñïîëüçîâàíèå òåõíèêè, îñíîâàí-íîé íà ïðèìåíåíèè àíàëîãîâ íåðàâåíñòâ (1) â ñèòóàöèÿõ, êîãäà îäíà èç âåëè÷èí

ξ èëè η íå èìååò ìîìåíòîâ ïîðÿäêà, áîëüøåãî 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, íåò âîçìîæíî-ñòè èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (1). Îäíàêî åñëè E|ξ| <∞, òî ìîæíî ïîñòðîèòüN-ôóíêöèþ f(x) òàêóþ, ÷òî Ef(ξ) <∞ [2, ñ. 76]. Ïîêàæåì îäèí èç âîçìîæíûõñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ N-ôóíêöèè f(x), óäîâëåòâîðÿþùåé ∆′-óñëîâèþ ñî ñêîëüóãîäíî ìåäëåííûì ðîñòîì f(x)/x.Ïóñòü ôóíêöèÿ ε(t) > 0 òàêîâà, ÷òî ε(t) ↓ 0, t→ +∞, è ïðè íåêîòîðîì c > 0

ε(t) + ε2(t) + tε′(t) ≥ 0, t ≥ c,

∞∫

c

ε(t)

t
dt =∞. (19)Ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ε(t) ìåäëåííî ìåíÿþùóþñÿ ôóíêöèþ, âýòîì ñëó÷àå tε′(t) = o(ε(t)), t→∞ [3, ñ. 15] è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ïåð-âîå ñîîòíîøåíèå â (19). Ïðè ýòîì ε(t) ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòüñêîëü óãîäíî ìåäëåííûé ðîñò x∫

c

ε(t)
t
dt. Ïîëîæèì f(x) = x exp

{
x∫
c

ε(t)
t
dt

}
, x ≥ c.Òî, ÷òî f(x) ÿâëÿåòñÿ N-ôóíêöèåé, ïðîâåðÿåòñÿ áåç òðóäà. Ïîÿñíèì ëèøü äî-êàçàòåëüñòâî ∆′-óñëîâèÿ. Ïðè x, y ≥ c ≥ 1 èìååì

cx∫

x

ε(t)

t
dt ≤ ε(x)

cx∫

x

dt

t
= o(1), x→∞,òàê ÷òî

xy∫

c

ε(t)

t
dt =

x∫

c

ε(t)

t
dt+

cx∫

x

ε(t)

t
dt+

xy∫

cx

ε(t)

t
dt ≤

x∫

c

ε(t)

t
dt+

y∫

c

ε(t)

t
dt+ o(1),îòêóäà ñëåäóåò ∆′-óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè f(x).
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Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 12�26 ÓÄÊ 513.813ÔÎÐÌÓËÛ ÒÈÏÀ ÃÀÓÑÑÀ-ÁÎÍÍÅ-×ÅÐÍÀÄËß ÏÑÅÂÄÎÐÈÌÀÍÎÂÛÕ È ÐÈÌÀÍÎÂÛÕÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ È ÔÎÐÌÓËÀ ÕÈÐÖÅÁÐÓÕÀÀ.Ê. ÃóöÄàåòñÿ îáçîð ôîðìóë òèïà Ãàóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ ðèìàíîâûõ è ïñåâäî-ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå
1

2π

∫

F

Kdσ = χ(F ) (1)ñâÿçûâàåò ãàóññîâó êðèâèçíó K çàìêíóòîé îðèåíòèðîâàííîé äâóìåðíîé ïîâåðõ-íîñòè F c õàðàêòåðèñòèêîé Ýéëåðà-Ïóàíêàðå ïîâåðõíîñòè F . Âíóòðåííÿÿ ãåî-ìåòðèÿ, èñêðèâëåííîñòü ïîâåðõíîñòè, óâÿçàíû â ýòîé ôîðìóëå ñ òîïîëîãèåéïîâåðõíîñòè, ò.å. ñ åå ôîðìîé.Äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè F ñ êðàåì ∂F , ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàä-êèõ êðèâûõ ñ óãëàìè αj â âåðøèíàõ, ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå èìååò âèä
∫

F

Kdσ +

∫

∂F

kgds = 2π +
∑

j

(π − αj), (2)ãäå kg � ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà.Ãàóññ [1] äîêàçàë å�å äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêîâ, à Áîííå [2] â áîëååîáùåì âèäå (2). Â âèäå (1) ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå áûëà óñòàíîâëåíà ôîí Äèêîì[3] â 1888 ãîäó [4].Îáîáù�åííóþ ôîðìóëó Ãàóññà-Áîííå íà ñëó÷àé ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèéâïåðâûå óñòàíîâèëè Àëëåíäîðôåð è À.Âåéëü [5] â 1943 ãîäó. Ïîä âëèÿíèåìÂåéëÿ [4] íîâîå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû äàë â 1944 ãîäó ×åðí [6].Äëÿ çàìêíóòûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ôîðìóëó íåçàâèñèìî âûâå-ëè ×åðí (1963, [7]) è Àâåö (1962, [9]).Ê ñîæàëåíèþ, íåñìîòðÿ íà âàæíîñòü ýòîé ôîðìóëû äëÿ òåîðèè ðèìàíîâûõìíîãîîáðàçèé, ýòà å�å ôîðìà ïëîõî ïðåäñòàâëåíà â ðóññêî-ÿçû÷íîé ó÷åáíîé ëèòå-ðàòóðå. À åñëè è ïðåäñòàâëåíà, òî â ôîðìå ðàâåíñòâà êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ,÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ å�å èñïîëüçîâàíèÿ ñî ñòîðîíû ìíîãî÷èñëåííîéãðóïïû ÷èòàòåëåé, íå âëàäåþùèõ ìåòîäàìè àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè.
Copyright c© 2009 À.Ê. Ãóö.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.E-mail: aguts@mail.ru



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 131. Ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ1.1. Ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ çàìêíóòûõ ïñåâäîðèìàíîâûõìíîãîîáðàçèé M2kÏóñòü < M2k, g > � 2k-ìåðíîå êîìïàêòíîå îðèåíòèðîâàííîå ïñåâäîðèìàíîâîìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû < +...+︸ ︷︷ ︸
p

−...−︸ ︷︷ ︸
2k−p

> áåç êðàÿ.Ïóñòü dv =
√
|det(g)|dx1 ∧ ... ∧ dx2k � 2k-ôîðìà îáú�åìà è

∆(R) =
(−1)[p/2]

22kπkk!
ηi1i2...i2k

j1j2...j2k
Ri1i2j1j2Ri3i4j3j4...Ri2k−1i2kj2k−1j2k,ãäå

ηi1i2...i2k

j1j2...j2k
=





+1, {i1i2...i2k} ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà {j1j2...j2k},
−1, {i1i2...i2k} íå÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà {j1j2...j2k},

0, ñðåäè {i1i2...i2k} èëè ñðåäè {j1j2...j2k} åñòü îäèíàêîâûå.Òîãäà [7, 9]
∫

M2k

∆(R)dv = χ(M2k), (1.1)ãäå χ(M2k) � õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà-Ïóàíêàðå ìíîãîîáðàçèÿ M2k.1.2. Ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ çàìêíóòûõ ïñåâäîðèìàíîâûõìíîãîîáðàçèé M4Ïóñòü < M4, g > � 4-ìåðíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíî-ãîîáðàçèå ñèãíàòóðû < +...+︸ ︷︷ ︸
p

−...−︸ ︷︷ ︸
4−p

>.Òîãäà [10]
∫

M4

WiklmW
iklmdv = 2

∫

M4

(
Ri

jR
j
i −

1

3
R2

)
dv + (−1)p+[ p

2
]8π2χ(M4), (1.2)ãäå W � òåíçîð Âåéëÿ.1.3. Ôîðìóëà ×åðíà-Ãàóññà-Áîííå äëÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðà-çèé M2k ñ êðàåìÏóñòü M2k � ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂M2k è q : T1M

2k → M2k �ðàññëîåíèå íà ñôåðû, àññîöèèðîâàííîå ñ êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì TM2k (ò.å.



14 À.Ê. Ãóö. Ôîðìóëû òèïà Ãàóññà-Áîííå-×åðíà. . .ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ íîðìîé 1). Ñóùåñòâóåò (2k−
1)-ôîðìà σ íà T1M

2k, äëÿ êîòîðîé
∫

q−1(x)

σ = 1 äëÿ âñåõ x ∈M2kè q∗Pfk(Ω) = dσ.Âñÿêîå âåêòîðíîå ïîëå T , íîðìàëüíîå ê ∂M2k , çàäàåò íåñèíãóëÿðíîå ñå÷åíèå
τ : ∂M2k → T1M

2k.Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà ×åðíà-Ãàóññà-Áîííå äëÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíî-ãîîáðàçèé M2k ñ êðàåì [11]:
∫

M2k

Pf(Ω) = ind∂M2kT +

∫

∂M2k

τ ∗σ, (1.3)
ãäå ind∂M2k îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Åñëè T íå íóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå íà ∂M2k , T � ïðîäîëæåíèå âåêòîðíîãîïîëÿ T íà âñå ìíîãîîáðàçèå M2k è a1, ..., ak � êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê(íóëåé) ïîëÿ T íà M2k [12, c. 516], òî

ind∂M2kT =

k∑

j=1

indaj
T .Åñëè ïîëå T òðàíñâåðñàëüíî (â ÷àñòíîñòè, íîðìàëüíî) ê ∂M2k , òî

ind∂M2kT = χ(M2k).Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì:
ind∂M2kT = χ(M2k)− deg(KT ),ãäå deg(KT ) � ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ KT : ∂M2k → S2k−1 [12, c. 502], KT (x) ðàâíîòî÷êå íà S2k−1, îòìå÷åííîé êîíöîì âåêòîðà v = v0T + v1u1 + ... + v2k−1u2k−1,

{u1, ..., u2k−1} � áàçèñ â Tx(∂M
2k), x ∈ ∂M2k, ∑j v

j = 1 [13].Åñëè Q2k � 2k-ìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ îáëàñòü â M2k c ãðàíèöåé ∂Q2k, òî ôîð-ìóëó (1.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∫

Q2k

Pf(Ω) = ind∂Q2kT +

∫

∂Q2k

τ ∗σ, (1.4)
ãäå âñå ôîðìû, ïîëÿ, îïðåäåëÿþòñÿ êàê âûøå ñ çàìåíîé áóêâûM íà áóêâóQ.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 151.4. Ôîðìóëà äëÿ ÷èñåë Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàìêíóòûõ ïñåâäîðèìàíî-âûõ ìíîãîîáðàçèé M4kÏóñòü < M4k, g > � 4k-ìåðíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíî-ãîîáðàçèå ñèãíàòóðû < +...+︸ ︷︷ ︸
p

−...−︸ ︷︷ ︸
4k−p

>.Ïóñòü
dv =

√
|det(gij)|dx1 ∧ ... ∧ d4k� ôîðìà îáú�åìà è

∆4k =
(−1)p

(2π)2k(2k)!
Ωi1

i2
∧ Ωi2

i3
∧ ... ∧ Ωi2k

i1èëè
∆4k =

(−1)p

(2π)2k(2k)!22k
Rα

β,λ1λ2
Rβ

γ,λ3λ4
...Rδ

α,λ4k−1λ4k
ηλ1...λ

4k .Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà Çàíäà [14] äëÿ k-ìåðíîãî ÷èñëà Ïîíòðÿãèíà
pk[M

4k] =

∫

M4k

∆4k dv. (1.5)Íàïîìíèì, ÷òî k-ìåðíîå ÷èñëî Ïîíòðÿãèíà pk[M
4k] îïðåäåëÿåòñÿ êàê çíà-÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà pk(ξ) ∈ H4k(M4k, IR), ãäå ξ �êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íàM4k íà ôóíäàìåíòàëüíîì êëàññå µM ∈ H4k(M

4k, IR),ò.å.
pk[M

4k] = 〈pk(ξ), µM〉èëè
pk[M

4k] =

∫

M4k

pk(ξ)â ñëó÷àå, êîãäà êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ pk(ξ) ðåàëèçóåòñÿ êàê âíåøíÿÿ äèôôå-ðåíöèàëüíàÿ 4k-ôîðìà, ò.å. èìåþòñÿ â âèäó êîãîìîëîãèè äå Ðàìà.2. Ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿÌíîãîîáðàçèå < Mn, g > � ðèìàíîâî, åñëè îíî ñíàáæåíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-ëåííîé ìåòðèêîé g.2.1. Ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ çàìêíóòûõ ðèìàíîâûõ ìíî-ãîîáðàçèé M2kÏóñòü < M2k, g > � 2k-ìåðíîå êîìïàêòíîå îðèåíòèðîâàííîå ðèìàíîâî ìíîãîîá-ðàçèå áåç êðàÿ è
Ω =

(−1)k

22kπkk!
ηi1i2...i2k

12...(2k) Ωi1i2 ∧ ... ∧ Ωi2k−1i2k.
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Ωij =

1

2
Rijkldx

k ∧ dxlè
Ω = E2kdv,ãäå dv =

√
gdx1 ∧ ... ∧ dx2k � ôîðìà îáú�åìà è (ñì. [16, p. 105]):

E2k =
(−1)k

22k(2π)kk!
ηi1i2...i2k

j1j2...j2k
Ri1i2j1j2...Ri2k−1i2kj2k−1j2k.Çäåñü (ñì. [20, c. 56])

ηi1i2...i2k

j1j2...j2k
=





+1, {i1i2...i2k} ðàçëè÷íû è äàþò ÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó {j1j2...j2k},
−1, {i1i2...i2k} ðàçëè÷íû è äàþò íå÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó {j1j2...j2k},

0, ñðåäè {i1i2...i2k} èëè ñðåäè {j1j2...j2k} åñòü îäèíàêîâûå.Òîãäà [16, p. 106], [20, p. 171]:
∫

M2k

E2kdv = χ(M2k). (2.1)
2.2. Ôîðìóëû Ðåâåíòîñà äëÿ çàìêíóòîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ

M2n+1Â 1972 ãîäó Òàííî [17] äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 1. Ïóñòü < M2n+1, g, ξ > � êîìïàêòíîå ðèìàíîâî îðèåíòèðîâàííîåìíîãîîáðàçèå, èìåþùåå åäèíè÷íîå êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå ξ òàêîå, ÷òî
R(X, ξ)Y = g(X, Y )ξ¯g(Y, ξ)X äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y íà M2n+1, ò.å.ÿâëÿåòñÿ ñàñàêèåâûì ìíîãîîáðàçèåì. Òîãäà, åñëè ïîëå ξ � ðåãóëÿðíîå [19], òî

(−1)n

l(ξ)22nπnn!

∫

M2n+1

F (Ω, ξ) =

n∑

r=0

(n+ 1− r)(−1)rβr(M
2n+1),ãäå F (Ω, ξ) � âûðàæåíèå, çàâèñÿùåå îò Ω è ξ è βr(M

2n+1) � r-ìåðíîå ÷èñëîÁåòòè, l(ξ) � äëèíà èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè ïîëÿ ξ (îíà ïîñòîÿííà).Òåîðåìà Òàííî áûëà îáîáùåíà â 1979 ãîäó Ðåâåíòîñîì íà ïðîèçâîëüíûå ðè-ìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ ñèììåòðèåé.Ïóñòü < M2n+1, g, ξ > � çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå,èìåþùåå åäèíè÷íîå êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå ξ.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 17Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà [18] â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîëå ξ � ðåãóëÿð-íîå1 [19]:
(−1)n

l(ξ)22nπnn!

∫

M2n+1

f(Ω, ξ) =
n∑

r=0

(n+ 1− r)(−1)rβr(M
2n+1) +

n−1∑

r=0

dr, (2.2)
ãäå dr = dimKer(Hr(M2n+1/ξ, IR), IR) → Hr+2(M2n+1/ξ, IR), l(ξ) � äëèíà èíòå-ãðàëüíîé òðàåêòîðèè ïîëÿ ξ (îíà ïîñòîÿííà).Âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëÿ ξ ãîìåîìîðôíû S1, è ìîæíî ïîñòðîèòü ãëàâ-íîå ðàññëîåíèå

π : M2n+1 →M2n+1/ξ = B,ãäå B � ìíîæåñòâî âñåõ îðáèò [19].Âûðàæåíèå
f(Ω, ξ) =

∑
ηi1...i2n

(
Ψi2

i1
+
∑

ks

(Ai2i1Aks + Ai2kAi1s)φ
k ∧ φs

)
∧ ...

... ∧
(

Ψi2n

i2n−1
+
∑

ks

(Ai2ni2n−1Aks + Ai2nkAi2n−1s)φ
k ∧ φs

)
∧ φ0,

Ψi
j � ôîðìà êðèâèçíû íà M2n+1 îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè g,

φ0 = ω, φi = π∗(θi), g =
∑

α

φα ⊗ φα,

ω � 1-ôîðìà, îïðåäåëåííàÿ íà M2n+1 êàê ω(X) = g(ξ,X), θ1, ..., θ2n � 1-ôîðìû,çàäàííûå â ìàëîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ B òàê, ÷òî h =
∑

i θ
i ⊗ θi, à hðèìàíîâà ìåòðèêà íà B, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

h(X, Y )(b) = g(X ′, Y ′)(x)− (ω ⊗ ω)(X ′, Y ′)(x),

dπx(X
′)(x) = X, dπx(Y

′)(x) = Y, π(x) = b, x ∈M2n+1,

dω = π∗(
∑

ij

Aijθ
i ∧ θj) ñ Aij = −Aji.Ïðè ýòîì Aij = −g(ei,∇ej

ξ), {e1, ..., e2n} � áàçèñ â T (B).Ôîðìóëà (2.2) ïîëó÷åíà Ðåâåíòîñîì [18] èç ôîðìóëû Ãàóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî ðèìàíîâà 2n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
< B, h >: ∫

B

Q = 22nπnn!χ(B),1Óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè âûïîëíÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé, âñòðå÷àþ-ùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.
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Q = (−1)n

∑
ηi1...i2nΩi2

i1
∧ ...Ωi2n

i2n−1
,

Ω � ôîðìà êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèÿ < B, h >, ñ ïîìîùüþ ïîäíÿòèÿ π∗ è âûðà-æåíèÿ χ(B) ÷åðåç ÷èñëà Áåòòè β(M2n+1).2.2.1. Ôîðìóëà Ðåâåíòîñà äëÿ çàìêíóòîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðà-çèÿ M3Â ñëó÷àÿ çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî ðèìàíîâà ìíãîîáðàçèÿ M3 c ìåòðèêîé
g, äîïóñêàþùåãî ðåãóëÿðíîå åäèíè÷íîå êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå ξ, èìååòìåñòî ôîðìóëà [18]:

1

2πl(ξ)

∫

M3

{K(ξ⊥) + 3K(ξ)}dv = 2β0(M
3)− β1(M

3) + d0, (2.3)ãäå d0 = 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò ÷�åòíîñòè èëè íå÷�åòíîñòè îäíîìåðíîãî ÷èñëàÁåòòè β1(M
3); K(ξ⊥) � çíà÷åíèå ðèìàíîâîé êðèâèçíû â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëü-íîé ξ; K(ξ) � çíà÷åíèå ðèìàíîâîé êðèâèçíû äëÿ ëþáîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé

ξ (îòìåòèì, ÷òî K(ξ) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïëîñêîñòè); dv � ôîðìà îáú�åìà; l(ξ)� äëèíà èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè ïîëÿ ξ (îíà ïîñòîÿííà).2.3. Ôîðìóëà ×åðíà-Ãàóññà-Áîííå äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé M2kñ êðàåìÏóñòü M2k � êîìïàêòíîå îðèåíòèðîâàííîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì.Ïóñòü π : TM2k → M2k � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå è π0 = π|S → M2k �àññîöèèðîâàííîå ðàññëîåíèå íà ñôåðû (ò.å. ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ êàñàòåëü-íîãî ðàññëîåíèÿ ñ íîðìîé 1). Ïóñòü Γ � ñâÿçíîñòü íà ãëàâíîì ðàññëîåíèè
p : SO(TM2k)→M2k ñ ôîðìîé êðèâèçíû K è ïóñòü Ω åäèíñòâåííàÿ 2k-ôîðìàíà M2k òàêàÿ, ÷òî p∗Ω = π−kPf(K) 2 è Φ � (2k − 1)-ôîðìà íà S c π∗

0Ω = dΦ.Íàêîíåö, ïóñòü ν : ∂M2k → S � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ∂M2k.Òîãäà [21]
∫

M2k

Ω = χ(M2k) +

∫

∂M2k

ν∗Φ. (2.4)
2Îïðåäåëåíèå ïôàôôèàíà:

Pf(A) =
1

2kk!
εi1...i2kAi1i2Ai3i4 ...Ai2k−1i2k

,ãäå A = Aij .



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 192.4. Ôîðìóëà ×åðíà-Ãàóññà-Áîííå äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé Mmñ êðàåìÏóñòü Mm � îðèåíòèðîâàííîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì è
Em =

(−1)p

2mπpp!
ηi1i2...im

12...(m) Ωi1i2 ∧ ... ∧ Ωim−1im ,

p =
[m

2

]
,

Qk,m = ck,m

∑
ηi1i2...im−1Ωi1i2 ∧ ... ∧ Ωi2k−1i2k

∧ ωi2k+1m ∧ ... ∧ ωim−1m,

ck,m =
(−1)k

πpk!2k+p · 1 · 3 · ... · (2p− 2k − 1)
.Çäåñü

Ωjk = dωjk −
∑

1≤ν≤m

ωjν ∧ ωνk,

∇ej =
∑

1≤k≤m

ωjkek äëÿ ωjk ∈ T ∗(M) è ωjk = −ωkj,

{e1, ..., em} � ëîêàëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â T (M) òàêîé, ÷òî em � åäè-íè÷íàÿ íîðìàëü ê êðàþ ∂Mm.Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå-×åðíà [16, p. 253]:
∫

Mm

Em +

∫

∂Mm

∑

k

Qk,m = χ(Mm). (2.5)
Çàìå÷àíèå 1. Íàïîìíèì, ÷òî χ(M2k+1) = 0 è, êàê äîêàçàë ×åðí,

Em = −d
(
∑

k

Qk,m

)
.Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû Ñòîêñà ðàâåíñòâî (2.5) îáðàùàåòñÿ äëÿ íå÷�åòíî-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé â òîæäåñòâî 0 = 0.



20 À.Ê. Ãóö. Ôîðìóëû òèïà Ãàóññà-Áîííå-×åðíà. . .2.5. Ôîðìóëà Ãàóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíî-ãîîáðàçèé M4 ñ êðàåìÈìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà [22] Ãàóññà-Áîííå-×åðíà:
8π2χ(M4, ∂M4) =

∫

M4

(
|W (4)|2 − 1

2
|Z(4)|2 − 1

24
[R(4)]2

)
d(4)v−

−4

∫

∂M4

3∏

i=1

λid
3v −

∫

∂M4

∑

σi∈S3

Kσ1σ2λσ3d
3v,

(2.6)
ãäå χ(M4, ∂M4) � õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà-Ïóàíêàðå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì M4,
W � òåíçîð Âåéëÿ, Z = Ric − (R/4)g, Ric � òåíçîð Ðè÷÷è, R � ñêàëÿðíàÿêðèâèçíà, Kσ1σ2 � ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà, λi � ãëàâíûå êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèÿ
∂M4.3. Ñèãíàòóðíûå ôîðìóëû3.1. Ñèãíàòóðà ìíîãîîáðàçèÿÑèãíàòóðà ìíîãîîáðàçèÿ Mn îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ n = 4k. Åñëè M4k ñâÿçíîå èîðèåíòèðîâàííîå, òî ∪-ïðîèçâåäåíèå êîãîìîëîãèé H2k(M4k, IR) :

H2k(M4k, IR) ∪H2k(M4k, IR)→ H4k(M4k, IR)ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì.Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òîM4k êîìïàêòíî, òî â ñèëó äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå
H4k(M4k) ∼= H0(M4k). Ïîñêîëüêó H0(V 4k) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì âåêòîðíûìïðîñòðàíñòâîì, òî ñ÷èòàåì, ÷òî H0(M4k) = IR è èìååì ñëåäóþùóþ áèëèíåéíóþôîðìó:

Q : H2k(M4k, IR) ∪H2k(M4k, IR)→ IR.Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q(α, α) ñî çíà÷åíèÿìè â IR,ãäå α ∈ H2k(M4k, IR). Åå ñèãíàòóðà, ò.å. ðàçíîñòü σ(M4k) = p(M4k) − n(M4k)ìåæäó ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ p(M4k) è îòðèöàòåëüíûõ n(M4k) ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé, íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðîé ìíîãîîáðàçèÿ M4k.Â ñëó÷àå êîãîìîëîãèé äå Ðàìà α, β ∈ H2k
dR(M4k, IR)

Q(α, β) =

∫

M4k

α ∧ β.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 213.2. Ôîðìóëû äëÿ ñèãíàòóðû çàìêíóòîãî ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîá-ðàçèÿÅñëè σ(M4k) = p(M4k) − n(M4k) � ñèãíàòóðà3 ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ
〈M4k, g〉, òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà [14]:

σ(M4k) =
(−1)p

(2π)2k(2k)!3k

∫

M4k

∆4k dv, (3.1)ãäå
∆4k =

(−1)p

(2π)2k(2k)!22k
Rα

β,λ1λ2
Rβ

γ,λ3λ4
...Rδ

α,λ4k−1λ4k
ηλ1...λ

4k .Äëÿ 4-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ èìååì:
σ(M4) =

(−1)p

96π2

∫

M4

Ri
·jj1j2R

j
i·j3j4

ηj1j2j3j4 · dv (3.2)èëè
σ(M4) =

(−1)p

96π2

∫

M4

WijklW
ij

mnη
klmn · dv. (3.3)

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè M4 � ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, ò.å. p = 1, à W ïðèíàäëåæèòòèïó III Ïåòðîâà, òî, êàê èçâåñòíî (L. Bel, 1960, ñì. [10]), WijklW
ij

mnη
klmn = 0.Çíà÷èò, ìû èìååì σ(M4) = 0, òîãäà êàê (ìåòðè÷åñêàÿ) ñèãíàòóðà τ(M4) = −2.3.3. Ôîðìóëà Õèðöåáðóõà äëÿ ñèãíàòóðû ìíîãîîáðàçèÿ3.3.1. Òåîðåìà Õèðöåáðóõà è L-ðîäÑóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ïîëèíîìû L = {Lk} òàêèå, ÷òî äëÿ ëþ-áîãî îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñèãíàòóðíàÿ òåîðåìà Õèð-3Ïîä ñèãíàòóðîé çàìêíóòîãî ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ÷àñòî ïîíèìàþò ÷èñëî

τ(M4) = p− (2k − p), ãäå p � ÷èñëî, âõîäÿùåå â ñèãíàòóðó < +...+︸ ︷︷ ︸
p

−...−︸ ︷︷ ︸
4k−p

>. ×èñëà σ(M4k) è
τ(M4) � ýòî ðàçíûå ÷èñëà è ïî ñìûñëó, è ïî çíà÷åíèÿì, êàê âèäíî èç çàìå÷àíèÿ 2.
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σ(M4k) = Lk(p1, p2, ..., pk)[M

4k]
(3.4)èëè

σ(M4k) =
∑

(j1,...jk)
j1+...+jr=k

l
(j)
k pj1...pjr

[M4k], (3.5)ãäå pj(ξ) ∈ H4j(M4k, IR) � j-é êëàññ Ïîíòðÿãèíà,
Lk(p1, p2, ..., pk) =

∑

(j1,...jk)
j1+...+jr=k

l
(j)
k pj1...pjr

.Îáû÷íî î ñîäåðæàíèè ôîðìóë (3.4), (3.5) ãîâîðÿò, ÷òî ñèãíàòóðà ìíîãîîá-ðàçèÿ ðàâíà L-ðîäó.Ïåðâûå ÷åòûðå ïîëèíîìà èìåþò âèä:
L0 = 1, L1 = p1/3, L2 = (7p2 − p2

1)/45,

L3 = (62p3 − 13p2p1 + 2p3
1)/945.Ñëåäîâàòåëüíî, ñèãíàòóðà 4-ìåðíîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà

σ(M4) =
1

45
(7p2[M

4]− p2
1[M

4]).Èìååòñÿ àëãîðèòì [15, � 19] âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìîâ Lk, èñïîëüçóþùèé ðÿä
√
z

th
√
z

=
∑

k≥0

22kB2kz
k

(2k)!
= 1 + z/3− z2/45 + ...ãäå B2k � ÷èñëà Áåðíóëëè.Â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññîâ pk â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ 4k-ôîðì, ò.å.ïðè ïåðåõîäå ê êîãîìîëîãèÿì äå Ðàìà, pk ∈ H4k

dR(M4k, IR), � ôîðìóëà (3.5) ïðè-íèìàåò âèä
σ(M4k) =

∑

(j1,...jk)
j1+...+jr=k

l
(j)
k

∫

M4k

pj1 ∧ ... ∧ pjr
. (3.6)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 233.3.2. Âûðàæåíèå êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ÷åðåç òåíçîð êðèâèçíûÍà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M4k êëàññû Ïîíòðÿãèíà
p(ξ) = 1 + p1(ξ) + p2(ξ) + ...+ pk(ξ)âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êðèâèçíû [25]:

ps(ξ) =
1

(2π)2s(2s)!

∑
ηj1...j2s

i1...i2s
Ωi1

j1
∧ ... ∧ Ωi2s

j2s
. (3.7)Åñëè èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

Ωij =
1

2
Rijkldx

k ∧ dxlè ïîäñòàâèòü åå â ôîðìóëó (3.7), òî ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå êëàññîâ Ïîíòðÿ-ãèíà â êîãîìîëîãèÿõ äå Ðàìà â òåðìèíàõ òåíçîðà êðèâèçíû:
ps(ξ) =

1

(4π)2s(2s)!

∑
ηj1...j2s

i1...i2s
Ri1

·j1l1m1
...Ri2s

·j2sl2sm2s
dxl1 ∧ dxm1 ∧ ... ∧ dxl2s ∧ dxm2s .3.3.3. Âûðàæåíèå ÷èñåë Ïîíòðÿãèíà ÷åðåç òåíçîð êðèâèçíûÏóñòü äàíî çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå M4k è ïóñòü (j) =

(j1, ..., jk) � ðàçáèåíèå ÷èñëà k, ò.å. âñå ji > 0 è j1 + ... + jr = k. Îïðåäåëèì÷èñëî Ïîíòðÿãèíà p(j)[M
4k] êàê ÷èñëî ðàâíîå
〈pj1(ξ)...pj1(ξ), µM4k〉.Ïðè ïðåäñòàâëåíèè êëàññîâ pk(ξ) â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ 4k-ôîðì, ò.å. ïðèïåðåõîäå ê êîãîìîëîãèÿì äå Ðàìà, ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò [25], ÷òî

p(j)[M
4k] =

∫

M4k

pjr
∧ ... ∧ pjr

=

∫

M4k

g · dv, (3.8)ãäå dv � ôîðìà îáúåìà è ôóíêöèÿ
g(x) =

1

c

∑

l1,...,l4k

ηl1...l4kFl1...l4k
,

c = 24kπ2k
r∏

i=1

(2ji)!(4ji)!,à Fl1...l4k
� ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþùèõ r ôóíêöèé:
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∑

η
m1...m2j1
i1...i2j1

∑
sgn(σ)Rlσ(1)lσ(2)i1m1 ...Rlσ(4j1−1)lσ(4j1)i2j1

m2j1
,

...........................................................................................

...........................................................................................
∑

η
m1...m2jr

i1...i2jr

∑
sgn(σ)Rlσ(4k−jr+1)lσ(4k−jr+2)i1m1 ...Rlσ(4k−1)lσ(4k)i2jr m2jr

,îòíîñèòåëüíî ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-ñòâå Tx(M
4k). Çäåñü σ îáîçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó â ìíîæåñòâàõ èíäåêñîâ

{1, ..., 4j1}, {4j1 + 1, ..., 4(j1 + j2)}, {4k − jr + 1, ..., 4k}, îïðåäåëåííûõ ðàçáèåíè-åì (j).3.3.4. Ôîðìóëà ÕèðöåáðóõàÏîñêîëüêó ÷èñëà Ïîíòðÿãèíà íà çàìêíóòîì îðèåíòèðîâàííîì ðèìàíîâîì ìíî-ãîîáðàçèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êðèâèçíû Ω èëè R, òî ñèãíàòóðà ìíîãîîáðàçèÿâû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç êðèâèçíó, è èìååò ìåñòî ôîðìóëà Õèðöåáðóõà:
σ(M4k) =

∫

M4k

Lk

(
Ω

π

)
dv (3.9)èëè

σ(M4k) =

∫

M4k

Lk

(
R

π

)
dv. (3.10)
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Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 26�47 ÓÄÊ 514.82ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÀÔÔÈÍÍÛÕÏÐÈ×ÈÍÍÛÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ ÍÀ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕÐÀÇÐÅØÈÌÛÕ ÃÐÓÏÏÀÕ ËÈÅ.Â. ÌÿêèøåâàÂ ñòàòüå èññëåäóþòñÿ îäíîðîäíûå àôôèííûå ïðè÷èííûå ïîðÿäêè íàòðåõìåðíûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ Ëè îòíîñèòåëüíî àôôèííîé ñòðóêòóðûÑ.Ï. Ãàâðèëîâà.ÂâåäåíèåÂ äàííîé ðàáîòå ñòàâèëàñü çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ îäíîðîäíûõ àôôèííûõ ïðè-÷èííûõ ïîðÿäêîâûõ ñòðóêòóð, çàäàâàåìûõ ýëëèïòè÷åñêèìè êîíóñàìè íà òðåõ-ìåðíûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ Ëè, ñíàáæåííûõ ïîëíîé ëåâîèíâàðèàíòíîé àô-ôèííîé êàíîíè÷åñêîé [5] ñòðóêòóðîé.Îäíîðîäíûå êîíóñû â n-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå èçó÷àëèñüÝ.Á. Âèíáåðãîì [4]. Îí àëãåáðàè÷åñêè îïèñàë âûïóêëûå êîíóñû ñ îñòðîé âåðøè-íîé, âíóòðè êîòîðûõ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò ãðóïïà ïîðÿäêîâûõ àâòîìîðôèç-ìîâ Aut(P). Ñåìåéñòâî ðàâíûõ è ïàðàëëåëüíûõ êîíóñîâ {Cx} â An, n ≥ 3, ãäå
Cx - ìíîæåñòâî ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè x, èññëåäîâàë À.Ä. Àëåêñàí-äðîâ [3]. Îí îïèñàë êîíóñû Cx, íà êîòîðûõ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò ãðóïïà Γ �áèåêöèé f : An → An òàêèõ, ÷òî f(Cx) = Cf(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: äëÿëþáûõ y ∈ Cx, y′ ∈ Cx′ ñóùåñòâóåò h ∈ Γ òàêàÿ, ÷òî h(x) = x′ è h(y) = y′.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëèñü ýëëèïòè÷åñêèå êîíóñû, çàäàþùèå ëå-âîèíâàðèàíòíûé àôôèííûé ïðè÷èííûé ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîéàôôèííîé ñòðóêòóðû íà òðåõìåðíûõ ñâÿçíûõ îäíîñâÿçíûõ ãðóïïàõ Ëè. Ïðî-âîäèëîñü èññëåäîâàíèå äëÿ âûÿâëåíèÿ îäíîðîäíûõ ïîðÿäêîâ.Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî íà ãðóïïàõ Ëè G3I, G3V I0, G3V II0 êëàññà 1 (âîáîçíà÷åíèÿõ Ñ.Ï. Ãàâðèëîâà [5]) àôôèííûé ïðè÷èííûé ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ îä-íîâðåìåííî int - îäíîðîäíûì, ∂ - îäíîðîäíûì è ext - îäíîðîäíûì. Â îñòàëüíûõñëó÷àÿõ ïîðÿäîê íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì íè â îäíîì èç óêàçàííûõ ñìûñëîâ(Òåîðåìà 2).Ïîëó÷åí áûë òàêæå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Åñëè ÷åðåç H îáîçíà÷èì ãðóïïóËè àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé àôôèííîé ñòðóêòó-ðû, ñîõðàíÿþùèõ èçîòðîïíûå âåêòîðû ëåâîèíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêè
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g íà G3, òî â ñëó÷àå ãðóïï Ëè G3II−G3V II, êëàññà 1 H ⊂ Isom(G3), äëÿ ãðóïïËè G3I, G3V I0, G3V II0 êëàññà 1, êîãäà ìåòðèêà g ïëîñêàÿ H ⊂ Hom(G3). Â ñëó-÷àå ãðóïï Ëè G3II−G3V , G3V II êëàññà 2 H ⊂ Hom(G3). Äëÿ ãðóïïû Ëè G3IV ,êëàññà 2 H ⊂ Isom(G3). Äëÿ ãðóïïû Ëè G3V I, H ⊂ Hom(G3), çà èñêëþ÷åíèåìòîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ìåòðèêà g ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíî-ïëîñêîé (Òåîðåìà 3).1. Àôôèííàÿ ñòðóêòóðà ãðóïï ËèÏóñòü V n îáîçíà÷àåò n - ìåðíîå äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, n > 1, Rn -
n - ìåðíîå àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.Îïðåäåëåíèå 1. Àôôèííûé àòëàñ A íà V n åñòü ñîâîêóïíîñòü íàêðûâàþùèõ
V n ëîêàëüíûõ êàðò òàêèõ, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäà ìåæäó êàðòàìè èç Aìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn. Ìàêñèìàëüíûéàôôèííûé àòëàñ åñòü àôôèííàÿ ñòðóêòóðà.Îïðåäåëåíèå 2. Àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ V n, îñíàùåííîå àô-ôèííîé ñòðóêòóðîé.Êàæäàÿ ëîêàëüíàÿ êàðòà àôôèííîé ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåò àôôèííûå êî-îðäèíàòû.Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå f : V n → V m, ãäå V n, V m - àôôèííûå ìíî-ãîîáðàçèÿ, íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ àôôèííîãîàòëàñà çàäàåòñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì èç Rn â Rm.Ìíîæåñòâî âñåõ àôôèííûõ îòîáðàæåíèé àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ V n âñåáÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç A�(V n).Íà àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè V n èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü
∇ ñ íóëåâûìè êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì, â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ îíà ÿâëÿåòñÿñòàíäàðòíîé ñâÿçíîñòüþ íà Rn.Àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå ìîæíî îïðåäåëÿòü ÷åðåç ñâÿçíîñòü ñëåäóþùèì îáðà-çîì.Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîãîîáðàçèå V n äîïóñêàåò àôôèííóþ ñòðóêòóðó, åñëè íàðàññëîåíèå ðåïåðîâ ìíîãîîáðàçèÿ V n ìîæíî ââåñòè ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü ∇ ñòîæäåñòâåííî ðàâíûìè íóëþ êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì.Åñëè ñâÿçíîñòü ∇ ïîëíàÿ, òî áóäåì ãîâîðèòü î ïîëíîé àôôèííîé ñòðóêòóðå.Ãåîäåçè÷åñêèå ñâÿçíîñòè ∇ íàçîâåì ïðÿìûìè, ïîëóãåîäåçè÷åñêèå - ëó÷àìè.Ïóñòü V n àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå ñ ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé g. Íàñ áóäóò èí-òåðåñîâàòü ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ V n ñ ïðîñòî òðàíçèòèâíîé ðàçðåøèìîéãðóïïîé àôôèííûõ èçîìåòðèé T . Ñëåäîâàòåëüíî, îñíàùåíèå îäíîðîäíîãî V n(ïîëíîé) àôôèííîé ñòðóêòóðîé ðàâíîñèëüíî îñíàùåíèþ (ïîëíîé) ëåâîèíâà-ðèàíòíîé àôôèííîé ñòðóêòóðîé ãðóïïû Ëè T. Ëåâîèíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò,÷òî ëåâûå ñäâèãè ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè â ðàññìàòðèâàåìûõàôôèííûõ êîîðäèíàòàõ. Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü



28 Å.Â. Ìÿêèøåâà. Îïèñàíèå îäíîðîäíûõ àôôèííûõ ïîðÿäêîâ. . .ëîðåíöåâû ðàçðåøèìûå ãðóïïû Ëè, ò.å. ãðóïïû Ëè, îñíàùåííûå ëåâîèíâàðè-àíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé.Â êàêîì ñëó÷àå ãðóïïà Ëè T äîïóñêàåò ëåâîèíâàðèàíòíóþ àôôèííóþ ñòðóê-òóðó? Ñîãëàñíî ãèïîòåçå Äæ. Ìèëíîðà [8], òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ðàçðåøèìàÿãðóïïà Ëè. Ñ. ßìàãó÷è óñòàíîâèë, ÷òî ïîëíóþ ëåâîèíâàðèàíòíóþ àôôèííóþñòðóêòóðó äîïóñêàþò ðàçðåøèìûå ãðóïïû Ëè ðàçìåðíîñòè 6 4 [7].2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿÏóñòü G3 - ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ 3-õ-ìåðíàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà Ëè, ñíàáæåííàÿïîëíîé ëåâîèíâàðèàíòíîé àôôèííîé ñòðóêòóðîé.Îïðåäåëåíèå 5. Àôôèííûé ïðè÷èííûé êîíóñ Kx â G3 åñòü îáúåäèíåíèå âñåõëó÷åé ñ íà÷àëîì x ∈ G3, ñ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè ξ, ïðèíàäëåæàùèìèîäíîé ïîëîâèíå êàñàòåëüíîãî êîíóñà {η ∈ TxG3 : gx(η, η) ≥ 0}, ãäå g �ëåâîèí-âàðèíòíàÿ ëîðåíöåâà ìåòðèêà íà G3, TxG3 - êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê G3 âòî÷êå x.Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü P = {Px, x ∈ G3} ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ G3. Ãîâîðèì,÷òî P çàäàåò èíâàðèàíòíûé ïîðÿäîê íà ãðóïïå G3, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèåóñëîâèÿ:Ð I: x ∈ Px;Ð II : åñëè y ∈ Px, òî Py ⊂ Px;Ð III : åñëè x 6= y, òî Px 6= Py;Ð IV : åñëè Lx : G3 → G3 ëåâûé ñäâèã, òî Lx(Py) = PLx(y) äëÿ ëþáîãî x ∈ G3.Îïðåäåëåíèå 7. Ïîðÿäîê P íà G3 íàçîâåì àôôèííûì ïðè÷èííûì, åñëè îíçàäàåòñÿ ñåìåéñòâîì êîíóñîâ {Px, x ∈ G3} â G3 òàêèì, ÷òî Px åñòü àôôèííûéïðè÷èííûé êîíóñ â ïîëíîé àôôèííîé ñòðóêòóðå, çàäàííîé íà G3.Îïðåäåëåíèå 8. Áèåêöèÿ f : G3 → G3 íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâûì àâòîìîðôèç-ìîì, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ G3 f(Px) = Pf(x).Ãðóïïó íåïðåðûâíûõ ïîðÿäêîâûõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G3 îáîçíà÷èì
Aut(P).Ïóñòü Aut(P)e - ãðóïïà íåïðåðûâíûõ ïîðÿäêîâûõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû
G3 îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà P, îñòàâëÿþùèõ åäèíèöó ãðóïïû e íåïîäâèæíîé.Îïðåäåëåíèå 9. Ãðóïïà Aut(P)e äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå B ⊂ G3,åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì f ∈ Aut(P)e òàêîé, ÷òî
f(x) = y.Îïðåäåëåíèå 10. Ïîðÿäîê P íàçûâàåòñÿ1) âíóòðåííå îäíîðîäíûì èëè int - îäíîðîäíûì, åñëè ãðóïïà Aut(P)e äåé-ñòâóåò òðàíçèòèâíî íà int(Pe);2) ãðàíè÷íî îäíîðîäíûì èëè ∂ - îäíîðîäíûì, åñëè ãðóïïà Aut(P)e äåéñòâóåòòðàíçèòèâíî íà ∂Pe \ {e};



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 293) âíåøíå îäíîðîäíûì èëè ext - îäíîðîäíûì, åñëè ãðóïïà Aut(P)e äåéñòâóåòòðàíçèòèâíî íà G3 \ (Pe ∪ P−
e ).Çäåñü int(B) - âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà B, ∂B - ãðàíèöà ìíîæåñòâà B,

P−
x = {y ∈ G3 : x ∈ Py}.Îïðåäåëåíèå 11. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : G3 → G3 ñîõðàíÿåò èçîòðîïíûåâåêòîðû, åñëè gx(ξ, ξ) = 0 ⇔ gf(x)(dfx(ξ), dfx(ξ)) = 0, ãäå ξ ∈ TxG3, TxG3 , -êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê G3 â òî÷êå x, dfx - äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ f ,
dfx : TxG3 → Tf(x)G3.3. Îäíîðîäíûå àôôèííûå ïðè÷èííûå ïîðÿäêè íà ðàçðå-øèìûõ ãðóïïàõ Ëè G3Ïóñòü G3 - îäíîñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà Ëè, G3 - åå àëãåáðà Ëè.Èçâåñòíàÿ êëàññèôèêàöèÿ Áèàíêè òðåõìåðíûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáð Ëè ñî-äåðæèò äåâÿòü òèïîâ, èç íèõ ñ I ïî VII îõâàòûâàþò âñå ðàçðåøèìûå àëãåáðû,à òèïû VIII - IX - íåðàçðåøèìûå. Êàæäûé èç òèïîâ I - VII ñîäåðæèò êîììóòà-òèâíûé èäåàë I êîðàçìåðíîñòè 1.Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà g íà ãðóïïå Ëè G3 ïîëíîñòüþçàäàåòñÿ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷íîé ôîðìîé a : G3×G3 → R íààëãåáðå Ëè G3, òî âñå ëåâîèíâàðèàíòíûå ìåòðèêè íà îäíîñâÿçíîé ãðóïïå Ëèñ àáåëåâîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé N êîðàçìåðíîñòè 1 ìîæíî ðàçáèòü íà äâàáîëüøèõ êëàññà â çàâèñèìîñòè îò ðàíãà ôîðìû a íà èäåàëå I êîðàçìåðíîñòè 1,îòâå÷àþùåì N , à èìåííî: êëàññ 1, êîãäà rank a/I = 2, ò.å. ôîðìà a íå âûðîæäåíàíà I, è êëàññ 2, êîãäà rank a/I = 1 , ò.å ôîðìà âûðîæäåíà íà I (÷åðåç rank a/Iîáîçíà÷àåòñÿ ðàíã ôîðìû íà èäåàëå I ) [5]. Ñ.Ï. Ãàâðèëîâ ïðåäëàãàåò óïðîñòèòüêîìïîíåíòû ôîðìû íà Gαβ ôîðìû a íà G3 àâòîìîðôèçìàìè àëãåáðû Ëè G3 [5].Îí ïîëó÷èë, ÷òî äëÿ ôîðìû a êëàññà 1 ìàòðèöó ôîðìû âñåãäà ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå

(a) = (Gαβ) =




G11 G12 0
G12 G22 0
0 0 G33



 .Çäåñü G33 6= 0, G11G22 −G12
2 6= 0.Çàòåì ââîäèòñÿ ïîëíàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ àôôèííàÿ ñòðóêòóðà, â êîòîðîéëåâîèíâàðèàíòíûå ëîðåíöåâû ìåòðèêè èç êëàññà 1, â íåêîòîðîé ãëîáàëüíîé àô-ôèííîé êàðòå íà G3 èìåþò âèä

g(x) =



g11(x

3) g12(x
3) 0

g12(x
3) g22(x

3) 0
0 0 G33


 .Â äàííîé ãëîáàëüíîé àôôèííîé êàðòå e = (0, 0, 0).Äëÿ ôîðì a êëàññà 2, ëèáî ñ ïîìîùüþ àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû Ëè G3, ëè-áî ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ èäåàëà I = 〈e1, e2〉 è âûáîðà òðàíñâåðñàëüíîãî ê Iâåêòîðà e3 âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ìàòðèöó ôîðìû ê âèäó
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(a) =




0 0 G13

0 G22 0
G13 0 0


 .Ïîñëå ýòîãî íà G3 ââîäèòñÿ ïîëíàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ñòðóêòóðà, â êîòî-ðîé ëåâîèíâàðèàíòíûå ìåòðèêè èç êëàññà 2 â íåêîòîðîé ãëîáàëüíîé àôôèííîéêàðòå íà G3 (e = (0, 0, 0)) èìåþò âèä

g(x) =



g11(x

3) g12(x
3) g13(x

3)
g12(x

3) g22(x
3) g23(x

3)
g13(x

3) g23(x
3) 0


 .Áîëåå òîãî, ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà â G3, â äàííûõ êîîðäèíàòàõ,çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x3 = 0.Îïèñàííóþ âûøå ïîëíóþ ëåâîèíâàðèàíòíóþ àôôèííóþ ñòðóêòóðó íà G3íàçîâåì êàíîíè÷åñêîé.Äëÿ êðàòêîñòè ôîðìóëèðîâîê áóäåì íàçûâàòü ðàçðåøèìûå ãðóïïû Ëè ñëåâîèíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé êëàññà 1 (êëàññà 2) ðàçðåøèìûìè ãðóïïàìè Ëèêëàññà 1 (êëàññà 2).Ïóñòü ñåìåéñòâî P = {Px} çàäàåò íà G3 àôôèííûé ïðè÷èííûé ïîðÿäîêîòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé àôôèííîé ñòðóêòóðû. Íàñ èíòåðåñóåò òåïåðü çàäà-÷à âû÷èñëåíèÿ ãðóïïû ïîðÿäêîâûõ àâòîìîðôèçìîâ Aut(P) äëÿ ãðóïïû Ëè G3.Âåðíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 1. Ïóñòü ïîðÿäîê íà ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé ðàçðåøèìîé ãðóïïå G3 òà-êîé, ÷òî Px åñòü ýëëèïòè÷åñêèé êîíóñ â êàíîíè÷åñêîé àôôèííîé ñòðóêòóðåãðóïïû G3. Òîãäà ëþáîé àâòîìîðôèçì f ∈ Aut(P) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðåîá-ðàçîâàíèåì. [2]Àôôèííûé ïîðÿäêîâûé àâòîìîðôèçì f : G3 → G3 â òàêîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòèçîòðîïíûå âåêòîðû. Íî òîãäà f , êàê èçâåñòíî, áóäåò êîíôîðìíûì ïðåîáðàçî-âàíèåì. Äëÿ ãðóïïû Ëè êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

f i =

3∑

k=1

ai
kx

k + αiâåêòîðû Êèëëèíãà èìåþò âèä
ξi =

3∑

k=1

bikx
k + βi.Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî âåêòîðû Êèëëèíãà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

ξn∂gik

∂xn
+ gin

∂ξn

∂xk
+ gkn

∂ξn

∂xi
= λgik.Åñëè λ = 0 , òî f - èçîìåòðèÿ; åñëè λ = const, òî f - ãîìîòåòèÿ; åñëè λ = λ(x),ãäå λ(x) - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ x, òî f - êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 31Ãðóïïó èçîìåòðèé ãðóïïû Ëè G3 îáîçíà÷èì Isom(G3), ãðóïïó ãîìîòå-òèé - Hom(G3), ãðóïïó êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé - Conf(G3). ßñíî, ÷òîIsom(G3) ⊂ Hom(G3) ⊂ Conf(G3).Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû.Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü G3 � ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà Ëè. Íà
G3 çàäàí àôôèííûé ïðè÷èííûé ïîðÿäîê P îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé àôôèí-íîé ñòðóêòóðû f ∈ Aff(G3) ∩ Aut(P), òî f ∈ Aut(P)e ⇔ f i =

3∑
k=1

ai
kx

k.Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî. �Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ãðóïïà Ëè G3 è P = {Px} ïîðÿäîê, çàäàííûé íà íåé,óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ïðåäëîæåíèÿ 1. Åñëè ãðóïïà Aut(P)e ñîñòîèò èçïîðÿäêîâûõ àâòîìîðôèçìîâ âèäà f j =
3∑

k=1

aj
kx

k, j = 1, 2, f 3 = x3, òî ïîðÿäîê Píå áóäåò íè int - îäíîðîäíûì, íè ∂ - îäíîðîäíûì, íè ext - îäíîðîäíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f j =
3∑

k=1

aj
kx

k, j = 1, 2, f 3 = x3 è Hα = {x3 = α}.Íà G3 çàäàíî ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ êîíóñîâ {Px}. Î÷åâèäíî: f 3(Hα) = Hα.Ïðè íåêîòîðîì âûáîðå α1, α2, α3 ïîëó÷èì Hα1 ∩ intPe 6= ∅; Hα2 ∩∂Pe \ {e} 6= ∅;
Hα3∩G3\(Pe∪P−

e ) 6= ∅. Ïîýòîìó f ∈ Aut(P)e íå áóäåò äåéñòâîâàòü òðàíçèòèâíîíè íà int(Pe), íè íà ∂Pe \ {e}, íè íà G3 \ (Pe ∪ P−
e ). Ïî îïðåäåëåíèþ 10 ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê P íå áóäåò íè int −, ∂ −, ext − îäíîðîäíûì. �Âîçíèêàåò âîïðîñ: äëÿ êàêèõ ãðóïï Ëè G3 ïîðÿäîê P áóäåò int − îäíîðîä-íûì, ∂ − îäíîðîäíûì, ext − îäíîðîäíûì? Îòâåò äàåòÒåîðåìà 2. Ïóñòü G3 � ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâîèí-âàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêîé g. Ïóñòü íà G3 çàäàí àôôèííûé ïðè÷èííûéïîðÿäîê P îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîé àôôèííîé ñòðóêòóðû. Òîãäà íà ãðóï-ïàõ Ëè G3 òèïîâ I, V I0, V II0 êëàññà 1 ñóùåñòâóþùèé ïîðÿäîê áóäåò int −îäíîðîäíûì, ∂ − îäíîðîäíûì, ext − îäíîðîäíûì (ïðè ýòîì ìåòðèêà g - ïëîñ-êàÿ). Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîðÿäîê íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì íè â îäíîì èçóêàçàííûõ ñìûñëîâ.Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå èçîòðîï-íûå âåêòîðû, áóäåò êîíôîðìíûì.Âåðíà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3. Ïóñòü Í � ãðóïïà Ëè àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé îòíîñèòåëüíîêàíîíè÷åñêîé àôôèííîé ñòðóêòóðû, ñîõðàíÿþùèõ èçîòðîïíûå âåêòîðû ëåâî-èíâàðèàíòíîé ëîðåíöåâîé ìåòðèêè g íà G3. Òîãäà1) äëÿ ãðóïïû Ëè G3I H ⊂ Hom(G3);2) äëÿ ãðóïï Ëè G3II−G3V II êëàññà 1 H ⊂ Isom(G3), çà èñêëþ÷åíèåì òîãîñëó÷àÿ, êîãäà ìåòðèêà ïëîñêàÿ; â ýòîì ñëó÷àå H ⊂ Hom(G3);3) äëÿ ãðóïï Ëè G3II, G3III, G3V , G3V II êëàññà 2 H ⊂ Hom(G3);



32 Å.Â. Ìÿêèøåâà. Îïèñàíèå îäíîðîäíûõ àôôèííûõ ïîðÿäêîâ. . .4) äëÿ ãðóïïû Ëè G3IV êëàññà 2 H ⊂ Isom(G3);5) äëÿ ãðóïïû Ëè G3V I H ⊂ Hom(G3), çà èñêëþ÷åíèåì òîãî ñëó÷àÿ, êî-ãäà ìåòðèêà èìååò âèä gij(x
3) = e−x3

aij, ãäå aij = const. Â ýòîì ñëó÷àå
H ⊂ Conf(G3).Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ïðèâåäåíà â [2] äëÿ f : G3 → G3, ÿâëÿþùåãîñÿ àôôèí-íûì ïðåîáðàçîâàíèåì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé àôôèííîé ñòðóêòóðû íà ñâÿçíîéîäíîñâÿçíîé ãðóïïå Ëè G3.4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2 è Òåîðåìû 34.1. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2Èçëîæèì êðàòêóþ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà.Íàì íàäî íàéòè ãðóïïó Aut(P)e äëÿ ãðóïïû G3. Èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæåíèå 1,çàìå÷àåì, ÷òî f ∈ Aut(P)e ⇔ f i =

3∑
k=1

ai
kx

k. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé òàêîãî âèäàâåêòîðû Êèëëèíãà èìåþò âèä ξi =
3∑

k=1

bikx
k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç bij =

∂ξi

∂xj
.Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþòñÿ âèäû ëåâîèíâàðèàíòíûõ ìåòðèê, ïî-ëó÷åííûå Ñ.Ï. Ãàâðèëîâûì [5]. Êîìïîíåíòû ìåòðèêè g íà ãðóïïå G3 çàâèñÿòòîëüêî îò x3 (äëÿ ëþáîãî êëàññà). Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà äëÿ âåêòîðîâ

ξi èìåþò âèä
b3s
∂gik

∂x3
+ ginb

n
k + gknb

n
i = λgik. (1)Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (1), íàõîäèì âåêòîðû Êèëëèíãà ξi

(n), n = 1, . . . , r, ãäå
r - ðàçìåðíîñòü Aut(P)e. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, èçëîæåííûé â [6, c. 181].Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó





dxi

dtn
= ξi

(n)(x),

xi(0) = xi
0,

(2)ïîëó÷àåì xi êàê ôóíêöèþ îò tn è xi
0, ò.å. xi = h(tn, x

i
0). Çàòåì, äåëàÿ çàìåíó xiíà x̄i è xi

0 íà xi, èìååì îêîí÷àòåëüíî xi = h(tn, x
i). Ýòî îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé èç Aut(P)e, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ξi

(n). Òåïåðü îñòàíåòñÿïðîâåðèòü äåéñòâèå ãðóïïû Aut(P)e íà int(Pe) , ∂Pe \ {e}, G3 \ (Pe ∪ P−
e ).Ïåðåéäåì ê ïîäðîáíîìó äîêàçàòåëüñòâó.Ñíà÷àëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïû G3 êëàññà 1.1. G3IÌåòðèêà èìååò âèä g11 = V1, g22 = V2, g33 = V3, Vi = 1, i = 1, 2, 3. Èçâåñòíî, ÷òîíà ãðóïïå Ëè G3I àôôèííûé ïðè÷èííûé ïîðÿäîê áóäåò int − îäíîðîäíûì, ∂ −îäíîðîäíûì, ext − îäíîðîäíûì.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 332. G3IIIÌåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e
−2x3 , g22 = V2, g33 = G33. Âûïèøåì óðàâíåíèÿÊèëëèíãà (1)
−b3i xiV1 + V1b

1
1 =

λ

2
V1,

V1e
−2x3

b12 + V2b
2
1 = 0,

V1e
−2x3

b13 +G33b
3
1 = 0,

V2b
2
2 =

λ

2
V2,

V2b
2
3 +G33b

3
2 = 0,

b33 =
λ

2
.Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ, åñëè b11 = 0, b21 = 0, b31 = 0, b12 = 0,

b22 = 0, b32 = 0, b13 = 0, b23 = 0, b33 = 0, λ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ξi = (0, 0, 0).Èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó (2), ïîëó÷àåì





x̄1 = x1,

x̄2 = x2,

x̄3 = x3.Îòêóäà âèäíî, ÷òî Aut(P)e ñîñòîèò òîëüêî èç òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.Â òàêîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 2, àôôèííûé ïðè÷èííûé ïîðÿäîê íåáóäåò íè int − , íè ∂ − , íè ext − îäíîðîäíûì.3. G3IVÌåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e
−2x3 , g12 = −V1x

3e−2x3 , g22 = (G22 + V2(x
3)2)e−2x3 ,

g33 = G33.Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ è ðàññóæäåíèÿ, äåëàåì âûâîä, ÷òî àô-ôèííûé ïðè÷èííûé ïîðÿäîê íå ÿâëÿåòñÿ int − , ∂ − , ext − îäíîðîäíûì è
λ = 0.4. G3VÌåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e

−2x3 , g22 = V2e
−2x3 , g33 = G33.Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà:
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−b3ixi + b11 =

λ

2
,

V1b
1
2 + V2b

2
1 = 0,

V1e
−2x3

b13 +G33b
3
1 = 0,

−b3ixi + b22 =
λ

2
,

V22e
−2x3

b23 +G33b
3
2 = 0,

b33 =
λ

2
.Îòêóäà ïîëó÷àåì: b11 = 0, b3i = 0, b13 = 0, b22 = 0, λ = 0, b21 = −V1

V2

b12. Òî-ãäà ξi = (b12x
2,−V1

V2

b12x
1, 0). Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð Êèëëèíãà èìååò âèä ξi

(1) =

=

(
x2,−V1

V2

x1, 0

)
. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2). Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà îòíîøåíèÿ

V1

V2
âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.1) V1

V2
= −1, òîãäà





x̄1 = x1 ch t+ x2 sh t,
x̄2 = x1 sh t+ x2 ch t,
x̄3 = x3.2) V1

V2
= 1, èìååì






x̄1 = x1 cos t+ x2 sin t,
x̄2 = −x1 sin t+ x2 cos t,
x̄3 = x3.Ãðóïïà Aut(P)e (â çàâèñèìîñòè îò çíàêà V1

V2

) ñîñòîèò èç ïîëó÷åííûõ ïðå-îáðàçîâàíèé. È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæåíèå 2, ïîëó÷àåì,÷òî ïîðÿäîê íå áóäåò int − , ∂ − , ext − îäíîðîäíûì.5. G3V IÌåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e
−2x3 , g12 = G12e

−(1+α)x3
, g22 = V2e

−2αx3 ,
g33 = G33, α ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ è ðàññóæäå-íèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî Aut(P)e ñîñòîèò òîëüêî èç òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿè, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê íå áóäåò int − , ∂ − , ext − îäíîðîäíûì.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 356. G3V I06.1. G3V I01Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e
−2x3 , g12 = G12, g22 = V2e

−2x3 , g33 = G33. Ïîñëåâû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì ξi = (0, 0, 0).Çíà÷èò, àôôèííûé ïîðÿäîê íå ÿâëÿåòñÿ int − , ∂ − , ext − îäíîðîäíûì è
λ = 0.6.2. G3V I02Ìåòðèêà èìååò âèä g12 = 1, g33 = G33. Âûïèøåì óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà

b21 = 0,

b22 + b11 = λ,

b23 +G33b
3
1 = 0,

b12 = 0,

b13 +G33b
3
2 = 0,

b33 =
λ

2
.Ñëåäîâàòåëüíî, b22 = λ− b11, b31 = − 1

G33
b23 è b32 = − 1

G33
b13.Òîãäà ξi = (b11x

1 + b13x
3, (λ− b11)x2 + b23x, −

1

G33

b23x
1 − 1

G33

b13x
2 +

λ

2
x3).Çàïèøåì âåêòîðû Êèëëèíãà:

ξi
(1) = (x1, −x2, 0), ξi

(2) = (x3, 0,− 1

G33
x2), ξi

(3) = (0, x3,− 1

G33
x1),

ξi
(4) = (0, x2,

1

2
x3).Èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó (2) äëÿ êàæäîãî ξi

(n), n = 1, 2, 3, 4, ïîëó÷àåì





x̄1 = x1eϕ,
x̄2 = x2e−ϕ,
x̄3 = x3;





x̄1 = x1 + x3t− 1

2G33
x2t2,

x̄2 = x2,

x̄3 = x3 − 1

G33

x2t;





x̄1 = x1,

x̄2 = x2 + x3µ− 1

2G33
x1µ2,

x̄3 = x3 − 1

G33
x1µ;



36 Å.Â. Ìÿêèøåâà. Îïèñàíèå îäíîðîäíûõ àôôèííûõ ïîðÿäêîâ. . .




x̄1 = x1,
x̄2 = x2eφ,

x̄3 = x3e
φ
2 .Ãðóïïà Aut(P)e ñîñòîèò èç êîìïîçèöèé ïîëó÷åííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. ßñ-íî, ÷òî Aut(P)e áóäåò äåéñòâîâàòü òðàíçèòèâíî íà int(Pe), ∂Pe \ {e},

G3 \ (Pe ∪ P−
e ). Ñëåäîâàòåëüíî, íà ãðóïïå G3V I02 ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ int − îäíî-ðîäíûì, ∂ − îäíîðîäíûì, ext − îäíîðîäíûì îäíîâðåìåííî (ïðè÷åì ìåòðèêàïëîñêàÿ).7. G3V IIÂûïèøåì ìåòðèêó

g11 =
1

2
e−2αx3

(V1 +G22 + (V1 −G22) cos 2βx3),

g12 =
1

2
e−2αx3

(V1 −G22) sin 2βx3,

g22 =
1

2
e−2αx3

(V1 +G22 − (V1 −G22) cos 2βx3),

g33 = G33, 0 < β < 1, α =
√

1− β2.Îáîçíà÷èì V1 +G22 = B, V1 −G22 = C.Òîãäà óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà èìåþò âèä
− b3ixi(α(B + C cos 2βx3) + βC sin 2βx3) + (B + Cb11 cos 2βx3)+

+Cb21 sin 2βx3 =
λ

2
(B + C cos 2βx3),

− 2b3ix
i(αC sin 2βx3 − βC cos 2βx3) + (B + C cos 2βx3)b12 + C(b11 + b22) sin 2βx3+

+(B − C cos 2βx3)b21 = λC sin 2βx3,

(B + C cos 2βx3)b13 + Cb23 sin 2βx3 + 2G33e
2αx3

b31 = 0,

− b3ixi(α(B − C cos 2βx3)− βC sin 2βx3) + Cb12 sin 2βx3+

+(B − C cos 2βx3)b22 =
λ

2
(B − C cos 2βx3),

Cb13 sin 2βx3 + (B − C cos 2βx3)b23 + 2G33e
2αx3

b32 = 0,

b33 =
λ

2
.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 37Ïîëó÷àåì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:A) C = 0, b13 = 0, b31 = 0;B) B = 0, b13 = 0, b31 = 0, b23 = 0.Ðàññìîòðèì ñëó÷àé À).Èìååì: C = 0, b13 = 0, b31 = 0. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî b23 = 0, b32 = 0, b12 = −b21,
b33 = 0, λ = 0, b11 = 0, b22 = 0. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ξi = (b12x

2, −b12x1, 0). Âåê-òîð Êèëëèíãà èìååò âèä ξi
(1) = (x2, −x1, 0). Èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó (2), ïîëó÷àåì




x̄1 = x1 cos t+ x2 sin t,
x̄2 = −x1 sin t+ x2 cos t,
x̄3 = x3.Ãðóïïà Aut(P)e ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâàíèé äàííîãî âèäà. Ýòè ïðåîáðàçîâà-íèÿ ïîäõîäÿò ïîä óñëîâèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê íå áóäåò

int − , ∂ − , ext − îäíîðîäíûì.Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Â).Èìååì: B = 0, b13 = 0, b31 = 0, b23 = 0. Íàõîäèì b32 = 0, b33 = 0, λ = 0,
b11 = 0, b21 = 0, b22 = 0, b12 = 0.Â èòîãå ïîëó÷àåì ξi = (0, 0, 0). Âûâîä: ïîðÿäîê íå áóäåò int − , ∂ − , ext −îäíîðîäíûì.8. G3V II0Ìåòðèêà èìååò âèä

g11 =
1

2
(V1 +G22 + (V1 −G22) cos 2x3),

g12 =
1

2
(V1 −G22) sin 2x3,

g22 =
1

2
(V1 +G22 − (V1 −G22) cos 2x3),

g33 = G33.Îáîçíà÷èì V1 +G22 = B, V1 −G22 = C.Âûïèøåì óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà:
−b3ixiC sin 2x3 + (B + C cos 2x3)b11 + Cb21 sin 2x3 =

λ

2
(B + C cos 2x3),

2b3ix
iC cos 2x3 + (B + C cos 2x3)b12 + C(b11 + b22) sin 2x3+

+(B − C cos 2x3)b21 = λ(C sin 2x3),

(B + C cos 2x3)b13 + Cb23 sin 2x3 + 2G33b
3
1 = 0,

b3ix
iC sin 2x3 + Cb12 sin 2x3 + (B − C cos 2x3)b22 =

λ

2
(B − C cos 2x3),
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Cb13 sin 2x3 + (B − C cos 2x3)b23 + 2G33b

3
2 = 0,

b33 =
λ

2
.Óðàâíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî Cb13 = 0, Bb13 + 2G33b

3
1 = 0,

Cb23 = 0. Ýòî âîçìîæíî, åñëè:A) b13 = 0, b31 = 0, b23 = 0;B) C = 0, b31 = −b13
V1

G33
.Ðàññìîòðèì ñëó÷àé A).Èìååì: b13 = 0, b31 = 0, b23 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, b11 = 0, b21 = 0, b12 = 0, b22 =

0, b32 = 0, b33 = 0 è λ = 0. Çíà÷èò, ξi = (0, 0, 0). Ïîðÿäîê íå áóäåò int − , ∂ − ,
ext − îäíîðîäíûì.Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Â).
C = 0, b31 = −b13

V1

G33

. Èìååì: b11 =
λ

2
, b12 = −b21, b22 =

λ

2
, b32 = − V1

G33

b23, b
3
3 =

λ

2
.Îáîçíà÷èì D =

√
− V1

G33
. Òîãäà

ξi = (
λ

2
x1 + b12x

2 + b13x
3, −b12x1 +

λ

2
x2 + b23x

3, D2b13x
1 +D2b23x

2 +
λ

2
x3).Âåêòîðû Êèëëèíãà èìåþò âèä ξi

(1) = (x1, x2, x3), ξi
(2) = (x2, −x1, 0),

ξi
(3) = (x3, 0, D2x1), ξi

(4) = (0, x3, D2x2). Èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó (2) äëÿ êàæäîãî
ξi
(n), n = 1, 2, 3, 4, ïîëó÷àåì





x̄1 = x1et,
x̄2 = x2et,
x̄3 = x3et;





x̄1 = x1 cosµ+ x2 sinµ,
x̄2 = −x1 sinµ+ x2 cosµ,
x̄3 = x3;





x̄1 = x1 chDϕ+
x3

D
shDϕ,

x̄2 = x2,

x̄3 = D(x1 shDϕ+
x3

D
chDϕ);





x̄1 = x1,

x̄2 = x2 chDψ +
x3

D
shDψ,

x̄3 = D(x2 shDψ +
x3

D
chDψ).Ãðóïïà Aut(P)e ñîñòîèò èç ãðóïïû Ëîðåíöà è ïîäîáèé. Èçâåñòíî, ÷òîãðóïïà Ëîðåíöà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà int(Pe), ∂Pe \ {e}, G3 \ (Pe ∪ P−

e ).Ñëåäîâàòåëüíî, íà ãðóïïå G3V II0 â ñëó÷àå, êîãäà G22 = V1, àôôèííûé



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 39ïðè÷èííûé ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ int − , ∂ − , ext − îäíîðîäíûì.Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàçðåøèìûå ãðóïïû Ëè G3 êëàññà 2.9. G3IIIÌåòðèêà èìååò âèä g13 = 1, g22 = V2e
−2x3

.Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà:
2b31 = 0,

V2e
−2x3

b21 + b32 = 0,

b33 + b11 = λ,

−b3ixi + b22 =
λ

2
,

V2e
−2x3

b23 + b12 = 0,

2b13 = 0.Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì: b11 = λ, b21 = 0, b31 = 0, b12 = 0,

b22 =
λ

2
, b13 = 0, b23 = 0, b33 = 0 è λ = const. Òîãäà îêîí÷àòåëüíî èìååì, ÷òî

ξi = (λx1,
λ

2
x2, 0). Âåêòîð Êèëëèíãà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä ξi

(1) =

(x1,
1

2
x2, 0). Èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó (2), ïîëó÷àåì





x̄1 = x1et,

x̄2 = x2e
t
2 ,

x̄3 = x3.Ãðóïïà Aut(P)e ñîñòîèò èç ïîëó÷åííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæå-íèå 2 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî àôôèííûé ïðè÷èííûé ïîðÿäîê íå ÿâëÿåòñÿ
int − , ∂ − , ext − îäíîðîäíûì.10. G3VÌåòðèêà èìååò âèä g13 = e−x3

, g22 = V2e
−2x3

.Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà:
2e−x3

b31 = 0,

e−x3

b32 + V2e
−2x3

b21 = 0,

−b3ixi + b11 + b33 = λ,

−b3ixi + b22 =
λ

2
,

V2e
−2x3

b23 + e−x3

b12 = 0,

2e−x3

b13 = 0.



40 Å.Â. Ìÿêèøåâà. Îïèñàíèå îäíîðîäíûõ àôôèííûõ ïîðÿäêîâ. . .Ñëåäîâàòåëüíî, b11 = λ, b21 = 0, b31 = 0, b12 = 0, b22 =
λ

2
, b13 = 0, b23 = 0, b33 = 0è λ = const. Òîãäà îêîí÷àòåëüíî èìååì, ÷òî ξi = (λx1,
λ

2
x2, 0). Ïîâòîðÿÿ ðàñ-ñóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî àôôèííûé ïðè÷èííûé ïîðÿäîê íå ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ

int − , ∂ − , ext − îäíîðîäíûì.Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Â îñòàëüíûõ ñâÿçíûõ îäíîñâÿçíûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ Ëè àôôèííûé ïðè-÷èííûé ïîðÿäîê íå ñóùåñòâóåò [1].4.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3Êàê èçâåñòíî, àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå èçîòðîïíûå âåêòîðû,áóäåò êîíôîðìíûì. Äëÿ ãðóïïû Ëè êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà
f i =

3∑

k=1

ai
kx

k + αiâåêòîðû Êèëëèíãà èìåþò âèä
ξi =

3∑

k=1

bikx
k + βi.Îáîçíà÷èì bmj =

∂ξm

∂x3
. Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðèêà íà ãðóïïàõ Ëè çàâèñèò òîëüêîîò x3. Òîãäà óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà äëÿ âåêòîðîâ ξi ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåìâèäå:

(b3sx
s + β3)

∂gik

∂x3
+ ginb

n
k + gkmb

m
i = λgik.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàäî íàéòè λ. Åñëè λ = 0, òî H ⊂ Isom(G3); åñëè

λ = const, òî H ⊂ Hom(G3); åñëè λ = λ(x), ãäå λ(x) - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ x, òî
H ⊂ Conf(G3).Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ãðóïïû Ëè G3 êëàññà 1.Ëåâîèíâàðèàíòíûå ìåòðèêè íà ãðóïïàõ Ëè G3 êëàññà 1 èìåþò âèä:

g(x) =



g11(x

3) g12(x
3) 0

g12(x
3) g22(x

3) 0
0 0 G33


 .Âûïèøåì óðàâíåíèå Êèëëèíãà äëÿ ïàðû (ik) ðàâíîé (33): b33 =

λ

2
. Ñëåäîâà-òåëüíî, λ = const, è H ⊂ Hom(G3).Ðàññìîòðèì ãðóïïû, ó êîòîðûõ ìåòðèêà íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 411. G3IIÌåòðèêà èìååò âèä g11 = G11, g12 = −G11x
3, g22 = V2 + G11(x

3)2, g33 = G33.Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà , ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì (ik) : (11), (12), (22):
b11 − x3b21 =

λ

2
,

−(b3ix
i + β3)G11 +G11b

1
2 −G11x

3(b11 + b22) + (V2 +G11x
32

)b21 = −λG11x
3,

(b3ix
i + β3)G11x

3 −G11x
3b12 + (V2 +G11x

32
)b22 = λ(V2 +G11x

32
).Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî b22 =

λ

2
, è b22 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, λ = 0, ò.å.

H ⊂ Isom(G3II).2. G3III2.1. G3III1Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e
−2x3

, g12 = G12e
−x3

, g22 = V2, g33 = G33. Âûïèøåìóðàâíåíèÿ Êèëëèíãà äëÿ ïàðû (ik) ðàâíîé (11), (33)

−(b3ix
i + β3)V1 + +V1b

1
1 +G12e

−x3

b31 =
λ

2
V1,

b33 =
λ

2
.Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî b3i = 0, i = 1, 2, 3. Òîãäà λ = 0, è H ⊂ Isom(G3III1).2.2. G3III2Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e

−2x3
, g12 = e−x3

, g33 = G33.2.3. G3III3Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = e−x3
, g22 = V2, g33 = G33.2.4. G3III4Ìåòðèêà èìååò âèä g12 = e−x3
, g33 = G33.Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ è ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì λ = 0 è

H ⊂ Isom(G3III2), H ⊂ Isom(G3III3), H ⊂ Isom(G3III4).Âûâîä: äëÿ ãðóïïû Ëè G3III H ⊂ Isom(G3).3. G3IV3.1. G3IV1Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e
−2x3

, g12 = −V1x
3e−2x3

,
g22 = (G22 + V2(x

3)2)e−2x3
, g33 = G33.



42 Å.Â. Ìÿêèøåâà. Îïèñàíèå îäíîðîäíûõ àôôèííûõ ïîðÿäêîâ. . .Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 ïîëó÷èëè, ÷òî λ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
H ⊂ Isom(G3IV1).3.2. G3IV2Ìåòðèêà èìååò âèä g12 = e−2x3

, g22 = −2x3e−2x3
, g33 = G33.Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà, ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðàì (ik) : (11), (12), (33):

2e−2x3

b21 = 0,

−2(b3ix
i + β3) + b11 + b22 − 2x3b21 = λ,

b33 =
λ

2
.Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî b21 =

λ

2
, b3i = 0, i = 1, 2, 3, ñëåäîâàòåëüíî, λ = 0, çíà÷èò,

H ⊂ Isom(G3IV2).Âûâîä: äëÿ ãðóïïû Ëè G3IV H ⊂ Isom(G3IV ).4. G3VÌåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e
−2x3

, g22 = V1x
3e−2x3

, g33 = G33.Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 ïîëó÷èëè, ÷òî λ = 0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
H ⊂ Isom(G3V ).5. G3V I5.1. G3V I1Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e

−2x3
, g12 = G12e

−(1+α)x3
, g22 = V2e

−2x3
, g33 = G33.Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 ïîëó÷èëè, ÷òî λ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

H ⊂ Isom(G3V I1).5.2. G3V I2Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e
−2x3

, g12 = e−(1+α)x3
, g33 = G33.5.3. G3V I3Ìåòðèêà èìååò âèä g12 = e−(1+α)x3

, g22 = V2e
−2x3

, g33 = G33.Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì λ = 0 è H ⊂ Isom(G3V I2),
H ⊂ Isom(G3V I3).Âûâîä: äëÿ ãðóïïû Ëè G3V I êëàññà 1 H ⊂ Isom(G3V I).



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 436. G3V I06.1. G3V I10Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e
−2x3

, g12 = G12, g22 = V2e
2x3
, g33 = G33.Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 ïîëó÷èëè λ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

H ⊂ Isom(G3V I10).6.2. G3V I03Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V1e
−2x3

, g12 = 1, g33 = G33.6.3. G3V I04Ìåòðèêà èìååò âèä g12 = 1, g22 = V2e
2x3
, g33 = G33.Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì λ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

H ⊂ Isom(G3V I03), H ⊂ Isom(G3V I04).Âûâîä: äëÿ ãðóïïû Ëè G3V I0 êëàññà 1, åñëè ìåòðèêà íå ïëîñêàÿ, òî
H ⊂ Isom(G3V I0).7. G3V IIÂ õîäå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 ïîëó÷èëè λ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
H ⊂ Isom(G3V II).8. G3V II0Â ñëó÷àå, êîãäà ìåòðèêà íå ïëîñêàÿ, â õîäå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2ïîëó÷èëè, ÷òî λ = 0. Çíà÷èò, H ⊂ Isom(G3V II0).Ðàññìîòðèì ãðóïïû Ëè êëàññà 2.9. G3IIÌåòðèêà èìååò âèä g13 = 1, g22 = V2, g23 = −x3.Âûïèøåì óðàâíåíèå Êèëëèíãà äëÿ ïàðû (ik) ðàâíîé (11), (13)

b31 = 0,

b11 + b33 + V2b
2
1 − x3b31 = λ.Ïîëó÷àåì, ÷òî λ = const, çíà÷èò, H ⊂ Hom(G3II).



44 Å.Â. Ìÿêèøåâà. Îïèñàíèå îäíîðîäíûõ àôôèííûõ ïîðÿäêîâ. . .10. G3III10.1. G3III1Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V2(e
−x3 − 1), g12 = e−x3 − 1, g13 = G13e

−x3
, g22 = V2.Óðàâíåíèå Êèëëèíãà äëÿ ïàðû (ik) ðàâíîé (11), (12), (33):

(e−x3 − 1)b12 + V2b
2
2 =

λ

2
V2,

(e−x3 − 1)b13 + V2b
2
3 +G13e

−x3

b12 = 0,

2(e−x3 − 1)b13 = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, λ = const, è H ⊂ Hom(G3III1).10.2. G3III2Ìåòðèêà èìååò âèä g13 = 1, g22 = V2e
−2x3

.Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 ïîëó÷èëè, ÷òî λ = const. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
H ⊂ Hom(G3III3).10.3. G3III3Ìåòðèêà èìååò âèä g13 = e−x3

, g22 = V2.Âûïèøåì óðàâíåíèå Êèëëèíãà äëÿ ïàðû ïàðû (ik) ðàâíîé (22)

V2b
2
2 =

λ

2
V2.Ïîëó÷àåì, ÷òî λ = const è H ⊂ Hom(G3III3).Âûâîä: äëÿ ãðóïïû Ëè G3III êëàññà 2 H ⊂ Hom(G3III).11. G3IV11.1. G3IV1Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V1x

32
e−2x3

, g12 = −V2x
3e−2x3

, g13 = G13e
−x3

,
g22 = V2e

−2x3
.Âûïèøåì óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà

V2(b
3
ix

i + β3)(x3 − x32
) + V2x

32
b11 − V2x

3b21 +G13e
x3

b31 =
λ

2
V2x

32
,

− (b3ix
i + β3)V2(1− 2x3) + V2x

32
b12 − V2x

3(b11 + b22) + V2b
2
1+

+G13e
x3

b32 = −λV2x
3,

−(b3ix
i + β3)G13 + V2x

32
e−x3

b13 − V2x
3e−x3

b23 + +G13(b
1
1 + b33) = λG13,

−(b3ix
i + β3)V2 − V2x

3b13 + V2b
2
2 =

λ

2
V2,

−V2x
3e−2x3

b13 + V2e
−2x3

b23 +G13e
−x3

b12 = 0,

2G13e
−x3

b13 = 0.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 45Ïîëó÷àåì, ÷òî λ = 0 è H ⊂ Isom(G3IV1).11.2. G3IV2Ìåòðèêà èìååò âèä g13 = G13e
−x3

, g22 = −V2e
−2x3

, g23 = −G13x
3e−x3

.Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì H ⊂ Isom(G3IV2).Âûâîä: äëÿ ãðóïïû Ëè G3IV êëàññà 2 H ⊂ Isom(G3IV ).12. G3VÂ õîäå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 ïîëó÷èëè λ = const. Ñëåäîâàòåëüíî,
H ⊂ Hom(G3V ).13. G3V I13.1. G3V I1Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V2(e

−x3−e−αx3
), g12 = e−(1+α)x3−e−2αx3

, g13 = G13e
−x3

,
g22 = V2e

−2αx3
.Óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà èìåþò âèä:

− (b3ix
i + β3)V2(e

−x3 − e−αx3

)(e−x3 − αe−αx3

) + V2(e
−x3 − e−αx3

)b11+

+(e−(1+α)x3 − e−2αx3

)b21 +G13e
−x3

b31 =
λ

2
V2(e

−x3 − e−αx3

)2,

− (b3ix
i + β3)((1 + α)e−(1+α)x3 − 2αe−2αx3

) + V2(e
−x3 − e−αx3

)2b12+

+(e−(1+α)x3 − e−2αx3

)(b11 + b22) +G13e
−x3

b32 + V2e
−2αx3

b21 = λ(e−(1+α)x3 − e−2αx3

),

− (b3ix
i + β3)G13e

−x3

+ V2(e
−x3 − e−αx3

)2b13 + (e−(1+α)x3 − e−2αx3

)b23+

+G13e
−x3

(b11 + b33) = λG13e
−x3

,

−(b3i x
i + β3)αV2e

−2x3

+ (e−(1+α)x3 − e−2αx3

)b12 + V2e
−2αx3

b22 =
λ

2
V2e

−2αx3

,

(e−(1+α)x3 − e−2αx3

)b13 + V2e
−2αx3

b23 +G13e
−x3

b12 = 0,

2G13e
−x3

b13 = 0.Ðåøàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî λ = const.Òîãäà H ⊂ Hom(G3V I1).



46 Å.Â. Ìÿêèøåâà. Îïèñàíèå îäíîðîäíûõ àôôèííûõ ïîðÿäêîâ. . .13.2. G3V I2Ìåòðèêà èìååò âèä g13 = G13e
−αx3

, g22 = V2e
−2x3

.Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì H ⊂ Hom(G3V I2).13.3. G3V I3Ìåòðèêà èìååò âèä g13 = G13e
−x3

, g22 = V2e
−2αx3

.Âûïèøåì óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà:
2G13e

−x3

b13 = 0,

V2x
3e−2αx3

b21 +G13e
−x3

b32 = 0,

−(b3ix
i + β3)G13e

−x3

+G13e
−x3

(b11 + b33) = λG13e
−x3

,

−α(b3ix
i + β3)V2e

−2αx3

+ V2e
−2αx3

b22 =
λ

2
V2e

−2αx3

,

V2e
−2αx3

b23 +G13e
−x3

b12 = 0,

2G13b
1
3 = 0.Óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ, åñëè b3i = 0 èëè α =

1

2
.Â ïåðâîì î÷åâèäíî, ÷òî λ = const è H ⊂ Hom(G3V I1).Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì λ = λ(x), ãäå λ(x) - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ x, ñëåäîâà-òåëüíî, H ⊂ Conf(G3V I3).14. G3V I014.1. G3V I01Ìåòðèêà èìååò âèä g11 = V2(e

−x3 − ex3
)2, g12 = 1 − e2x3

, g13 = G13e
−x3

, g22 =
= V2e

2x3
.14.2. G3V I02Ìåòðèêà èìååò âèä g13 = G13e

x3
, g22 = V2e

−2x3
.14.3. G3V I03Ìåòðèêà èìååò âèä g13 = G13e

−x3
, g22 = V2e

2x3
.Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì H ⊂ Hom(G3V I0).15. G3V IIÌåòðèêà èìååò âèä g11 =

1

2
V2e

−2αx3
(1− cos 2βx3), g12 = −1

2
V2e

−2αx3
sin 2βx3,

g13 = G13e
−αx3

cosβx3, g22 =
1

2
V2e

−2x3
(1 + cos 2βx3), g23 = G13e

−αx3
sin βx3.



4716. G3V II0Ìåòðèêà èìååò âèä g11 =
1

2
V2(1− cos 2x3), g12 = −1

2
V2 sin 2x3, g13 = G13 cosx3,

g22 =
1

2
V2(1 + cos 2x3), g23 = G13 sin x3.Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì H ⊂ Hom(G3V II0).Òåîðåìà 3 äîêàçàíà. Ëèòåðàòóðà1. Àáäðàõèìîâà, Í.Ð. Êëàññèôèêàöèÿ àôôèííûõ ïîðÿäêîâ íà òðåõìåðíûõ ñâÿçíûõîäíîñâÿçíûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõ Ëè / Í.Ð. Àáäðàõèìîâà. // IX Âñåñîþçíàÿ ãåî-ìåòðè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ. Òåçèñû äîêëàäîâ. � Êèøèíåâ. � 1988. � Ñ. 3.2. Àáäðàõèìîâà, Í.Ð. Ñèíòåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ àôôèííûõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé èóïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï Ëè / Í.Ð. Àáäðàõèìîâà, À.Ê. Ãóö, Í.Ë. Øàëàìîâà // Äîêë.ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1988. � Ò. 303, N. 4. � C. 777�781.3. Àëåêñàíäðîâ, À.Ä. Êîíóñû ñ òðàíçèòèâíîé ãðóïïîé / À.Ä. Àëåêñàíäðîâ // Äîêë.ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1969. � Ò. 189, N. 4. � C. 695�698.4. Âèíáåðã, Ý.Á. Òåîðèÿ îäíîðîäíûõ âûïóêëûõ êîíóñîâ / Ý.Á. Âèíáåðã // Òð. ÌÌÎ.� 1963. � Ò. 12. � C. 302�358.5. Ãàâðèëîâ, Ñ.Ï. Ëåâîèíâàðèàíòíûå ìåòðèêè íà îäíîðîäíûõ ðàçðåøèìûõ ãðóïïàõËè./ Ñ.Ï. Ãàâðèëîâ // Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè è ãðàâèòàöèÿ. � Êàçàíü: ÊÃÓ. �1985. � N. 22. � C. 31�64.6. Ãóö, À.Ê. Ïîðÿäêîâûå è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ñòðóêòóðû íà îäíîðîäíûõìíîãîîáðàçèÿõ / À.Ê. Ãóö // Äèñ. äîê. ôèç.-ìàò. íàóê. � Íîâîñèáèðñê: ÈÌ ÑÎÀÍ ÑÑÑÐ � 1987. � 204 ñ.7. Yamagychi, S. On complete a�nely �at structures of some solvable Lie groups /S. Yamagychi // Mem. of Faculty of Scince Kyuchu Univ. � 1979. � V. A33. � P. 209�218.8. Milnor, J. On fundamental groups of complete a�nely �at manifolds / J. Milnor //Advances in Math. � 1977. � V. 25., N. 2. � P. 178-187.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 48�51 ÓÄÊ 514.12ÊÎÍÔÎÐÌÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ËÎÐÅÍÖÅÂÎÉÌÅÒÐÈÊÈÀ.Í. ÐîìàíîâÂ ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå, â îòëè-÷èå îò ðèìàíîâûõ, èìåþò ìåòðèêè ñèãíàòóðû (− + +...+). Ïðèëîæå-íèÿ ëîðåíöåâîé ãåîìåòðèè, ðàññìàòðèâàþùåé ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ,èñïîëüçóþòñÿ â ðàçäåëàõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, èçó÷àþùèõ ñâîéñòâàïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.Â ñòàòüå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ, â êîòîðûõ óñëîâèåêîíå÷íîñòè ëîðåíöåâîé ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëü-íî êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìåòðèêè (òåðìèíîëîãèÿ âçÿòà èç [1]).Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. [1], òåîðåìà3.30):Ëåììà 1. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (M, g) ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷íî òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà îíî ñèëüíî ïðè÷èííî è (M, g′) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîíå÷íîñòèðàññòîÿíèÿ äëÿ âñåõ g′ ∈ C(M, g).Çäåñü ÷åðåç C(M, g) îáîçíà÷åí êëàññ ëîðåíöåâûõ ìåòðèê íà ìíîãîîáðàçèè
M , ãëîáàëüíî êîíôîðìíûõ ìåòðèêå g : g′ ∈ C(M, g) ⇔ g′ = Ωg äëÿ íåêîòîðîéãëàäêîé ôóíêöèè Ω : M → (0,∞).Ðàçäåëèì ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà: A è B .Êëàññ B õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Ïóñòü ìåæäó òî÷êàìè p, s ∈Mâûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: s ∈ cl(J+

p ), íî s /∈ J+
p . Òàêèì îáðàçîì ëþ-áóþ îêðåñòíîñòü Us òî÷êè s ∈M ìîæíî äîñòè÷ü íàïðàâëåííîé â áóäóùåå ïðè-÷èííîé êðèâîé γ, âûõîäÿùåé èç p, îäíàêî ñàìà òî÷êà s îñòà¼òñÿ íåäîñòèæèìîé.Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ: ñóùåñòâóåò íàñòîëüêîìàëàÿ îêðåñòíîñòü Us òî÷êè s, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîñòè÷ü å¼ íàïðàâëåííîéâ áóäóùåå ïðè÷èííîé êðèâîé, âûõîäÿùåé èç p, íåîáõîäèìî, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ,ýòà êðèâàÿ γ öåëèêîì íàõîäèëàñü áû â íåêîòîðîì (ôèêñðèìàíîâàííîì) êîì-ïàêòíîì ìíîæåñòâå K, à, âî-âòîðûõ, å¼ ðèìàíîâà äëèíà (èçìåðåííàÿ â ëþáîéçàðàíåå âûáðàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêå) áûëà áû áîëüøå ëþáîãî çàðàíåå çàäàí-íîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà N. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òîáû ¾ïîäîéòè¿ äîñòàòî÷íî

Copyright c© 2009 À.Í. Ðîìàíîâ.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.E-mail: aroms@bk.ru



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 49áëèçêî ê òî÷êå s, ïðè÷èííàÿ êðèâàÿ γ äîëæíà ñîâåðøèòü äîñòàòî÷íî áîëüøîåêîëè÷åñòâî ¾îáîðîòîâ¿ âî ìíîæåñòâå K.Åñëè òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â íåêîòîðîì ìíîãîîáðàçèè (M, g), òî áóäåìîòíîñèòü åãî ê êëàññó B , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü äàííîå ëîðåíöåâîìíîãîîáðàçèå îòíîñÿùèìñÿ ê êëàññó A.Â êà÷åñòâå ãèïîòåçû ìîæíî âûäâèíóòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ê êëàññó B îò-íîñÿòñÿ ëèøü ìíîãîîáðàçèÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðè÷èííûìè, òî åñòü ñîäåðæàùèåçàìêíóòûå ïðè÷èííûå êðèâûå. Îäíàêî ýòî óòâåðæäåíèå òðåáóåò îòäåëüíîãîäîêàçàòåëüñòâà. Â äàëüíåéøåì æå áóäóò ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿòîëüêî ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó A (äàæå åñëè ýòî íåáóäåò îòäåëüíî îãîâîðåíî).Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò äåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû î òîïîëîãèèëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ, èñõîäÿ èç åãî ïðè÷èííîé ñòðóêòóðû.Ëåììà 2. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (M, g) ïðèíàäëåæèò êëàññó A. Åñëèäëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê p, s ∈ M ìíîæåñòâî J+
p ∩ J−

s íå çàìêíóòî â M , à
I+
p ∩ I−s 6= ∅, òî òîãäà (çàìêíóòîå) ìíîæåñòâî cl(J+

p ∩ J−
s ) íå ÿâëÿåòñÿ êîì-ïàêòíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî cl(J+

p ∩ J−
s ) êîìïàêòíî. Òàê êàêìíîæåñòâî J+

p ∩J−
s íå çàìêíóòî, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà q ∈ cl(J+

p ∩J−
s ) òàêàÿ, ÷òî

q /∈ J+
p ∩ J−

s . Â ýòîì ñëó÷àå q /∈ J+
p (ñëó÷àé q /∈ J−

s äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê qn ⊂ J+
p ∩ J−

s òàêóþ, ÷òî qn → q, ò.å.ñõîäÿùóþñÿ ê q ( ñõîäèìîñòü â èñõîäíîé òîïîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿ M ).Òàêèì îáðàçîì, èìååì:
qn : p ≤ qn, qn → q.Òàê êàê p ≤ qn, òî ∀n ñóùåñòâóåò ïðè÷èííàÿ êðèâàÿ γn, èäóùàÿ èç p â qn. Ïðî-äîëæèì γn äî íåïðîäîëæàåìîé ïðè÷èííîé êðèâîé. Ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè qñîäåðæèò âñå òî÷êè qn, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n. À òàê êàê qn ∈ γn, òî q ÿâëÿ-åòñÿ òî÷êîé íàêîïëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè÷èííûõ íåïðîäîëæàåìûõ êðè-âûõ γn. Îòñþäà ñëåäóåò (ñì. [1], ïðåäëîæåíèå 2.18), ÷òî ñóùåñòâóåò ïðè÷èííàÿíåïðîäîëæàåìàÿ êðèâàÿ γ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè γn,è òàêàÿ, ÷òî q ∈ γ. Âûáåðåì ïàðàìåòðèçàöèþ γ òàê, ÷òî γ : (−∞,∞) → M è

γ(0) = q, ïðè÷åì óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà t êðèâîé γ ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïîíåé â ïðîøëîå.Ðàññìîòðèì ÷àñòü êðèâîé γ, èäóùóþ â ïðîøëîå îò òî÷êè q : γ(−∞, 0]. Çàìå-òèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ γ(−∞, 0] âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå: a ∈ cl(J+
p ).Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. γ � ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè γn, òî ñóùåñòâó-åò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü γm ⊂ γn òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ γ êàæäàÿåå îêðåñòíîñòü Ua ïåðåñåêàåò âñå, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà, êðèâûå èç

γm. Âçÿâ òî÷êè rm ò.÷.: rm ∈ γm, rm ∈ Ua, ïîëó÷èì ñõîäÿùóþñÿ ê a ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü rm : rm → a. Åñëè âûïîëíåíî åùå ñîîòíîøåíèå rm ∈ J+
p , òî ïîëó÷èì,÷òî a ∈ cl(J+

p ). Â äàííîì ñëó÷àå âêëþ÷åíèå rm ∈ J+
p âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà. Âñàìîì äåëå, åñëè rm /∈ J+

p , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðèâàÿ γ (âìåñòå ñ êðèâûìè γm)



50 À.Í. Ðîìàíîâ. Êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ëîðåíöåâîé ìåòðèêèïîêèíóëà îáëàñòü cl(J+
p ). Îäíàêî âûéòè èç cl(J+

p ) γ ìîæåò ëèøü ÷åðåç òî÷êó p,òàê êàê âñå γm ¾ôîêóñèðóþòñÿ¿ â p (ïî èõ îïðåäåëåíèþ), à γ � ïðåäåëüíàÿ êðè-âàÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè γm. Íî òàêîãî áûòü íå ìîæåò, òàê êàê ýòî îçíà÷àëîáû ñóùåñòâîâàíèå îòðåçêà (ëåæàùåãî íà êðèâîé γ), ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè p è
q è ÿâëÿþùåãîñÿ ÷àñòüþ ïðè÷èííîé êðèâîé (γ � ïðè÷èííà), ÷òî ïðîòèâîðå÷èòâûáîðó òî÷êè q : q /∈ J+

p .Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ∀a ∈ γ(−∞, 0], a ∈ cl(J+
p ). ßñíî, ÷òî âû-ïîëíåíî òàêæå âêëþ÷åíèå a ∈ cl(J+

p ∩ J−
s ) (ò.ê. èç a ≤ q, q << r ⇒ , a << r,ò.å. a ∈ int J−

s ). Â ðåçóëüòàòå èìååì: ÷àñòü êðèâîé γ, èäóùàÿ â ïðîøëîå îòòî÷êè q, öåëèêîì íàõîäèòñÿ âî ìíîæåñòâå cl(J+
p ∩ J−

s ), êîòîðîå ïî ñäåëàííîìóïðåäïîëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.Ïî ïîñòðîåíèþ êðèâîé γ (ñì. [1], ïðåäëîæåíèå 2.18), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
γm ñõîäèòñÿ ê γ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå èç R â ñëó÷àå,åñëè êðèâûå γ è γm ïàðàìåòðèçîâàíû äëèíîé äóãè, âû÷èñëåííîé îòíîñèòåëüíî(ïîëíîé) ðèìàíîâîé ìåòðèêè.Òàê êàê íè äëÿ êàêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t ≤ 0 êðèâàÿ γ íå ïîêèäàåò ìíî-æåñòâà cl(J+

p ∩J−
s ), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γm ñõîäèòñÿ ê γ ðàâíîìåðíî íà ëþáîìêîìïàêòíîì ìíîæåñòâå èç R (òî åñòü êðèâûå γm ¾ïîâòîðÿþò¿ äâèæåíèå γ), òîïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ: åñëè âçÿòü äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü Uqòî÷êè q, òî äëèíû êðèâûõ γm, äîñòèãàþùèõ ýòîé îêðåñòíîñòè, ñ íåîáõîäèìî-ñòüþ äîëæíû áûòü áîëüøå ëþáîãî íàïåð¼ä çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà

N . Îäíàêî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (M, g) ïðèíàäëåæèò êëàññó
B , â òî âðåìÿ êàê ïî óñëîâèþ (M, g) ïðèíàäëåæèò êëàññó A.Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îïðîâåðãàåò ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òîìíîæåñòâî cl(J+

p ∩ J−
s ) êîìïàêòíî è òåì ñàìûì äîêàçûâàåò ëåììó. �Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âçÿòî èç [1].Ëåììà 3. Ïóñòü (M, g) � ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê

p, s ∈ M ìíîæåñòâî cl(J+
p ∩ J−

s ) íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, òî ñóùåñòâóåòëîðåíöåâà ìåòðèêà g′ ∈ C(M, g), ãëîáàëüíî êîíôîðìíàÿ ìåòðèêå g, òàêàÿ, ÷òî
d(a, b) =∞ äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê a, b ∈M.Òåïåðü ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê èññëåäîâàíèþ ïðè÷èííîé ñòðóê-òóðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (M, g), äëÿ êîòîðîãî óñëîâèå êîíå÷íîñòè ðàññòîÿ-íèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðè êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìåòðèêè g.Òåîðåìà 1. Ïóñòü (M, g) � ðàçëè÷àþùåå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Åñëèïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (M, g′) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîíå÷íîñòè ðàññòîÿíèÿäëÿ âñåõ g′ ∈ C(M, g), òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (M, g) ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî ãè-ïåðáîëè÷åñêèì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (M, g) ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èííî ïðîñòûì,(ò.å. ðàçëè÷àþùèì ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì, ÷òî ìíîæåñòâà J+

p è J−
p çà-ìêíóòû äëÿ âñåõ p ∈M).Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî J+

p çàìêíóòî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈M (çàìêíóòîñòü
J−

p äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).



51Äîïóñòèì îáðàòíîå: ∃ òî÷êà q ∈ cl(J+
p ) \ J+

p . Âîçüìåì â I+
q ïðîèçâîëüíóþòî÷êó r. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî J+

p ∩ J−
r íå ïóñòî. Òàê êàê q ∈ cl(J+

p ), òî
∃ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê qn ⊂ J+

p , ñõîäÿùàÿñÿ ê q (ñõîäèìîñòü â èñõîäíîéòîïîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿ M). Òàê êàê q ∈ I−r à ìíîæåñòâî I−r îòêðûòî (ñì [1],ëåììà 2.5), òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n qn ∈ I−r , ò.å.qn << r. Òîãäà èç ñîîòíî-øåíèé p ≤ qn, qn << r ïîëó÷àåì: p << qn ò.å. r ∈ I+
p . Òàêèì îáðàçîì, èìååì:ìíîæåñòâî I+

p ∩ I−r íå ïóñòî.Ïîëó÷àåì: J+
p ∩ J−

r 6= ∅ (ò.ê. I+
p ⊂ J+

p , I
−
r ⊂ J−

r , I
+
p ∩ I−r ).Ìíîæåñòâî J+

p ∩ J−
r íå çàìêíóòî â M (q ∈ I−r = intJ−

r ) :

(q ∈ I−r = intJ−
r ) : q ∈ int(J−

r ) , q ∈ cl(J+
p ), q /∈ J+

p ⇒ q ∈ cl(J+
p ∩J−

r )\(J+
p ∩J−

r ).Òîãäà ïî ëåììå 2 ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî cl(J+
p ∩ J−

r ) íåêîìïàêòíî. Ñëåäóÿëåììå 3, ìîæíî íàéòè ìåòðèêó g′ ∈ C(M, g) òàêóþ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
(M, g′) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîíå÷íîñòè ëîðåíöåâà ðàññòîÿíèÿ, ÷òî ïðîòè-âîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà J+

p è J−
p çàìêíóòû è ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (M, g)ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èííî ïðîñòûì. Ïðè÷èííàÿ ïðîñòîòà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (M, g)àâòîìàòè÷åñêè âëå÷¼ò çà ñîáîé åãî ñèëüíóþ ïðè÷èííîñòü. Òåïåðü, ïî ëåììå1, ñðàçó ïîëó÷àåì æåëàåìûé ðåçóëüòàò: ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (M, g) ÿâëÿåòñÿãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèì. �Ëèòåðàòóðà1. Áèì, Äæ. Ãëîáàëüíàÿ ëîðåíöåâà ãåîìåòðèÿ / Äæ. Áèì, Ï. Ýðëèõ. � M.: Ìèð, 1985.2. Ïåíðîóç, Ð. Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè / Ð. Ïåíðîóç. � Ì.: Ìèð, 1972.3. Malament, D.B. The class of continuous timelike curves determines the topology ofspasetime / D.B. Malament // J. Math. Phys. � 1977. � V. 18, N. 7. � P. 1399-1404.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 52�73 ÓÄÊ 004.92,532.5,519.633ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÔËÞÈÄÎÂÍÀ ÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÐÎÖÅÑÑÎÐÅÞ.Â. Ôðîëîâà, Â.Â. ÊîðîáèöûíAn approach to �uid simulation on the GPU is described. The algorithmis based on the physical equations of �uid �ow, namely the Navie�Stokesequations. We provide clear explanations and draw connections between themath and its implementation. It describes the techniques to perform thesimulation on the GPU.1. ÂâåäåíèåÔëþèäû (ò.å. æèäêîñòè è ãàçû) ïðèñóòñòâóþò âåçäå: âîäà â ðåêå, òåêóùàÿ âäîëüáåðåãà, ñòðóéêà äûìà îò ñèãàðåòû, êëóáû ïàðà èç êèïÿùåãî ÷àéíèêà, èñïàðåíèÿ,ôîðìèðóþùèåñÿ â îáëàêà, ñìåøèâàåìûå êðàñêè â áàíêå. Â îñíîâå âñåãî ýòîãî� ïîòîê ôëþèäîâ. Âñ¼ ýòî ÿâëåíèÿ, êîòîðûå ìíîãèå õîòåëè áû èçîáðàçèòü ðå-àëèñòè÷íî â èíòåðàêòèâíûõ ãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Ðèñóíîê 1 ïîêàçûâàåòïðèìåðû ñìîäåëèðîâàííûõ ôëþèäîâ.

Ðèñ. 1. Èìèòàöèÿ âèõðåâîãî äâèæåíèÿ êðàñêè. Â ìàëåíüêîé êàðòèíêå ïðåäñòàâëåíàòåêñòóðà ïîëÿ ñêîðîñòè
Copyright c© 2009Þ.Â. Ôðîëîâà, Â.Â. Êîðîáèöûí.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.E-mail: juliavfrolova@rambler.ru



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 53Ìîäåëèðîâàíèå ôëþèäîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì êèðïè÷èêîì, ëåæàùèì â îñ-íîâå èìèòàöèè ðàçëè÷íûõ ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé. Èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïà-ðàëëåëèçìà â ãðàôè÷åñêèõ àïïàðàòíûõ ñðåäñòâàõ ïðîãîíû ìîäåëèðîâàíèÿ çíà-÷èòåëüíî áûñòðåå âûïîëíÿþòñÿ íà ãðàôè÷åñêîì ïðîöåññîðå (GPU), ÷åì íà öåí-òðàëüíîì ïðîöåññîðå (CPU). Èñïîëüçóÿ ñîâðåìåííûå âèäåîêàðòû NVIDIA Ge-Force, ìîæíî äîñòèãíóòü óñêîðåíèÿ â íåñêîëüêî ðàç íàä ýêâèâàëåíòíûì ìîäå-ëèðîâàíèåì íà CPU.Öåëü ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàñêðûòèè âîçìîæíîñòåé è ïîìîùèâ èçó÷åíèè ìîùíîãî ñðåäñòâà. Áåç ïîíèìàíèÿ îñíîâ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè ôëþ-èäîâ èñïîëüçîâàíèå è ðàçâèòèå àëãîðèòìîâ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïîýòîé ïðè÷èíå â ðàáîòå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ÷àñòü, ñîäåðæà-ùàÿ ìíîãî óðàâíåíèé. Ïî âîçìîæíîñòè äàþòñÿ ÿñíûå îáúÿñíåíèÿ è ïîêàçûâà-þòñÿ ñâÿçè ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè è êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèåé.Äëÿ íàïèñàíèÿ äàííîé ñòàòüè áûëè èñïîëüçîâàíû ðàáîòû Ì. Õàððèñà [5�8],Äæ. Êðþãåðà è Ð. Âåñòåðìàííà [9], Â. Ëè,Æ. Ôàíà, Ê. Âåéÿ è À. Êàóôìàíà [10],Äæ. Ñòàìà [11, 12].Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ êóðñàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî è èí-òåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âåêòîðíîãî èñ÷èñëå-íèÿ. Áóäåò ïîëåçåí îïûò ñ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ïðèáëèæåíèåì ïðîèçâîäíûõ.Îïèñûâàåìàÿ ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ìåòîäå ¾óñòîé÷èâûõ ôëþèäîâ¿ [11]. Îä-íàêî Äæ. Ñòàì ìîäåëèðîâàë, èñïîëüçóÿ ðåàëèçàöèþ íà CPU, çäåñü æå áóäåòîïèñàíà ðåàëèçàöèÿ íà ãðàôè÷åñêèõ àïïàðàòíûõ ñðåäñòâàõ. GPU õîðîøî ïîä-õîäèò äëÿ âû÷èñëåíèé, òðåáóþùèõñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôëþèäîâ. Ïðåäñòàâ-ëÿåìàÿ ìîäåëü âûïîëíåíà íà ñåòêå ÿ÷ååê. Ïðîãðàììèðóåìûå GPU îïòèìèçè-ðîâàíû äëÿ âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé íàä ïèêñåëÿìè, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàò-ðèâàòü êàê ÿ÷åéêè ñåòêè. GPU äîñòèãàåò âûñîêîé ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé çà ñ÷åòïàðàëëåëèçìà: ñïîñîáíîñòü îáðàáàòûâàòü îãðîìíîå ÷èñëî âåðøèí è ïèêñåëåéîäíîâðåìåííî. Òàêæå îïòèìèçèðîâàíî âûïîëíåíèå ìíîãîêðàòíîãî ïîèñêà ïîòåêñòóðå çà îäèí öèêë. Ïîñêîëüêó èìèòàöèîííàÿ ñåòêà áóäåò ïîìåùàòüñÿ íàòåêñòóðàõ, òî ñêîðîñòü è ïàðàëëåëèçì � ýòî òî, ÷òî íàì íóæíî.Ýòà ñòàòüÿ íå ðàñêðûâàåò âñå âîïðîñû ãèäðîäèíàìèêè. Îãðàíè÷èìñÿ ìîäå-ëèðîâàíèåì òîëüêî íåïðåðûâíîãî îáúåìà ôëþèäà â äâóìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîéîáëàñòè. Òàêæå íå èìèòèðóþòñÿ ñâîáîäíûå ãðàíèöû ïîâåðõíîñòè ìåæäó ôëþ-èäàìè, êàê, íàïðèìåð, ãðàíèöà ðàçäåëà ìåæäó âñïëåñêàìè âîäû è âîçäóõà.Âî âñåé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ åäèíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ. Â óðàâ-íåíèÿõ íàêëîííûé øðèôò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, êîòîðûåïðåäñòàâëÿþò ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû, íàïðèìåð äàâëåíèå p. Æèðíûé øðèôòèñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðíûõ âåëè÷èí, íàïðèìåð ñêîðîñòü u. Âñåâåêòîðû â ýòîé ñòàòüå äâóìåðíû.Â ïóíêòå 2 îïèñûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îñíîâà ìåòîäà, âêëþ÷àÿ ðàññìîò-ðåíèå óðàâíåíèé, êîòîðûå óïðàâëÿþò ïîòîêîì ôëþèäà. Çàòåì îáñóæäàåòñÿïîäõîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé. Ïóíêò 3 îïèñûâàåò ðåàëèçàöèþ ìîäåëèðîâàíèÿôëþèäà íà GPU. Ïóíêò 4 ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûå ïðèìåðû ìîäåëèðîâàíèÿôëþèäîâ.



54 Þ.Â. Ôðîëîâà, Â.Â. Êîðîáèöûí. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ôëþèäîâ. . .2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îñíîâàÄëÿ èìèòàöèè ïîâåäåíèÿ ôëþèäà íåîáõîäèìî èìåòü ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèåñîñòîÿíèÿ ôëþèäà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Íàèáîëåå âàæíûì ïàðàìåòðîìäëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôëþèäà ÿâëÿåòñÿ åãî ñêîðîñòü, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü îïðå-äåëÿåò êàê ïåðåìåùåíèå ñàìîãî ôëþèäà, òàê è ïðåäìåòîâ, êîòîðûå â íåì íà-õîäÿòñÿ. Ñêîðîñòü ôëþèäà èçìåíÿåòñÿ êàê âî âðåìåíè, òàê è â ïðîñòðàíñòâå,ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïîëå.Âåêòîðíîå ïîëå åñòü íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè âïàðàìåòðèçîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð äåêàðòîâó ñåòêó. (Äðóãèå ïàðàìåò-ðèçàöèè ïðîñòðàíñòâà òàêæå âîçìîæíû, íî ìû ïðèíèìàåì äâóìåðíóþ äåêàð-òîâó ñåòêó.) Âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè ôëþèäà îïðåäåëåíî èç óñëîâèÿ, ÷òî äëÿêàæäîé ïîçèöèè x = (x, y), åñòü ñîïîñòàâëåííàÿ ñêîðîñòü, èçìåíÿþùàÿñÿ âîâðåìåíè t, u(x, t) = (u(x, t), v(x, t)), êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 2. Âåêòîðíàÿ ñåòêà ôëþèäàÊëþ÷åâûì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôëþèäà ÿâëÿþòñÿ øàãè âî âðåìåíè, íà êàæ-äîì âðåìåííîì øàãå íóæíî ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü òåêóùåå ïîëå ñêîðîñòè. Ýòîìîæíî ñäåëàòü ðåøàÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò èçìåíåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåéñî âðåìåíåì ïîä äåéñòâèåì ðÿäà ñèë. Êàê òîëüêî ó íàñ áóäåò ïîëå ñêîðîñòåé,ìû ìîæåì ñäåëàòü èíòåðåñíûå âåùè ñ íèì, íàïðèìåð, èñïîëüçóåì åãî äëÿ ïå-ðåìåùåíèÿ îáúåêòîâ èëè äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïëîòíîñòè äûìà.2.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ Íàâüå-ÑòîêñàÔëþèä ÿâëÿåòñÿ íåñæèìàåìûì, åñëè ìàññà ëþáîé åãî ÷àñòè ïîñòîÿííà âî âðå-ìåíè. Ôëþèä îäíîðîäåí, åñëè åãî ïëîòíîñòü ρ íå èçìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå.Êîìáèíàöèÿ íåñæèìàåìîñòè è îäíîðîäíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿêîíñòàíòîé êàê ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, òàê è â ïðîñòðàíñòâå. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 55ÿâëÿþòñÿ îáùèìè â ãèäðîäèíàìèêå è ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëü-íûõ ôëþèäîâ, íàïðèìåð âîäû è âîçäóõà.Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ôëþèäà ðåàëèçóåòñÿ íà ðåãóëÿðíîé äåêàðòîâîéñåòêå ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè x = (x, y) è ïåðåìåííîé âðåìåíè
t. Ôëþèä ïðåäñòàâëåí ïîëåì ñêîðîñòåé u(x, t) è ñêàëÿðíûì ïîëåì äàâëåíèé
p(x, t). Ýòè ïîëÿ èçìåíÿþòñÿ êàê â ïðîñòðàíñòâå, òàê è âî âðåìåíè. Åñëè ñêî-ðîñòü è äàâëåíèå èçâåñòíû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0, òîãäà ñîñòîÿíèåôëþèäà âî âðåìåíè ìîæåò áûòü îïèñàíî óðàâíåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ íåñæè-ìàåìîãî ïîòîêà:

∂u

∂t
= −(u · ∇)u− 1

ρ
∇p+ ν∇2u + F, (1)

∇ · u = 0, (2)ãäå ρ � (êîíñòàíòà) ïëîòíîñòü ôëþèäà, ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü è âåêòîð
F = (fx, fy) ïðåäñòàâëÿåò ëþáûå âíåøíèå ñèëû, êîòîðûå äåéñòâóþò íà ôëþèä.Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1) � ýòî äâà óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó u � âåêòîðíàÿâåëè÷èíà:

∂u

∂t
= −(u · ∇)u− 1

ρ
∇p+ ν∇2u+ fx,

∂v

∂t
= −(u · ∇)v − 1

ρ
∇p + ν∇2v + fy.Òàêèì îáðàçîì, èìååì òðè íåèçâåñòíûõ u, v è p è òðè óðàâíåíèÿ.Óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ëåã÷å ïîíÿòü, ðàçáèðàÿ èõ íà ïðîñòûå ÷àñòè. Ñíà-÷àëà ïîïûòàåìñÿ ïîíÿòü ÷ëåíû, âëèÿþùèå íà ïîòîê ôëþèäà, èõ ÷åòûðå â ïðà-âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1). Ðàññìîòðèì êàæäûé â îòäåëüíîñòè.2.2. ×ëåíû â óðàâíåíèÿõ Íàâüå-ÑòîêñàÏåðåìåùåíèå ïîòîêà. Ñêîðîñòü ôëþèäà ñïîñîáñòâóåò ïåðåìåùåíèþ îáú-åêòîâ, ïëîòíîñòåé è äðóãèõ âåëè÷èí âìåñòå ñ ïîòîêîì. Ïðåäñòàâèì ïîïàäàíèåñòðóè êðàñêè â äâèæóùóþñÿ æèäêîñòü. Êðàñêà ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü ïîëÿ ñêî-ðîñòè ôëþèäà. Ôàêòè÷åñêè ñêîðîñòü ôëþèäà íåñåò ôëþèä ïàðàëëåëüíî, ïî-äîáíî òîìó êàê îíà íåñåò êðàñêó. Ïåðâûé ÷ëåí èç ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìî-àäâåêöèþ ïîëÿ ñêîðîñòåé è íàçâàí àäâåêöèåé (ïåðåìå-ùåíèåì ïîòîêà).Äàâëåíèå. Ïîñêîëüêó ìîëåêóëû ôëþèäà ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ âîêðóã äðóãäðóãà, îíè ñòðåìÿòñÿ ê ¾âñïëåñêàì¿ è ¾õëþïàì¿. Êîãäà íåêîòîðàÿ ñèëà ïðèëî-æåíà ê ôëþèäó, îíà íåìåäëåííî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ÷åðåç âåñü îáúåì. Ìîëåêóëû,áëèçêèå ê ìåñòó ïðèëîæåíèÿ ñèëû, íàòàëêèâàþòñÿ íà òå, êîòîðûå äàëüøå îòíåãî, è ñîçäàåòñÿ äàâëåíèå. Ïîñêîëüêó äàâëåíèå åñòü ñèëà íà åäèíèöó îáëàñòè,ëþáîå äàâëåíèå âî ôëþèäå åñòåñòâåííî âåäåò ê óñêîðåíèþ. (Âñïîìíèì âòîðîéçàêîí Íüþòîíà, F = ma.) Âòîðîé ÷ëåí óðàâíåíèÿ, íàçâàííûé äàâëåíèåì, ïðåä-ñòàâëÿåò óñêîðåíèå ôëþèäà.



56 Þ.Â. Ôðîëîâà, Â.Â. Êîðîáèöûí. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ôëþèäîâ. . .Äèôôóçèÿ. Èç îïûòà ñ ðåàëüíûìè ôëþèäàìè èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðûå æèä-êîñòè ¾ïëîòíåå¿ äðóãèõ. Íàïðèìåð, ñàõàðíûé ñèðîï ñòðóèòñÿ ìåäëåííåå, à ýòè-ëîâûé ñïèðò áûñòðåå âîäû. Ãîâîðÿò, ÷òî áîëåå ïëîòíûå ôëþèäû èìåþò áîëååâûñîêóþ âÿçêîñòü. Âÿçêîñòü ÿâëÿåòñÿ ìåðîé òîãî, êàê æèäêîñòü ñîïðîòèâëÿ-åòñÿ òå÷åíèþ. Ýòî ñîïðîòèâëåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ äèôôóçèåé äâèæóùåé ñèëû(ñëåäîâàòåëüíî, è ñêîðîñòè), òàê ÷òî òðåòèé ÷ëåí íàçûâàåì äèôôóçèåé.Âíåøíèå ñèëû. ×åòâåðòûé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò óñêîðåíèå, âîçíèêàþùåå â ðå-çóëüòàòå äåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ôëþèäó. Ýòè ñèëû ìîãóò áûòüëèáî ëîêàëüíûìè, ëèáî îáúåêòíûìè ñèëàìè. Ëîêàëüíûå ñèëû ïðèëîæåíû ê îò-äåëüíîé îáëàñòè ôëþèäà, íàïðèìåð ñèëà âåíòèëÿòîðà, ñîçäàþùåãî ïîòîê âîçäó-õà. Îáúåêòíàÿ ñèëà ïðèêëàäûâàåòñÿ êî âñåìó ôëþèäó, íàïðèìåð ñèëà òÿæåñòè.2.3. Êðàòêèé îáçîð âåêòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿÓðàâíåíèÿ (1) è (2) ñîäåðæàò ñèìâîë ∇, èçâåñòíûé êàê íàáëà-îïåðàòîð. Òðèñïîñîáà ïðèìåíåíèÿ íàáëà-îïåðàòîðà � ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèÿ è îïåðàòîð Ëà-ïëàñà � ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Â ñòîëáöå ¾ñèìâîë¿ ïðèâîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿîïåðàòîðîâ, ïðèíÿòûå â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå. Èíäåêñû i è j, èñïîëüçîâàí-íûå â âûðàæåíèÿõ â òàáëèöå, óêàçûâàþò íà äèñêðåòíûå ïîçèöèè íà äåêàðòîâîéñåòêå, δx è δy � øàãè ñåòêè ïî îñÿì x è y ñîîòâåòñòâåííî.Òàáëèöà 1. Îïåðàòîðû âåêòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ãèäðîäèíàìèêåîïåðàòîð îïðåäåëåíèå ñèìâîë êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ôîðìàÃðàäèåíò ∇p =
(

∂p
∂x
, ∂p

∂y

) grad p pi+1,j−pi−1,j

2δx
,

pi,j+1−pi,j−1

2δyÄèâåðãåíöèÿ ∇ · u = ∂u
∂x

+ ∂v
∂y

div u
ui+1,j−ui−1,j

2δx
+

vi,j+1−vi,j−1

2δyËàïëàñà ∇2p = ∂2p
∂x2 + ∂2p

∂y2 4p pi+1,j−2pi,j+pi−1,j

(δx)2
+

pi,j+1−2pi,j+pi,j−1

(δy)2Ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ åñòü âåêòîð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñêàëÿðíîãî ïî-ëÿ. Äèâåðãåíöèÿ, êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ â óðàâíåíèè (2), èìååò âàæíîå ôèçè÷åñêîåçíà÷åíèå. Ýòî èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà ïîòîêà èç äàííîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà.Â óðàâíåíèÿõ Íàâüå-Ñòîêñà îïåðàòîð äèâåðãåíöèè ïðèëîæåí ê ñêîðîñòè ïîòî-êà è ïîêàçûâàåò èçìåíåíèå ñêîðîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îêðóæàþùóþ íåáîëü-øóþ ÷àñòü ôëþèäà. Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (2) ïðåäïîëàãàåò íåñæèìàåìîñòüôëþèäà, òî åñòü ôëþèä äîëæåí èìåòü íóëåâóþ äèâåðãåíöèþ. Ñêàëÿðíîå ïðî-èçâåäåíèå â îïåðàòîðå äèâåðãåíöèè äàåò â ðåçóëüòàòå ñóììó ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ, à íå âåêòîð, êàê îïåðàòîð ãðàäèåíòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð äè-âåðãåíöèè ìîæåò ïðèëàãàòüñÿ òîëüêî ê âåêòîðíîìó ïîëþ, íàïðèìåð ñêîðîñòè
u = (u, v).Îòìåòèì, ÷òî ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ � âåêòîðíîå ïîëå, à äèâåðãåíöèÿâåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîëåì. Åñëè îïåðàòîð äèâåðãåíöèè ïðè-



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 57ëîæåí ê ðåçóëüòàòó îïåðàòîðà ãðàäèåíòà, òî ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðËàïëàñà ∇ · ∇ = ∇2. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðèìåì, ÷òî ÿ÷åéêè ñåòêè êâàäðàòíûå(δx = δy), òîãäà îïåðàòîð Ëàïëàñà èìååò êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ôîðìó
∇2p =

pi+1,j + pi−1,j + pi,j+1 + pi,j−1 − 4pi,j

(δx)2
. (3)Îïåðàòîð Ëàïëàñà âñòðå÷àåòñÿ â ôèçèêå â ôîðìå óðàâíåíèé äèôôóçèè, íà-ïðèìåð óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Óðàâíåíèå âèäà ∇2x = b èçâåñòíî êàêóðàâíåíèå Ïóàññîíà. Êîãäà b = 0 � óðàâíåíèå Ëàïëàñà. Â óðàâíåíèè (1) îïåðà-òîð Ëàïëàñà ïðèëîæåí ê âåêòîðíîìó ïîëþ. Ýòî ñèìâîëüíîå óïðîùåíèå: îïåðà-òîð ïðèëàãàåòñÿ îòäåëüíî ê êàæäîìó ñêàëÿðíîìó êîìïîíåíòó âåêòîðíîãî ïîëÿ.2.4. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Íàâüå-ÑòîêñàÓðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ìîæíî ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõïðîñòûõ ôèçè÷åñêèõ ôîðì. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ÷èñ-ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ïîøàãîâîãî ðåøåíèÿ. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåòíàáëþäåíèå äèíàìèêè ïîòîêà âî âðåìåíè, òî ïîøàãîâîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå íàìâïîëíå ïîäõîäèò.Êàê ñ ëþáûì àëãîðèòìîì, ðåøåíèå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà íåîáõîäèìîðàçáèòü íà ïðîñòûå øàãè. Èñïîëüçóåìûé íàìè ìåòîä îñíîâàí íà ìåòîäèêåóñòîé÷èâûõ ôëþèäîâ, îïèñàííîé â [11]. Çäåñü ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå êàæäîãîøàãà, à â ïóíêòå 3 îïèñûâàåòñÿ èõ ðåàëèçàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà Cg äëÿGPU.Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå ê âèäó, ïðèåìëåìîìó äëÿ ÷èñ-ëåííîãî ðåøåíèÿ. Âñïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà � ýòî òðè ñêàëÿðíûõóðàâíåíèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ ïîèñêà âåëè÷èí u, v è p. Òåì íå ìå-íåå, ïîèñê ðåøåíèÿ íå î÷åâèäåí. Äàëåå îïèñûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, âåäóùåå êïðîñòîìó àëãîðèòìó.Ðàçëîæåíèå Ãåëüìãîëüöà-Õîäæà. Ëþáîé âåêòîð v ìîæåò áûòü ðàçëîæåíïî áàçèñíûì âåêòîðàì. Íàïðèìåð, âåêòîðû íà äåêàðòîâîé ñåòêå ïðåäñòàâëÿþòñÿêàê ïàðà îòðåçêîâ âäîëü îñåé ñåòêè: v = (x, y). Òîò æå âåêòîð ìîæåò áûòüçàïèñàí: v = xi + yj, ãäå i è j � áàçèñíûå âåêòîðà, íàïðàâëåííûå âäîëü îñåéñåòêè.Òàê æå ìîæíî ðàçëîæèòü âåêòîð íà ñóììó âåêòîðîâ, à ïîëå âåêòîðîâ �íà ñóììó âåêòîðíûõ ïîëåé. Ïóñòü D � îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå èëè â íàøåìñëó÷àå íà ïëîñêîñòè, â êîòîðîé îïðåäåëåí íàø ôëþèä. Ïóñòü äàííàÿ îáëàñòüèìååò ãëàäêóþ ãðàíèöó ∂D (òî åñòü äèôôåðåíöèðóåìóþ) ñ âåêòîðîì íîðìàëè

n. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ãåëüìãîëüöà�Õîäæà î ðàçëîæåíèè âåêòîðà,ïðèâåäåííóþ â [2].Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè Ãåëüìãîëüöà-Õîäæà. Âåêòîðíîå ïîëå w íà Dìîæíî îäíîçíà÷íî ðàçëîæèòü íà ñîñòàâíûå ÷àñòè âèäà:
w = u +∇p, (4)
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∂D.Òåîðåìà ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà. Ïîäðîáíåå ñìîòðèòå [2, ñ. 37�38].Ýòà òåîðåìà óêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî íàñóììó äâóõ äðóãèõ âåêòîðíûõ ïîëåé: âåêòîðíîå ïîëå ñ íóëåâîé äèâåðãåíöèåéè ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì ïîëå ñ íóëåâîé äèâåðãåíöèåé ñòðåìèò-ñÿ ê íóëþ íà ãðàíèöå. Ýòî ìîùíîå ñðåäñòâî, âåäóùåå íàñ ê äâóì ïîëåçíûìðåàëèçàöèÿì.Ïåðâàÿ ðåàëèçàöèÿ. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ðàçäåëÿ-åòñÿ íà òðè ýòàïà âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå: àäâåê-öèÿ, äèôôóçèÿ è ïðèëîæåíèå ñèë. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íîâîå ïîëå ñêîðîñòè
w ñ íåíóëåâîé äèâåðãåíöèåé. Íî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè òðåáóåò, ÷òîáû ìûçàâåðøàëè âðåìåííîé øàã ñî ñêîðîñòüþ ñ íóëåâîé äèâåðãåíöèåé. Ê ñ÷àñòüþ,òåîðåìà î äåêîìïîçèöèè Ãåëüìãîëüöà-Õîäæà óòâåðæäàåò, ÷òî äèâåðãåíöèÿ ñêî-ðîñòè ìîæåò áûòü ñêîððåêòèðîâàíà âû÷èòàíèåì ãðàäèåíòà ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîëÿäàâëåíèÿ

u = w −∇p. (5)Âòîðàÿ ðåàëèçàöèÿ. Òåîðåìà òàêæå äàåò ìåòîä äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ äàâ-ëåíèÿ. Åñëè ïðèìåíèòü îïåðàòîð äèâåðãåíöèè ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (4),òî ïîëó÷èì
∇ ·w = ∇ · (u +∇p) = ∇ · u +∇2p. (6)Â ñèëó óðàâíåíèÿ (2), ∇ · u = 0, óïðîñòèì

∇2p = ∇ ·w, (7)à ýòî åñòü óðàâíåíèå Ïóàññîíà (ñì. ï. 2.3) äëÿ äàâëåíèÿ ôëþèäà. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ïîñëå ïåðåõîäà ê äèâåðãåíöèè ñêîðîñòè w ìîæíî ðåøèòü óðàâíåíèå (7)äëÿ p, çàòåì èñïîëüçîâàòü w è p äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîâîãî ïîëÿ u ñ íóëåâîéäèâåðãåíöèåé, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (5). Îáðàòèìñÿ ê ýòîìó ïîçæå.Òåïåðü íàì íåîáõîäèì ñïîñîá äëÿ âû÷èñëåíèÿ w. Âåðíåìñÿ ê ñîïîñòàâëåíèþâåêòîðîâ è âåêòîðíûõ ïîëåé. Èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èçâåñò-íî, ÷òî ìîæíî íàéòè ïðîåêöèþ âåêòîðà r íà åäèíè÷íûé âåêòîð s, âû÷èñëèâñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå r è s. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åñòü îïåðàòîð ïðîåêöèèäëÿ âåêòîðîâ, êîòîðûé îòîáðàæàåò âåêòîð r íà ñâîþ êîìïîíåíòó â íàïðàâëå-íèè s. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó î äåêîìïîçèöèè Ãåëüìãîëüöà-Õîäæà äëÿîïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ïðîåêöèè P, êîòîðûé ïðîåêòèðóåò âåêòîðíîå ïîëå wíà âåêòîðíîå ïîëå u ñ íóëåâîé äèâåðãåíöèåé. Åñëè ïðèìåíèòü îïåðàòîð P êóðàâíåíèþ (4), ïîëó÷èì
Pw = Pu + P(∇p).Íî ïî îïðåäåëåíèþ P, Pw = Pu = u. Ñëåäîâàòåëüíî, P(∇p) = 0. Òåïåðü èñïîëü-çóåì ýòè èäåè äëÿ óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà.
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P
∂u

∂t
= P

(
−(u · ∇)u− 1

ρ
∇p+ ν∇2u + F

)
.Ïîñêîëüêó u èìååò íóëåâóþ äèâåðãåíöèþ, òî ïðîèçâîäíàÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâ-íåíèÿ P(∂u/∂t) = ∂u/∂t, à òàêæå P(∇p) = 0, òàêèì îáðàçîì, ÷ëåí äàâëåíèÿèñ÷åçàåò. Îñòàåòñÿ óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå

∂u

∂t
= P

(
−(u · ∇)u + ν∇2u + F

)
. (8)Âàæíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå çàêëþ÷àåò â ñåáå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ àë-ãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ ïîòîêà ôëþèäà. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì òî, ÷òî íàõîäèòñÿâ êðóãëûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì àä-âåêöèþ, äèôôóçèþ è ïðèëîæåíèå ñèë. Ýòî äàåò â ðåçóëüòàòå äèâåðãåíöèþ ïîëÿñêîðîñòåé w, ê êîòîðîìó ïðèìåíÿåì îïåðàòîð ïðîåêöèè, ÷òîáû ïîëó÷èòü íîâîåïîëå u ñ íóëåâîé äèâåðãåíöèåé. Äëÿ ýòîãî ðåøàåì óðàâíåíèå (7) äëÿ p, çàòåìâû÷èòàåì ãðàäèåíò p èç w, êàê â âûðàæåíèè (5).Îáû÷íî ïðè ðåàëèçàöèè, êîìïîíåíòû íå âû÷èñëÿþòñÿ îòäåëüíî è íå ñêëà-äûâàþòñÿ, êàê â óðàâíåíèè (8). Âçàìåí ýòîãî ðåøåíèå íàõîäèòñÿ êàê ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîðíîãî ïîëÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäûé êîì-ïîíåíò åñòü øàã, êîòîðûé áåðåò ïîëå íà âõîä è ïðîèçâîäèò íîâîå ïîëå íà âûõîä.Ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð S, êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (8)çà îäèí øàã ïî âðåìåíè. Îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïå-ðàòîðîâ àäâåêöèè (A), äèôôóçèè (D), ïðèëîæåíèå ñèë (F) è ïðîåêöèÿ (P):

S = P ◦ F ◦ D ◦A. (9)Òàêèì îáðàçîì, øàã àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåí
S(u) = P ◦ F ◦ D ◦A(u).Îïåðàòîðû ïðèìåíÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî; ïåðâûé � àäâåêöèÿ, çà êîòîðûì ñëå-äóåò äèôôóçèÿ, ïðèëîæåíèå ñèë è ïðîåêöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî âðåìÿ îïóñêàåòñÿçäåñü äëÿ ÿñíîñòè, íî íà ïðàêòèêå øàã ïî âðåìåíè äîëæåí áûòü èñïîëüçîâàíâ âû÷èñëåíèè êàæäîãî îïåðàòîðà. Òåïåðü ðàçáåðåì áîëåå âíèìàòåëüíî øàãèàäâåêöèè è äèôôóçèè, à çàòåì ïîäîéäåì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé Ïóàññîíà.Ïåðåìåùåíèå ïîòîêà. Àäâåêöèÿ � ïðîöåññ, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî ñêîðîñòüôëþèäà ïåðåìåùàåò ôëþèä è äðóãèå âåëè÷èíû âî ôëþèäå. ×òîáû âû÷èñëèòüðåçóëüòàò àäâåêöèè, íåîáõîäèìî ñêîððåêòèðîâàòü çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû â êàæäîéòî÷êå ñåòêè. Ïîñêîëüêó ìû âû÷èñëÿåì, êàê âåëè÷èíà ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü ïîëÿñêîðîñòè, òî ëåã÷å ïðåäñòàâèòü êàæäóþ ÿ÷åéêó ñåòêè êàê ÷àñòèöó. Ñíà÷àëà ïî-ïûòàåìñÿ âû÷èñëèòü ðåçóëüòàò àäâåêöèè, äëÿ ýòîãî îáíîâèì çíà÷åíèÿ âåëè÷èííà ñåòêå òàê, êàê áóäòî äâèãàåòñÿ ñèñòåìà ÷àñòèö. Ïåðåìåñòèì ïîçèöèþ r êàæ-äîé ÷àñòèöû âïåðåä âäîëü ïîëÿ ñêîðîñòåé íà ðàññòîÿíèå, êîòîðîå îíà ïðîéäåòçà âðåìÿ dt:
r(t+ δt) = r(t) + u(t)δt.



60 Þ.Â. Ôðîëîâà, Â.Â. Êîðîáèöûí. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ôëþèäîâ. . .Âû ìîæåòå ïîíèìàòü ýòî êàê ìåòîä Ýéëåðà. Ýòî ïðîñòîé ìåòîä äëÿ ÿâíîãîèíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èìåþòñÿ áîëååòî÷íûå ìåòîäû, íàïðèìåð ìåòîä ñðåäíåé òî÷êè èëè ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû.Èìååòñÿ äâå ïðîáëåìû ñ ýòèì ïîäõîäîì: ïåðâàÿ ýòî òî, ÷òî ÿâíûå ìåòîäûíåóñòîé÷èâû ïðè áîëüøèõ øàãàõ ïî âðåìåíè, è ðåøåíèå ìîæåò óéòè â áåñêî-íå÷íîñòü (¾âçîðâàòüñÿ¿), åñëè âåëè÷èíà u(t)dt áîëüøå ðàçìåðà îäíîé ÿ÷åéêèñåòêè. Âòîðàÿ ïðîáëåìà õàðàêòåðíà äëÿ ðåàëèçàöèé íà GPU. Ïðè ìîäåëèðîâà-íèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ôðàãìåíòíûõ øåéäåðîâ íåâîçìîæíî èçìåíèòü ïîçèöèèôðàãìåíòîâ. À ýòîò ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ òðåáóåò âîçìîæíîñòè ¾ïåðåìåùàòü¿÷àñòèöû, ÷òî íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî íà èìåþùèõñÿ GPU.Äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé ïðîáëåìû âîñïîëüçóåìñÿ íåÿâíûì ìåòîäîì [11]. Ïðåæ-äå ÷åì âû÷èñëèòü àäâåêöèþ âåëè÷èíû, ïåðåìåñòèì ÷àñòèöó èç òåêóùåé ïîçèöèèâ ïðåäûäóùóþ, èñïîëüçóÿ òåêóùóþ ñêîðîñòü è îòðèöàòåëüíûé øàã ïî âðåìåíè.Âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó â ýòîé òî÷êå è ïåðåíîñèì åå â ñòàðòîâóþ ÿ÷åéêó ñåòêè.×òîáû îáíîâèòü âåëè÷èíó q (ýòî ìîæåò áûòü ñêîðîñòü, ïëîòíîñòü, òåìïåðàòóðàèëè ëþáàÿ âåëè÷èíà, íåñîìàÿ ôëþèäîì), èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
q

(
x, t+ δt

)
= q

(
x− u(x, t)δt, t

)
. (10)Íå òîëüêî ëåãêî ðåàëèçîâàòü ýòîò ìåòîä íà GPU, íî è, êàê ïîêàçàë Äæ. Ñòàì,ðåøåíèå áóäåò óñòîé÷èâûì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ øàãîâ ïî âðåìåíè è ëþáûõ ñêî-ðîñòåé. Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíî âû÷èñëåíèå àäâåêöèè â ÿ÷åéêå, âûäåëåííîéäâîéíûì êðóãîì. Ïîëå ñêîðîñòè ïåðåìåùàåòñÿ íàçàä âî âðåìåíè íà âåêòîð x.Ñ ïîìîùüþ áèëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ÷åòûðåõ âåëè÷èí ñåòêè, ñîñåäíèõ ê x(ïîìå÷åíû êâàäðàòîì), ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ â ñòàðòîâóþÿ÷åéêó ñåòêè.

Ðèñ. 3. Âû÷èñëåíèå àäâåêöèè ôëþèäàÄèôôóçèÿ âÿçêîñòè. Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, âÿçêèå ôëþèäû ñîïðîòèâëÿ-þòñÿ ïåðåìåùåíèþ â ïîòîêå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äèôôóçèè (èëè ðàññå-èâàíèÿ) ñêîðîñòè. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ
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∂u

∂t
= ν∇2u. (11)Òàê æå, êàê äëÿ àäâåêöèè, åñòü íåñêîëüêî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.Ïðîñòîé ïîäõîä ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ÿâíîé ñõåìû

u(x, t+ δt) = u(x, t) + νδt∇2u(x, t).Â ýòîì óðàâíåíèè ∇2 � äèñêðåòíàÿ ôîðìà îïåðàòîðà Ëàïëàñà (3). Ïîäîáíîÿâíîìó ìåòîäó Ýéëåðà äëÿ âû÷èñëåíèÿ àäâåêöèè, ýòîò ìåòîä íåóñòîé÷èâ äëÿáîëüøèõ âåëè÷èí δt è ν [12]. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ ðàáîòå Äæ. Ñòàìà, ñíîâà èñïîëü-çóåì íåÿâíóþ ñõåìó äëÿ óðàâíåíèÿ (11):
(
I− νδt∇2

)
u(x, t+ δt) = u(x, t), (12)ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ýòà ñõåìà óñòîé÷èâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî øàãà ïîâðåìåíè è ëþáîé âÿçêîñòè. Ýòî óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ñêî-ðîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äåêîìïîçèöèè Ãåëüìãîëüöà-Õîäæà çàêàí-÷èâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ. Îáà ýòèõ óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòüðåøåíû èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ðåëàêñàöèè.Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Íåîáõîäèìî ðåøèòü äâà óðàâíåíèÿ Ïóàñ-ñîíà: äëÿ äàâëåíèÿ è äëÿ äèôôóçèè âÿçêîñòè. Óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà õîðîøîèçó÷åíû. Èñïîëüçóåì èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ íà÷àëüíîãî ïðè-áëèæåíèÿ, óëó÷øàåì ðåøåíèå íà êàæäîé èòåðàöèè.Äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àë-ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b, ãäå x � âåêòîð âåëè÷èí, äëÿ êîòîðûõ èùåìðåøåíèå (p èëè u â íàøåì ñëó÷àå), b � âåêòîð êîíñòàíò, A � ìàòðèöà. Â íà-øåì ñëó÷àå A ïðåäñòàâëÿåò îïåðàòîð Ëàïëàñà ∇2, òàê ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòèõðàíèòü A êàê ìàòðèöó. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñòàðòóåò ñ íà÷àëüíîãîïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ x(0), è íà êàæäîì øàãå k âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå óëó÷øåííîåðåøåíèå x(k). Íàäñòðî÷íûì èíäåêñîì óêàçûâàåòñÿ íîìåð èòåðàöèè. Ïîæàëóé,ñàìûì ïðîñòûì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä ßêîáè.Âèä èòåðàöèè ßêîáè äëÿ ÑËÀÓ ìîæíî íàéòè â [3].Áîëåå èçîùðåííûå ìåòîäû, òàêèå êàê ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è ìíî-ãîñåòî÷íûé ìåòîä, ñõîäÿòñÿ áûñòðåå, íî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ßêîáè èç-çàïðîñòîòû ðåàëèçàöèè. Äðóãèå ìåòîäû ìîæíî íàéòè â ëèòåðàòóðå [1, 4, 9].Óðàâíåíèÿ (7) è (12) âûãëÿäÿò ïî-ðàçíîìó, íî îáà ìîãóò áûòü äèñêðåòèçè-ðîâàíû, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (3), è çàïèñàíû â âèäå

x
(k+1)
i,j =

x
(k)
i−1,j + x

(k)
i+1,j + x

(k)
i,j−1 + x

(k)
i,j+1 + αbi,j

β
, (13)ãäå α è β � êîíñòàíòû. Çíà÷åíèÿ x, b, α è β ðàçëè÷íû äëÿ äâóõ óðàâíåíèé. Âóðàâíåíèè Ïóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ x ïðåäñòàâëÿåò p, b ïðåäñòàâëÿåò ∇ ·w, α =
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−(δx)2 è β = 4. Äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè âÿçêîñòè êàê x, òàê è b ïðåäñòàâëÿþò
u, α = (δx)2/(νδt) è β = 4 + α.Ïðèâåäåíèå äâóõ óðàâíåíèé ê îäíîìó âèäó ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îäèíèñõîäíûé êîä äëÿ ðåøåíèÿ îáîèõ óðàâíåíèé. ×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïðîñòîçàïóñêàåì ìíîæåñòâî èòåðàöèé, â êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà (13) ê êàæ-äîé ÿ÷åéêå ñåòêè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé èòåðàöèè
x(k) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäóþùåé x(k+1). Òàê êàê èòåðàöèîííûé ìåòîä ßêîáèñõîäèòñÿ ìåäëåííî, òî íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ìíîãî èòåðàöèé. Ïîñêîëüêó èòå-ðàöèè ìåòîäà ßêîáè ïðîñòû â èñïîëíåíèè íà GPU, òî ìîæíî âûïîëíèòü ìíîãîèòåðàöèé â òå÷åíèå êîðîòêîãî ìîìåíòà âðåìåíè.Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ëþáàÿ çàäà÷à ñ äèôôåðåíöèàëüíûìèóðàâíåíèÿìè, îïðåäåëåííàÿ â êîíå÷íîé îáëàñòè, òðåáóåò çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõóñëîâèé. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñïîñîáåèçìåíåíèÿ çíà÷åíèé íà ãðàíèöå îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ ðåøå-íèÿ çàäà÷è, ìåíÿþùåéñÿ ñî âðåìåíåì, íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.Â íàøåì ñëó÷àå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ôëþèä èìååò íóëåâóþ ñêîðîñòüè íóëåâîå äàâëåíèå â êàæäîé òî÷êå. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òðåáóþò äàëüíåéøåãîîáñóæäåíèÿ.Íà êàæäîì øàãå ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ äâóõ âåëè÷èí � ñêîðîñòè è äàâëå-íèÿ, ïîýòîìó íåîáõîäèìû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îáîèõ óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêóôëþèä ìîäåëèðóåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôëþèäíàõîäèòñÿ âíóòðè ÿùèêà è íå ìîæåò ïðîòå÷ü ñêâîçü ñòîðîíû ÿùèêà. Äëÿ ñêîðî-ñòè íà ãðàíèöå èñïîëüçóåì óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ ôëþèäà ñêâîçü ãðàíèöû, ÷òîçàäàåòñÿ ñòðåìëåíèåì ñêîðîñòè ê íóëþ íà ãðàíèöàõ. Êîððåêòíîå ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ äàâëåíèÿ òðåáóåò ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Íåéìàíà: ∂p/∂n = 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ãðàíèöå, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â íàïðàâëåíèè íîð-ìàëè ê ãðàíèöå ðàâíà íóëþ. Ñíîâà âåðíåìñÿ ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â êîíöåïóíêòà 3.3. ÐåàëèçàöèÿÒåïåðü, êîãäà ïîíÿòåí ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è, ìîæíî ïåðåéòè ê ðåàëèçàöèè.Ïðèâåäåì ïñåâäîêîä àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ îäíîãî øàãà ïî âðåìåíè. Ïåðåìåí-íûå u è p ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ õðàíåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè è ïîëÿ äàâëåíèÿ ñîîò-âåòñòâåííî.// ïðèìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî 3 îïåðàòîðà èç óðàâíåíèÿ (9).u = advect(u);u = diffuse(u);u = addForces(u);// çàòåì ïðèìåíèì ê ðåçóëüòàòó îïåðàòîð ïðîåêöèè.p = computePressure(u);u = subtractPressureGradient(u, p);



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 63Íà ïðàêòèêå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ äëÿ âû-ïîëíåíèÿ îïåðàöèé. Íàïðèìåð, ïñåâäîêîä øàãà âû÷èñëåíèÿ àäâåêöèè:uTemp = advect(u);swap(u, uTemp);Ýòîò ïñåâäîêîä íå ñîäåðæèò ñïåöèôè÷åñêèõ äåòàëåé ðåàëèçàöèè. Ôàêòè÷åñêèýòîò ïñåâäîêîä ïðèìåíèì äëÿ ðåàëèçàöèè è íà CPU, è íà GPU. Íàøà îñíîâíàÿöåëü âûïîëíèòü âñå øàãè íà GPU. Âû÷èñëåíèå òàêîãî ðîäà íà GPU èìåþòñâîþ ñïåöèôèêó, ïîýòîìó ïðîâåäåì íåêîòîðûå àíàëîãèè ìåæäó äåéñòâèÿìè ïðèìîäåëèðîâàíèè ôëþèäîâ íà CPU è íà GPU.3.1. CPU�GPU-àíàëîãèèÎñíîâîé ëþáîãî êîìïüþòåðà ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè ïàìÿòè è ïðîöåññîðà, ñëåäîâà-òåëüíî, ëþáîå ïðèëîæåíèå äîëæíî ó÷èòûâàòü ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõè âû÷èñëåíèé. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷èÿ ìåæäó CPU è GPU â ýòîì îòíîøåíèè.Òåêñòóðû = Ìàññèâû. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ôëþèäà ïðåäñòàâëÿåò äàí-íûå íà äâóìåðíîé ñåòêå. Åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ñåòêè íà CPU � ìàñ-ñèâ. Àíàëîã ìàññèâà íà GPU � òåêñòóðà. Õîòÿ òåêñòóðû íå òàêèå ãèáêèå, êàêìàññèâû, íî èõ ãèáêîñòü ïîñòîÿííî óëó÷øàåòñÿ ñ ðàçâèòèåì ãðàôè÷åñêèõ àï-ïàðàòíûõ ñðåäñòâ. Òåêñòóðû íà ñîâðåìåííûõ GPU ïîääåðæèâàþò âñå îñíîâíûåîïåðàöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôëþèäà. Ïîñêîëüêóòåêñòóðû îáû÷íî èìåþò òðè èëè ÷åòûðå öâåòîâûõ êàíàëà, òî îíè îáåñïå÷èâàþòåñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðíûõ òèïîâ äàííûõ îò äâóõ äî ÷åòûðåõ êîì-ïîíåíò. Êðîìå òîãî, ìíîãî÷èñëåííûå ñêàëÿðíûå ïîëÿ ìîãóò áûòü ñîõðàíåíû âîäíîé òåêñòóðå. Îñíîâíàÿ îïåðàöèÿ � ÷òåíèå èç ìàññèâà (èëè ïàìÿòè), êîòîðàÿâûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè ïðîñìîòðà òåêñòóðû. Òàêèì îáðàçîì,àíàëîãîì èíäåêñà ìàññèâà ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòà â òåêñòóðå íà GPU. Íåîáõîäè-ìû, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå òåêñòóðû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ôëþèäà: îäíàäëÿ ñêîðîñòè è îäíà äëÿ äàâëåíèÿ. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà íåîáõîäèìà äîïîë-íèòåëüíàÿ òåêñòóðà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âåëè÷èíû, ïåðåìåùàåìûå ôëþèäîì.Òåëî öèêëà = Ôðàãìåíò ïðîãðàììû. Ïðè ðåàëèçàöèè íà CPU â öèêëåâûïîëíÿåòñÿ ìíîæåñòâî øàãîâ àëãîðèòìà, èñïîëüçóÿ ïàðó âëîæåííûõ öèêëîâäëÿ ïîâòîðåíèÿ îïåðàöèé íàä êàæäîé ÿ÷åéêîé â ñåòêå. Â êàæäîé ÿ÷åéêå ñåòêèâûïîëíÿþòñÿ îäèíàêîâûå âû÷èñëåíèÿ. GPU íå èìååò âîçìîæíîñòè âûïîëíÿòüâíóòðåííèé öèêë íàä êàæäûì òåêñåëåì (ýëåìåíò òåêñòóðû) â òåêñòóðå. Òåì íåìåíåå, ôðàãìåíòíûé êîíâåéåð ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âûïîëíåíèÿ îäèíàêîâûõ âû-÷èñëåíèé íà êàæäîì ôðàãìåíòå. Ïðîãðàììèñò ïðåäñòàâëÿåò ýòî, êàê áóäòî åñòüîòäåëüíûé ïðîöåññîð äëÿ êàæäîãî ôðàãìåíòà, è âñå ôðàãìåíòû îáíîâëÿþòñÿîäíîâðåìåííî. Íà ÿçûêå ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ýòà ìîäåëü èçâåñòíàêàê SIMD (îäèí ïîòîê êîìàíä - ìíîãî ïîòîêîâ äàííûõ). Òàêèì îáðàçîì, àíàëîãîáðàáîòêè âëîæåííûõ öèêëîâ íàä ìàññèâîì � ôðàãìåíòíàÿ ïðîãðàììà íà GPU,ïðèìåíÿåìàÿ ê êàæäîìó ôðàãìåíòó ìåòîäîì SIMD.



64 Þ.Â. Ôðîëîâà, Â.Â. Êîðîáèöûí. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ôëþèäîâ. . .Îáðàòíàÿ ñâÿçü = Êîððåêöèÿ òåêñòóðû. Â ïóíêòå 2.4 îïèñàíî, êàê èñ-ïîëüçóåòñÿ èòåðàöèÿ ßêîáè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ýòîò èòåðàöè-îííûé ìåòîä èñïîëüçóåò ðåçóëüòàò èòåðàöèè êàê âõîäíûå äàííûå äëÿ ñëåäó-þùåé èòåðàöèè. Òàêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü îáû÷íà äëÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïðèðåàëèçàöèè íà CPU îáðàòíàÿ ñâÿçü òðèâèàëüíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâà-íèåì ïåðåìåííûõ è ìàññèâîâ, ê êîòîðûì èìååòñÿ äîñòóï íà ÷òåíèå è çàïèñü.Ôðàãìåíòíûé ïðîöåññîð íà GPU âñåãäà çàïèñûâàåò ðåçóëüòàò â áóôåð êàäðîâ.Êàäðîâûé áóôåð ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê äâóìåðíûé ìàññèâ, êîòîðûé íåìîæåò áûòü íàïðÿìóþ ïðî÷èòàí. Åñòü äâà ïóòè ïîëó÷èòü ñîäåðæàíèå êàäðîâîãîáóôåðà â òåêñòóðó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðî÷èòàíà:
• ñêîïèðîâàòü â òåêñòóðó (CTT) � ñîäåðæàíèå êàäðîâîãî áóôåðà êîïèðó-åòñÿ â òåêñòóðó;
• ðåíäåð â òåêñòóðó (RTT) � èñïîëüçóåòñÿ òåêñòóðà êàê êàäðîâûé áóôåð,êóäà GPU ìîæåò íàïðÿìóþ çàïèñûâàòü.Ôóíêöèè CTT è RTT îäèíàêîâî õîðîøè. Âûáîð ôóíêöèè çàâèñèò îò êîíêðåò-íîé ðåàëèçàöèè. Äàëåå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðåàëèçîâàíà îïåðàöèÿ çàïèñè â òåêñòóðó.Ðàíåå óïîìèíàëîñü, ÷òî íà ïðàêòèêå êàæäûå èç ïÿòè øàãîâ àëãîðèòìà çàíî-ñÿò ðåçóëüòàò âî âðåìåííóþ ñåòêó, çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ñåòîê (ñâî-ïèíã). Ôóíêöèÿ RTT òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ òåêñòóð äëÿ îñóùåñòâëåíèÿîáðàòíîé ñâÿçè, ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû ÷òåíèÿ èç òåêñòóðû íå îïðåäåëåíû, ïîêàïðîèñõîäèò ðåíäåðèíã. Ïåðåñòàíîâêà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî îáìåíîìèäåíòèôèêàòîðîâ òåêñòóð. Ñëåäîâàòåëüíî, âðåìåííûå çàòðàòû ôóíêöèè RTTïîñòîÿííû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ CTT òðåáóåò òîëüêî îäíîé òåêñòóðû.Êàäðîâûé áóôåð èñïîëüçóåòñÿ êàê âðåìåííàÿ ñåòêà, è ïåðåñòàíîâêà ìîæåò áûòüâûïîëíåíà êîïèðîâàíèåì äàííûõ èç êàäðîâîãî áóôåðà â òåêñòóðó. Âðåìåííûåçàòðàòû ýòîãî êîïèðîâàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû ðàçìåðó òåêñòóðû.3.2. Ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèèØàãè ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäåëèì íà ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè. Êàæäàÿ òàêàÿ îïåðà-öèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ îáðàáîòêó îäíîãî èëè áîëåå ôðàãìåíòîâ (çà÷àñòóþ âñåõ) âêàäðîâîì áóôåðå àêòèâíîé ôðàãìåíòíîé ïðîãðàììîé, çàâåðøàåìîé îáíîâëåíè-åì òåêñòóðû. Îáðàáîòêà ôðàãìåíòà óïðàâëÿåòñÿ ðåíäåðèíãîì ãåîìåòðè÷åñêèõïðèìèòèâîâ. Èñïîëüçóåìûå â ýòîì ïðèëîæåíèè ïðèìèòèâû ïðîñòû: ëèáî ïðÿ-ìîóãîëüíèê, ëèáî îòðåçîê.Ñóùåñòâóåò äâà òèïà ôðàãìåíòîâ äëÿ îáðàáîòêè â êàæäîé ýëåìåíòàðíîéîïåðàöèè: âíóòðåííèå ôðàãìåíòû è ãðàíè÷íûå ôðàãìåíòû. Íàøà äâóìåðíàÿñåòêà èìååò ãðàíèöó, ñîñòàâëåííóþ èç ïåðèìåòðà, øèðèíîé â îäíó ÿ÷åéêó.Îáû÷íî âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íû äëÿ ÿ÷ååê âíóòðè è íà ãðàíèöå. Äëÿ îáíîâëåíèÿâíóòðåííèõ ôðàãìåíòîâ ðèñóåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, ïîêðûâàþùèé âåñü êàäðîâûéáóôåð, çà èñêëþ÷åíèåì ãðàíèöû, øèðèíîé â îäíó ÿ÷åéêó. Ãðàíèöà âûâîäèòñÿ ñïîìîùüþ ÷åòûðåõ îòðåçêîâ. Ðåàëèçóþòñÿ îòäåëüíûå ôðàãìåíòíûå ïðîãðàììûäëÿ âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ ÿ÷ååê. Ñìîòðè ðèñóíîê 4.
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Ðèñ. 4. Ïðèìèòèâû, èñïîëüçóåìûå äëÿ îáíîâëåíèÿ âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ ÿ÷ååê ñåòêè3.3. Ðåàëèçàöèÿ ôðàãìåíòíûõ ïðîãðàììÒåïåðü ìû çíàåì øàãè àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ è êàê âûïîëíÿþòñÿýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè. Ïðèñòóïèì ê íàïèñàíèþ ôðàãìåíòíûõ ïðîãðàìì äëÿâûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé â êàæäîé ÿ÷åéêå.Ïåðåìåùåíèå ïîòîêà. Ðåàëèçàöèÿ ôðàãìåíòíîé ïðîãðàììû äëÿ àäâåêöèèïðèâåäåíà â ëèñòèíãå 1, êîòîðàÿ ïî÷òè ïîâòîðÿåò óðàâíåíèå (10). Èìååòñÿ îäíîíåçíà÷èòåëüíîå îòëè÷èå. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû òåêñòóðû èçìåíÿþòñÿ â äèà-ïàçîíå îòëè÷íîì îò êîîðäèíàò îáëàñòè ìîäåëèðîâàíèÿ (êîîðäèíàòû òåêñòóðû� â äèàïàçîíå [0, N ], ãäå N � ðàçðåøåíèå ñåòêè), íåîáõîäèìî ìàñøòàáèðîâàòüñêîðîñòü â ïðîñòðàíñòâî ñåòêè. Ýòî îòðàæåíî â êîäå Cg ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿëîêàëüíîé ñêîðîñòè íà ïàðàìåòð rdx, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò îáðàòíóþ âåëè÷è-íó øàãà ñåòêè δx. Ñïîñîá çàâîðà÷èâàíèÿ òåêñòóðû äîëæåí áûòü óñòàíîâëåí íàCLAMP_TO_EDGE, ÷òîáû çíà÷åíèÿ, âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû äèàïàçîíà [0, N ],áûëè ïðèêðåïëåíû ê ãðàíè÷íûì òåêñåëÿì. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíî îá-ðàáàòûâàþò ýòè òåêñåëè, êàê áóäåò îïèñàíî íèæå.Ëèñòèíã 1. Ôðàãìåíòíàÿ ïðîãðàììà äëÿ àäâåêöèèvoid advect(float2 coords : WPOS, // êîîðäèíàòû ñåòêèout float4 xNew : COLOR, // ðåçóëüòàò àäâåêöèè qtyuniform float timestep,uniform float rdx, // 1 / dxuniform samplerRECT u, // âõîäíîå ïîëå ñêîðîñòèuniform samplerRECT x) // qty äëÿ àäâåêöèè{ // ó÷èòûâàÿ ïîëå ñêîðîñòè, äåëàåì "øàã íàçàä"float2 pos = coords - timestep * rdx * f2texRECT(u, coords);// èíòåðïîëèðóåì è çàïèñûâàåì ðåçóëüòàòxNew = f4texRECTbilerp(x, pos);}



66 Þ.Â. Ôðîëîâà, Â.Â. Êîðîáèöûí. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ôëþèäîâ. . .Â ýòîì êîäå ïàðàìåòð u ÿâëÿåòñÿ òåêñòóðîé ïîëÿ ñêîðîñòè, à x � ïîëå, êî-òîðîå áóäåò ïîëó÷åíî ïîñëå àäâåêöèè. Ýòî ìîæåò áûòü ñêîðîñòüþ èëè ëþáîéäðóãîé âåëè÷èíîé, íàïðèìåð êîíöåíòðàöèÿ êðàñêè. Ôóíêöèÿ f4texRECTbilerp()âûïîëíÿåò áèëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ ÷åòûðåõ òåêñåëåé, áëèæàéøèõ ê òî÷êåñ âû÷èñëåííûìè òåêñòóðíûìè êîîðäèíàòàìè. Ïîñêîëüêó ñîâðåìåííûå GPU íåïîääåðæèâàþò àâòîìàòè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ â òåêñòóðàõ ñî çíà-÷åíèÿìè ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé, òî íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ýòî ñ ïîìîùüþ äàí-íîé ôóíêöèè.Äèôôóçèÿ âÿçêîñòè. Îïèñàíèå èòåðàöèè ìåòîäà ßêîáè, ïðèâåäåííîå âûøåâ ïóíêòå 2.4, ðåàëèçîâàíî ôðàãìåíòíîé ïðîãðàììîé â ëèñòèíãå 2.Ëèñòèíã 2. Ôðàãìåíòíàÿ ïðîãðàììà èòåðàöèè ßêîáè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ Ïóàññîíàvoid jacobi(half2 coords : WPOS, // êîîðäèíàòû íà ñåòêåouthalf4 xNew : COLOR, // ðåçóëüòàòuniform half alpha,uniform half rBeta, // 1/ betauniform samplerRECT x, // âåêòîð x (Ax = b)uniform samplerRECT b) // âåêòîð b (Ax = b){ // ëåâàÿ, ïðàâàÿ, íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ÿ÷åéêè ê xhalf4 xL = h4texRECT(x, coords - half2(1, 0));half4 xR = h4texRECT(x, coords + half2(1, 0));half4 xB = h4texRECT(x, coords - half2(0, 1));half4 xT = h4texRECT(x, coords + half2(0, 1));// ÿ÷åéêà b èç öåíòðàhalf4 bC = h4texRECT(b, coords);// âûïîëíåíèå èòåðàöèè ßêîáèxNew = (xL + xR + xB + xT + alpha * bC) * rBeta;} Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð rBeta � ýòî îáðàòíàÿ âåëè÷èíà ê β èç ôîðìó-ëû (13). Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè óñòàíàâëèâàåòñÿ alpha= (δx)2/(νδt),rBeta= 1/
(
4 + (δx)2/(νδt)

), à òàêæå ïàðàìåòðû x è b íà òåêñòóðó ïîëÿ ñêîðî-ñòè. Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (îáû÷íî îò 20 äî 50,áîëüøåå êîëè÷åñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû óìåíüøèòü îøèáêó).Ïðèëîæåíèå ñèë. Ñàìûé ïðîñòîé øàã àëãîðèòìà � ýòî âû÷èñëåíèå óñêîðå-íèÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë. Â ìîäåëèðóþùåì ïðèëîæåíèè èìïóëüñ âíåø-íåé ñèëû ìîæíî ïðèêëàäûâàòü ê ôëþèäó ïîñðåäñòâîì íàæàòèÿ è ïåðåìåùåíèÿìûøè. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ðèñóåì ïÿòíî â òåêñòóðå ïîëÿ ñêîðîñòåé â ïîçèöèè



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 67ùåë÷êà ìûøè. Öâåò ïÿòíà êîäèðóåò ñèëó è íàïðàâëåíèå èìïóëüñà: êðàñíûé êà-íàë ñîäåðæèò âåëè÷èíó âäîëü îñè x, à çåëåíûé êàíàë ñîäåðæèò âåëè÷èíó âäîëüîñè y. Ïÿòíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ äâóìåðíîé Ãàóññîâñêîé ¾øàïî÷êîé¿.Èñïîëüçóåì ôðàãìåíòíóþ ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êèïðèëîæåíèÿ èìïóëüñà. Çàòåì äîáàâëÿåì âåëè÷èíó c ê öâåòó
c = Fδt exp

(
(x− xp)

2 + (y − yp)
2

r

)
,çäåñü F � ñèëà, âû÷èñëåííàÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ è íàïðàâëåíèÿ ïå-ðåìåùåíèÿ ìûøè, r � çàäàííûé ðàäèóñ èìïóëüñà, (x, y) è (xp, yp) � ïîçèöèèôðàãìåíòà è èìïóëüñà (ùåë÷êà ìûøè) â êîîðäèíàòàõ îêíà ñîîòâåòñòâåííî.Ïðîåêöèÿ. Â íà÷àëå ýòîãî ïóíêòà óêàçûâàëîñü, ÷òî îïåðàòîð ïðîåêöèè ðå-àëèçóåòñÿ çà äâå îïåðàöèè: ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ pè âû÷èòàíèå ãðàäèåíòà p èç ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿ ñêîðîñòè. Äëÿ ýòîãî ïîòðå-áóþòñÿ òðè ôðàãìåíòíûå ïðîãðàììû: âûøåóïîìÿíóòàÿ ïðîãðàììà èòåðàöèèßêîáè, ïðîãðàììà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèâåðãåíöèè ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿ ñêîðî-ñòè, ïðîãðàììà äëÿ âû÷èòàíèÿ ãðàäèåíòà p èç ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿ ñêîðîñòè.Ïðîãðàììà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèâåðãåíöèè ïðèâåäåíà â ëèñòèíãå 3. Â êà÷å-ñòâå âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ íåå òðåáóþòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå ñêîðîñòè w èïîëîâèíà îáðàòíîé âåëè÷èíû øàãà ñåòêè halfrdx. Îíà âû÷èñëÿåò äèâåðãåíöèþñîãëàñíî êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ôîðìóëå, ïðèâåäåííîé â òàáëèöå 1.Ðåçóëüòàò äèâåðãåíöèè çàïèñûâàåòñÿ âî âðåìåííóþ òåêñòóðó, êîòîðàÿ çàòåìèñïîëüçóåòñÿ êàê âõîäíîé ïàðàìåòð b â ïðîãðàììå èòåðàöèè ßêîáè. Ïàðàìåòð xâ ïðîãðàììå èòåðàöèè ßêîáè óñòàíàâëèâàåòñÿ â òåêñòóðó ïîëÿ äàâëåíèÿ, êîòî-ðàÿ ïåðâîíà÷àëüíî èìååò âñå íóëåâûå çíà÷åíèÿ (äðóãèìè ñëîâàìè, íóëü èñïîëü-çóåòñÿ êàê íà÷àëüíîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ). Ïàðàìåòðû alpha èrBeta óñòàíîâëåíû êàê −(δx)2 è 1/4 ñîîòâåòñòâåííî.Äëÿ äîñòèæåíèÿ õîðîøåé ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü îò 40äî 80 èòåðàöèé ßêîáè. Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ßêîáè áóäåò âëèÿòüíà òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ. Åñëè êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ìåíüøå 20, òî îøèáêàóæå çàìåòíà. Èñïîëüçîâàíèå áîëüøåãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ïðèâîäèò ê áîëååïîäðîáíîé äåòàëèçàöèè è ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè, íî òðåáóåò áîëüøèõ âðåìåííûõçàòðàò äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ èòåðàöèè ßêîáè òåêñòóðà ïîëÿ äàâ-ëåíèÿ ïåðåäàåòñÿ êàê ïàðàìåòð p â ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòãðàäèåíò p ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èç òàáëèöû 1 è âû÷èòàåò åãî èç ïðîìåæóòî÷-íîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, õðàíÿùåãîñÿ â òåêñòóðå w. Ñìîòðè ëèñòèíã 4.Ëèñòèíã 3. Ôðàãìåíòíàÿ ïðîãðàììà âû÷èñëåíèÿ äèâåðãåíöèèvoid divergence(half2 coords : WPOS, // êîîðäèíàòû íà ñåòêåouthalf4 div : COLOR, // äèâåðãåíöèÿuniform half halfrdx, // 0.5 / øàã ñåòêèuniform samplerRECT w) // âåêòîðíîå ïîëå{



68 Þ.Â. Ôðîëîâà, Â.Â. Êîðîáèöûí. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ôëþèäîâ. . .half4 wL = h4texRECT(w, coords - half2(1, 0));half4 wR = h4texRECT(w, coords + half2(1, 0));half4 wB = h4texRECT(w, coords - half2(0, 1));half4 wT = h4texRECT(w, coords + half2(0, 1));div = halfrdx * ((wR.x - wL.x) + (wT.y - wB.y));} Ëèñòèíã 4. Ôðàãìåíòíàÿ ïðîãðàììà âû÷èòàíèÿ ãðàäèåíòàvoid gradient(half2 coords : WPOS, // êîîðäèíàòû íà ñåòêåout half4 uNew : COLOR, // íîâàÿ ñêîðîñòüuniform half halfrdx, // 0.5 / øàã ñåòêèuniform samplerRECT p, // ïîëå äàâëåíèÿuniform samplerRECT w) // ïîëå ñêîðîñòè{ half pL = h1texRECT(p, coords - half2(1, 0));half pR = h1texRECT(p, coords + half2(1, 0));half pB = h1texRECT(p, coords - half2(0, 1));half pT = h1texRECT(p, coords + half2(0, 1));uNew = h4texRECT(w, coords);uNew.xy -= halfrdx * half2(pR - pL, pT - pB);}Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ïóíêòå 2.4 îïðåäåëåíî, ÷òî íàø ôëþèä íàõîäèòñÿâ ¾ÿùèêå¿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ äëÿ ñêîðîñòè è ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà äëÿ äàâëåíèÿ. Â ïóíêòå 3.2 ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ ðåàëèçóþòñÿ ïî ïåðèìåòðó øèðèíîé â îäèí ïèêñåëü ñåòêè. Ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ îáíîâëÿþòñÿ ïðè ðèñîâàíèè îòðåçêîâ, èñïîëüçóÿ ôðàãìåíòíóþ ïðî-ãðàììó äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûõ.Ñíà÷àëà íàéäåì, êàê äàííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ñåòêè âëèÿåò íà âû÷èñëåíèåãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïðîòåêàíèÿ íà ãðàíèöå ñëåäóåò, ÷òîñêîðîñòü ðàâíÿåòñÿ íóëþ íà ãðàíèöå, à óñëîâèå Íåéìàíà äëÿ äàâëåíèÿ òðåáóåòðàâåíñòâà íóëþ ïðîèçâîäíîé äàâëåíèÿ ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå. Ãðàíèöà ïðîõî-äèò ìåæäó ãðàíè÷íîé ÿ÷åéêîé è áëèæàéøåé âíóòðåííåé ÿ÷åéêîé, íî çíà÷åíèÿíà ñåòêè îïðåäåëåíû â öåíòðàõ ÿ÷ååê. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòüãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ òàê, ÷òîáû ñðåäíåå ìåæäó çíà÷åíèÿìè â äâóõ ñìåæíûõÿ÷åéêàõ ê ãðàíèöå óäîâëåòâîðÿëî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.Íàïðèìåð, äëÿ ñêîðîñòè íà ëåâîé ãðàíèöå èìååì
u0,j + u1,j

2
= 0, j ∈ [0, N ], (14)ãäå N � ðàçðåøåíèå ñåòêè. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî óñòà-íîâèòü u0,j , ðàâíîå −u1,j . Óðàâíåíèå äàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 69Èñïîëüçóÿ ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷èì
p1,j − p0,j

δx
= 0. (15)Èç ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ p0,j âèäíî, ÷òî íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü çíà÷å-íèå âåëè÷èíû äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå, ðàâíîé âåëè÷èíå äàâëåíèÿ âî âíóòðåííåéñìåæíîé ÿ÷åéêå ê ãðàíèöå.Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîñòóþ ôðàãìåíòíóþ ïðîãðàììó êàê äëÿ äàâëåíèÿ,òàê è äëÿ ñêîðîñòè íà ãðàíèöå, ñìîòðè ëèñòèíã 5.Ëèñòèíã 5. Ôðàãìåíòíàÿ ïðîãðàììà äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèévoid boundary(half2 coords : WPOS, // êîîðäèíàòû íà ñåòêåhalf2 offset : TEX1, // ñìåùåíèå âäîëü ãðàíèöûout half4 bv : COLOR, // âûõîäíîå çíà÷åíèåuniform half scale, // ïàðàìåòð ìàñøòàáèðîâàíèÿuniform samplerRECT x) // ïîëå çíà÷åíèé{ bv = scale * h4texRECT(x, coords + offset);}

Ðèñ. 5. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà MxN-ñåòêåÍà ðèñóíêå 5 äåìîíñòðèðóåòñÿ ðàáîòà ýòîé ïðîãðàììû. Ïàðàìåòð x ïðåä-ñòàâëåí òåêñòóðîé (ïîëå ñêîðîñòè èëè äàâëåíèÿ), èç êîòîðîé ïðî÷èòûâàþò âíóò-ðåííèå âåëè÷èíû. Ïàðàìåòð o�set çàäàåò êîððåêòíîå ñìåùåíèå ê âíóòðåííåéÿ÷åéêå, ñìåæíîé ñ òåêóùåé ãðàíè÷íîé ÿ÷åéêîé. Ïàðàìåòð coords ñîäåðæèò ïî-çèöèþ â êîîðäèíàòàõ òåêñòóðû îáðàáàòûâàåìîãî ôðàãìåíòà, òàê ÷òî, ïðèáàâëÿÿñìåùåíèå ê íåìó, ïîëó÷àåì ñîñåäíèé òåêñåëü. Íà êàæäîé ãðàíèöå óñòàíàâëèâà-åòñÿ ñâîå ñìåùåíèå äëÿ ðåãóëèðîâàíèÿ êîîðäèíàò òåêñòóðû äëÿ òåêñåëåé, íà-õîäÿùèõñÿ âíóòðè îò ãðàíèöû. Äëÿ ëåâîé ãðàíèöû óñòàíîâëåíî çíà÷åíèå ñìå-ùåíèÿ (1, 0), ÷òîáû íàéòè ñîñåäíèé òåêñåëü ñïðàâà îò ãðàíèöû; äëÿ íèæíåé



70 Þ.Â. Ôðîëîâà, Â.Â. Êîðîáèöûí. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ôëþèäîâ. . .ãðàíèöû çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ � (0, 1); è òàê äàëåå. Ïàðàìåòð scale ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí äëÿ ìàñøòàáèðîâàíèÿ çíà÷åíèÿ, êîòîðîå ïåðåíîñèòñÿ íà ãðàíèöó.Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ñêîðîñòè ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò ðàâåí −1, àäëÿ äàâëåíèÿ 1, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðàâèëüíî ðåàëèçîâàòü óðàâíåíèÿ (14) è (15)ñîîòâåòñòâåííî.3.4. Òðè èçìåðåíèÿÏðåäñòàâëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôëþèäîâ � äâóìåðíà. Å¼ ëåãêîðàñøèðèòü äî òðåõìåðíîé. Âèä óðàâíåíèé ñóùåñòâåííî íå èçìåíèòñÿ, íî èõêîëè÷åñòâî óâåëè÷èòñÿ, ïîñêîëüêó âåêòîð ñêîðîñòè u = (u, v, w) áóäåò òðåõ-ìåðíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ôðàãìåíòíûå ïðîãðàììû äîëæíû áûòü ïåðåïèñàíû.Íàïðèìåð, â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿ÷åéêà èìååò ÷åòûðåõ ñîñåäåé, à â òðåõ-ìåðíîì � øåñòü.Áîëüøîå èçìåíåíèå êàñàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðíûõ è ñêàëÿðíûõ ïîëåé.Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òðåõìåðíûìè òåêñòóðàìè, íî àïïàðàòíûå ñðåäñòâà íåïîääåðæèâàþò òðåõìåðíûå òåêñòóðû ñî çíà÷åíèÿìè ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé. Ïî-ýòîìó ìîæíî óëîæèòü òðåõìåðíóþ òåêñòóðó â äâóìåðíóþ. Íàïðèìåð, ñåòêà32x32x32 ÿ÷åéêè óêëàäûâàåòñÿ ìîçàèêîé â äâóìåðíóþ òåêñòóðó 256x128 ÿ÷ååê.Ýòîò ìåòîä íàçûâàþò ïëîñêèìè 3D òåêñòóðàìè, áîëåå ïîäðîáíî îí îïèñàí â [5].4. ÏðèìåðûÏðèâåäåì ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ôëþèäîâ íà CPU è GPU.
Ðèñ. 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàäðîâ ìîäåëèðîâàíèÿ îáëàêîâÏåðâûé ïðèìåð (ðèñ. 6) ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíî-ãî èçîáðàæåíèÿ îáëàêîâ, ðåàëèçîâàííîå Ì. Õàððèñîì [7] íà îñíîâå óðàâíåíèÿÍàâüå-Ñòîêñà. Òàêæå â ìîäåëèðîâàíèè ó÷èòûâàþòñÿ ñèëà âûòàëêèâàíèÿ è ñè-ëà òîðìîæåíèÿ òóðáóëåíòíîñòè. Ðåøåíèå óðàâíåíèé îñíîâàíî íà äåêîìïîçèöèèÃåëüìãîëüöà-Õîäæà. Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàäðîâ ìîäåëè-ðîâàíèÿ íà ñåòêå ñ ðàçðåøåíèåì 128x128 ÿ÷ååê.Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåí êàäð èìèòàöèè ïîëåòà ñ îòîáðàæåíèåì îáëàêîâ. Îáëàêàãåíåðèðóþòñÿ â âèäå ìíîæåñòâà ÷àñòèö ðàçëè÷íûõ ôîðì è ïëîòíîñòåé. Íà-ëîæåíèå èçîáðàæåíèé îáëàêîâ îáåñïå÷èâàåò âïîëíå ðåàëüíîå âîñïðîèçâåäåíèåîáúåìà. Ïîäðîáíåå ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòå Ì. Õàððèñà è À. Ëàñòðà [8].
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Ðèñ. 7. Èìèòàöèÿ òðåõìåðíûõ îáëàêîâ
Ðèñ. 8. Èìèòàöèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ äûìàÂ ðàáîòå Äæ. Ñòàìà [12] ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà óñòîé÷èâûõ ôëþèäîâ ïðîäå-ìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ äûìà (ðèñ. 8). Óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà áûëè ðåàëèçîâàíû íà òðåõìåðíîé ñåòêå. Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü íàCPU.Äæ. Êðþãåð è Ð. Âåñòåðìàíí â ðàáîòå [9] äåìîíñòðèðóþò ìîäåëü äâóìåðíîéïîâåðõíîñòè âîäû êàê ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî àâòîðàìè àëãî-ðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà GPU (ðèñ. 9).Â ðàáîòå Â. Ëè, Æ. Ôàíà, Ê. Âåéÿ è À. Êàóôìàíà [10] ïðåäñòàâëåíà ìîäåëüïîòîêà ôëþèäà, îñíîâàííàÿ íà ñåòî÷íîì ìåòîäå Áîëüöìàíà (Lattice BoltzmannMethod, LBM). Ðèñóíîê 10 ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîòîêà, îáòå-êàþùåãî ðàçëè÷íûå ïðåïÿòñòâèÿ: íåïîäâèæíàÿ âàçà, äâèæóùàÿñÿ ñôåðà, ïëû-âóùàÿ ìåäóçà. Àâòîðû ìîäåëè îòìå÷àþò, ÷òî ïðè äâèæåíèè ìåäóçà äåôîðìè-ðóåò ñâîå òåëî, ïîýòîìó èçìåíÿåòñÿ ãðàíèöà ìåæäó æèäêîñòüþ è òåëîì ìåäóçû.Ëèíèÿìè íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïîòîêà. Âñå ýòàïû

Ðèñ. 9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàäðîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè âîäû
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Ðèñ. 10. Èìèòàöèÿ ïîëÿ ïîòîêà îáòåêàíèÿ ïðåäìåòîââû÷èñëåíèÿ è îòîáðàæåíèÿ âûïîëíÿëèñü íà GPU â ðåàëüíîì âðåìåíè.Ëèòåðàòóðà1. Bolz, J. Sparse Matrix Solvers on the GPU: Conjugate Gradients and Multigrid /J. Bolz, I. Farmer, E. Grinspun, P. Schr�oder // Proceedings of SIGGRAPH. � 2003. �P. 917�924.2. Chorin, A.J. A Mathematical Introduction to Fluid Mechanics / A.J. Chorin,J.E. Marsden. � Springer-Verlag, 1993.3. Golub, G.H. Matrix Computations / G.H. Golub, C.F. van Loan. � The Johns HopkinsUniversity Press, 1996.4. Goodnight, N. A Multigrid Solver for Boundary Value Problems Using GraphicsHardware / N. Goodnight, C. Woolley, G. Lewin, D. Luebke, G. Humphreys //Proceedings of the ACM SIGGRAPH/EUROGRAPHICS Conference on GraphicsHardware. � 2003. � P. 102�111.5. Harris, M.J. Simulation of Cloud Dynamics on Graphics Hardware / M.J. Harris,W.V. Baxter, T. Scheuermann, A. Lastra // Proceedings of the ACMSIGGRAPH/EUROGRAPHICS Conference on Graphics Hardware. � 2003. P. 92�101.6. Harris, M.J. Fast Fluid Dynamics Simulation on the GPU / M.J. Harris // GPU Gems,edt. Randima Fernando. � Addison-Wesley, 2004. � P. 637�665.7. Harris, M.J. Real-Time Cloud Simulation and Rendering / M.J. Harris // Universityof North Carolina Technical Report TR03-040. � 2003.8. Harris, M.J. Real�time cloud rendering / M.J. Harris, A. Lastra // Proceedings ofEurographics. � 2001. � P. 76�84.9. Kr�uger, J. Linear Algebra Operators for GPU Implementation of Numerical Algorithms/ J. Kr�uger, R. Westermann // Proceedings of SIGGRAPH. � 2003.



7310. Li W. Flow Simulation with Complex Boundaries / W. Li, Z. Fan, X. Wei, A. Kaufman// GPU Gems II: Programming Techniques for High-Performance Graphics andGeneral-Purpose Computation, edt. Matt Pharr. � Addison-Wesley, 2005. � P. 747�764.11. Stam, J. Stable Fluids / J. Stam // Proceedings of SIGGRAPH. � 1999. � P. 121�128.12. Stam, J. Real-time �uid dynamics for games / J. Stam // Proceedings of the GameDevelopers Conference. � 2003.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 74�77 ÓÄÊ 530.12:531.51ÑÅÌÅÉÑÒÂÎ Ω-ÎÁÐÀÇÍÛÕ ÊÐÈÂÛÕ,ÌÎÄÅËÈÐÓÞÙÅÅ ÎÒÄÅËÅÍÈÅ ÑÔÅÐÛ S1Å.Â. ÏàëåøåâàÂ ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà Ω-îáðàçíûõ C1-êðèâûõ, ñ ïî-ìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ìîäåëü îòäåëåíèÿ îò êðèâîé âòîðîãîïîðÿäêà ñôåðû S1. Êàæäàÿ êðèâàÿ îáðàçîâàíà ñêëåèâàíèåì îêðóæíîñòèñ ãèïåðáîëîé. Â òî÷êàõ ñêëåèâàíèÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ òåðïèò ðàçðûâ.ÂâåäåíèåÐàíåå â ðàáîòàõ [1�4] áûëà ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà ñîçäàíèÿ 4-ìåðíîé êðîòî-âîé íîðû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ðàçðûâ çàìêíóòîãî 3-ìåðíîãî ïðî-ñòðàíñòâà íà äâà êóñêà, 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ 2-ñâÿçíûì.Â [5] áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âîïðîñà, ñâÿçàííîãî ñ îáðàçîâàíèåì â ïðî-ñòðàíñòâå-âðåìåíè 4-ìåðíîé ðó÷êè (êðîòîâîé íîðû) ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ. Òàê êàê äî ñèõ ïîð íå áûëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà,ñîäåðæàùèå 4-ìåðíûå êðîòîâûå íîðû, ìû ïîïûòàåìñÿ âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë.Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ñåìåéñòâî êðèâûõ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíîïîñòðîèòü ìîäåëü ðàçðûâà îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà äâà íåñâÿçíûõ êóñêà.Íà çàâåðøàþùåì ýòàïå áóäåò ïîëó÷åíà ïðÿìàÿ, ñêëååííàÿ ñ îêðóæíîñòüþ â îä-íîé òî÷êå. Ïðè ýòîì ïåðâîíà÷àëüíîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ. Óêàçàííîåñåìåéñòâî ìû íàçîâåì Ω-îáðàçíûì. Íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ Ω-îáðàçíîãî ñåìåéñòâàïðèâîäèòñÿ ñåìåéñòâî ω-êðèâûõ, â äàëüíåéøåì áóäåì èõ èñïîëüçîâàòü äëÿ ìî-äåëèðîâàíèÿ àíàëîãè÷íîãî ðàçðûâà 2-ìåðíûõ è 3-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, íà êî-òîðûõ îïðåäåëèì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà Ω-îáðàçíûõêðèâûõ ïðîèçâåäåì ñêëåéêó ãèïåðáîëû è îêðóæíîñòè â çàäàííîé îáëàñòè.1. Ñåìåéñòâà ãèïåðáîë è êàñàòåëüíûõ îêðóæíîñòåéÐàññìîòðèì êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà G(λ, µ; x, y) = 0, y > 0, ãäå
G(λ, µ; x, y) = (λ2 − µ2)y2 + 2λµxy − λ4. (1)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé. Åå àñèìïòîòûïðåäñòàâëåíû óðàâíåíèÿìè y = 0, y = 2µx/λ(µ2 − 1), ôîêàëüíàÿ îñü çàäàåòñÿ
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 75ñîîòíîøåíèåì y = λx/µ, à òî÷êà åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé èìååò êîîðäèíàòû
(λµ/

√
λ2 + µ2, λ2/

√
λ2 + µ2). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ãèïåðáîëà ìîæåòáûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíà êàê xλµ(y) îäíîçíà÷íûì îáðàçîì äëÿ ëþáîãî y > 0 :

xλµ(y) =
λ4 − (λ2 − µ2)y2

2µλy
, y > 0. (2)Ïðè ýòîì â òî÷êå (λ

√
µ2 − λ2/µ, λ2/

√
µ2 − λ2) êðèâàÿ xλµ(y) èìååò ìèíèìóìïðè óñëîâèè λ < µ è çíà÷åíèå óêàçàííîé ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå íàèìåíüøåå.Äðóãèõ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèÿ (2) íå èìååò.Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü S1(λ, µ, ν; x, y) = 0, ãäå

S1(λ, µ, ν; x, y) = x2 +

(
y − (µ2 + λ2)

2
ν4 − λ8

4µ2λ2ν3

)2

− (3)
− (λ4 + (µ2 − λ2)ν2)

2

4µ2λ2ν2
−

(
(µ2 − λ2)

2
ν4 − λ8

)2

16µ4λ4ν6
.Ýëåìåíòàðíûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äàííàÿ îêðóæíîñòü ÿâëÿåò-ñÿ êàñàòåëüíîé ê ðàññìîòðåííîé ãèïåðáîëå â òî÷êå Mν = (xλµ(ν), ν). Ñëåäóåòòàêæå çàìåòèòü, ÷òî â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû ñî ñâîåé ôîêàëüíîé îñüþêàñàòåëüíàÿ îêðóæíîñòü ïðèíèìàåò âèä: x2 + y2 = λ2.2. Ñåìåéñòâî Ω-îáðàçíûõ êðèâûõÂíà÷àëå ïîñòðîèì ñåìåéñòâî êðèâûõ, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ω-êðèâûìè, îíîáóäåò îïðåäåëåíî ïðè x ≥ 0, y > 0. Â äàëüíåéøåì ñåìåéñòâî äâóìåðíûõ ïîâåðõ-íîñòåé, ìîäåëèðóþùåå îòðûâ ñôåðû S2 îò ïëîñêîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü âðàùå-íèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ω-êðèâûõ âîêðóã îñè OY.2.1. Ïîñòðîåíèå ω-êðèâûõÎïðåäåëèì ôóíêöèþ ω(λ, µ, ν; x, y) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

ω(λ, µ, ν; x, y) =

{
G(λ, µ; x, y), åñëè 0 < y ≤ ν,
S1(λ, µ, ν; x, y), åñëè y > ν.

(4)Çäåñü G(λ, µ; x, y) è S1(λ, µ, ν; x, y) ôóíêöèè (1) è (3) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì
x ≥ 0. Òîãäà íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ ω(λ, µ, ν; x, y) = 0 îïðåäåëèò ω-êðèâóþ ïðèôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ λ, µ è ν. Ïðè óñëîâèè λ, µ, ν > 0 è x, y > 0 äàííûåêðèâûå íåïðåðûâíû ïî ïîñòðîåíèþ âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè.Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå ñêëåèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé. Âèä ïðèâåäåííîé
ω-êðèâîé ïðè µ = 0 ïîëó÷àåì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì. Åñëè µ→ 0, òî ôóíêöèÿ
ω(λ, µ, ν; x, y) = 0 âûðîæäàåòñÿ â ïðÿìóþ y = λ.Ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà êðèâûõ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ â äàëüíåéøåì ìîæíî ïî-ëó÷èòü ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé, ìîäåëèðóþùèõ îòðûâ ñôåðû S2 îò ïëîñêîñòè,ïðîâîäèòñÿ ïóòåì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ µ, λ, ν â òðè ýòàïà.
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ν = λ2

0/
√
λ2

0 + µ2, ò.å. îêðóæíîñòü1 è ãèïåðáîëà êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â òî÷-êå, ëåæàùåé íà ôîêàëüíîé îñè ãèïåðáîëû. Óðàâíåíèå êðèâîé ïðèíèìàåòâèä
ω

(
λ0, µ,

λ2
0√

λ2
0 + µ2

; x, y

)
= 0, µ ∈ [0, µ1]. (5)Ïàðàìåòð µ ìåíÿåì îò µ0 = 0 (ãðàôèê ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîé) äî çíà÷åíèÿ

µ = µ1 > λ0, ïðè êîòîðîì ν = λ2
0/
√
λ2

0 + µ2
1.(2) Îáðàçîâàíèå ¾ïåðåìû÷êè¿. Óâåëè÷èâàåì ν îò ν1 = λ2

0/
√
λ2

0 + µ2
1 äî

ν2 = 2λ2
0/
√
µ2

1 − λ2
0 ïðè ïîñòîÿííûõ λ = λ0 è µ = µ1. Íà ýòîì ýòàïåöåíòð îêðóæíîñòè ñìåùàåòñÿ ââåðõ ïî îñè OY. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ñíà÷à-ëà óìåíüøàåòñÿ äî çíà÷åíèÿ λ0

√
µ2

1 − λ2
0/µ

2
1 (êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò êàñà-íèþ â òî÷êå ýêñòðåìóìà), à çàòåì óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè ýòîì òî÷êà êàñàíèÿëåæèò âûøå òî÷êè ýêñòðåìóìà, òàêèì îáðàçîì îáðàçóåòñÿ ïåðåìû÷êà. Êî-íå÷íîå çíà÷åíèå ν2 â äâà ðàçà áîëüøå îðäèíàòû òî÷êè ýêñòðåìóìà ãèïåð-áîëû2. Êðèâàÿ èìååò âèä

ω (λ0, µ1, ν; x, y) = 0, ν ∈ [ν1, ν2]. (6)(3) Ñòÿãèâàíèå ¾ïåðåìû÷êè¿ â òî÷êó. Óìåíüøàåì λ îò λ0 äî λ1 = 0 ïðè
µ = µ1, à òàêæå ν = 2λ2/

√
µ2

1 − λ2. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè è àáñöèññà òî÷êèêàñàíèÿ óìåíüøàþòñÿ. Óðàâíåíèå êðèâîé ïðè λ1 6= 0 èìååò âèä
ω

(
λ, µ1,

2λ2

√
µ2

1 − λ2
; x, y

)
= 0, λ ∈ [λ0, λ1]. (7)Îñóùåñòâëÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä êðèâîé (7) ïðè λ→ 0 ïîëó÷èì

{
y = 0, åñëè y = 0,

x2 +
(
y − 15

32
µ1

)2
=
(

15
32
µ1

)2
, åñëè y > 0.Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü âåçäå x ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ïîëóîêðóæ-íîñòü, ñêëååííàÿ ñ ïîëóïðÿìîé y = 0 â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0).2.2. Ïîñòðîåíèå Ω-îáðàçíûõ êðèâûõÑèììåòðè÷íî ïðîäîëæàÿ ôóíêöèþ (4) íà îáëàñòü x < 0, ïîëó÷èì

Ω(λ, µ, ν; x, y) =





G(λ, µ; x, y), åñëè 0 < y ≤ ν è x ≥ 0,
S1(λ, µ, ν; x, y), åñëè y > ν,
G(λ, µ;−x, y), åñëè 0 < y ≤ ν è x < 0.1Íà ýòîì ýòàïå îêðóæíîñòü îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì x2 + y2 = λ2

0
.2Â êà÷åñòâå ν2 ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ âåëè÷èíó áîëüøå îðäèíàòû òî÷êè ýêñòðåìóìà.



77Â êà÷åñòâå ñåìåéñòâà Ω-îáðàçíûõ êðèâûõ ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâåííî ñèììåò-ðè÷íîå ïðîäîëæåíèå ïîñòðîåííîãî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ñåìåéñòâà ω-êðè-âûõ íà îáëàñòü x < 0. Ïðè ýòîì âñå ýòàïû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ λ, µ è νîñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ.Â èòîãå ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî Ω-îáðàçíûõ êðèâûõ ïðè íåïðåðûâíîì èçìå-íåíèè ïàðàìåòðîâ îïèñûâàåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Èç ïðÿìîé y = λ > 0 ïîñòå-ïåííî âûäàâëèâàåòñÿ ñ îáðàçîâàíèåì ¾ïåðåìû÷êè¿ îêðóæíîñòü. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåòñÿ îêðóæíîñòü
x2 +

(
y − 15

32
µ1

)2

=

(
15

32
µ1

)2

,ñêëååííàÿ ñ ïðÿìîé y = 0 â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0). Òåïåðü îñòàíåòñÿ òîëüêîîòîðâàòü îêðóæíîñòü îò äàííîé ïðÿìîé.Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé ñòàòüå íàìè áûëî ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî Ω-îáðàçíûõ C1-ãëàäêèõ êðè-âûõ, ìîäåëèðóþùèõ îòäåëåíèå ñôåðû S1 îò ïðÿìîé. ¾Ïåðåìû÷êà¿ áûëà ñòÿíóòàâ òî÷êó, íî îòðûâ ïîëó÷åííîé îêðóæíîñòè îò ïðÿìîé ìû íå ïðîèçâîäèëè. Ïî-ëó÷åííîå â äàííîé ðàáîòå ñåìåéñòâî C1-ãëàäêèõ ω-êðèâûõ ìîæíî ïðèìåíèòüäëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, ìîäåëèðóþùèõ îòðûâ ñôåðû ñîîòâåòñòâóþùåéðàçìåðíîñòè. Íåîáõîäèìî òîëüêî ïðåäâàðèòåëüíî âûïîëíèòü âðàùåíèå âîêðóãçàäàííîé îñè. Âïîñëåäñòâèè íà äàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòüìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Ëèòåðàòóðà1. Ãóö, À.Ê. Èçìåíåíèå òîïîëîãèè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â çàìêíóòîé âñåëåííîé/ À.Ê. Ãóö // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ôèçèêà. � 1982. N. 5. � Ñ. 23-26.2. Ãóö, À.Ê. Íàðóøåíèå ñâÿçíîñòè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà / À.Ê. Ãóö // Èçâåñòèÿâóçîâ. Ôèçèêà. � 1983. N. 8. � Ñ. 3-6.3. Ãóö, À.Ê. Òåîðèÿ ìàøèíû âðåìåíè / À.Ê. Ãóö //Â ñá.: Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðè-êëàäíàÿ ìàòåìàòèêà. � Îìñê: èçä-âî ÎìÃÓ, 1994. Ñ. 57-66.4. Ãóö, À.Ê. Ýëåìåíòû òåîðèè âðåìåíè / À.Ê. Ãóö. � Îìñê: èçä-âî Íàñëåäèå. Äèàëîã-Ñèáèðü, 2004. 364 ñ.5. Ãóö, À.Ê. Ìàøèíà âðåìåíè, ðàçðûâû ïðîñòðàíñòâà è 4-ìåðíûå êðîòîâûå íîðû /À.Ê. Ãóö, Å.Â. Ïàëåøåâà // Âåñòíèê Êðàñíîÿðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-òåòà. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè. � 2005. � N. 7. � Ñ. 138-142.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 78�92 ÓÄÊ 004.588ÝËÅÌÅÍÒÛ ÏÎÂÒÎÐÍÎÃÎ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈßÄËß ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ Ó×ÅÁÍÎÃÎÍÀÇÍÀ×ÅÍÈß. ÊÎÍÖÅÏÒÓÀËÜÍÎÅÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈÅ È ÀÍÀËÈÇÑ.Â. ÃóññÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ, âûÿâëåí-íûå íà ýòàïå àíàëèçà ïðåäìåòíîé îáëàñòè, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü îòïðàâ-íîé òî÷êîé äëÿ ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì-íûõ ñèñòåì ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ. Ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü ýëåìåíòîâ ïðåä-ìåòíîé îáëàñòè â âèäå äèàãðàìì â íîòàöèè UML. Ýëåìåíòû ðàçäåëåíûíà ñåìü ïîäãðóïï: óïðàâëåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿìè, îáó÷åíèÿ, îáñëóæèâàíèÿ,âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëüçîâàòåëåì, áåçîïàñíîñòè, êîììóíèêàöèè, ó÷åáíîãîìàòåðèàëà. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü êîí-öåïòóàëèçàöèÿ è àíàëèç â äàííîé ðàáîòå, ïðèíàäëåæàò îáúåêòíî-îðèåí-òèðîâàííîé ïàðàäèãìå: ìîäåëèðîâàíèþ è àíàëèçó.ÂâåäåíèåÑåãîäíÿ, â ñàìîì íà÷àëå XXI âåêà, îò÷¼òëèâî âèäíà òåíäåíöèÿ âíåäðåíèÿ èí-ôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â ñèñòåìó îáðàçîâàíèÿ, íà÷àëî êîòîðîìó áûëî ïî-ëîæåíî ïðèìåðíî â 70-å � 80-å ãîäà XX âåêà. Àêòèâíî èäåò ïðîöåññ ïðî-íèêíîâåíèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â ñôåðó îáðàçîâàíèÿ, è îäíèì èçíàïðàâëåíèé ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàöèÿèíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé è òåõíîëîãèé îáó÷åíèÿ [1], â÷àñòíîñòè îñíîâàííûõ íà èãðàõ. Ïðîãðàììíûå ñèñòåìû, ðàçðàáàòûâàþùèåñÿäëÿ ñôåðû îáðàçîâàíèÿ, ïðèçâàíû óâåëè÷èòü ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ïðåïîäà-âàòåëåé è êà÷åñòâî óñâîåíèÿ èíôîðìàöèè îáó÷àþùèìèñÿ íà âñåõ óðîâíÿõ îáðà-çîâàíèÿ, îò îáùåãî äî ïðîôåññèîíàëüíîãî. Òàêèå ñèñòåìû ïîìèìî òåõíè÷åñêîéïîääåðæêè ïðîöåññà îáó÷åíèÿ îñóùåñòâëÿþò ïåäàãîãè÷åñêèå ôóíêöèè.Ïðîãðàììíàÿ ñèñòåìà ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ äîëæíà íå òîëüêî ïîìîãàòü ïðå-ïîäàâàòåëÿì â êîíòðîëå çíàíèé ó÷àùèõñÿ, íî è â îñâîåíèè íîâîãî ó÷åáíîãîìàòåðèàëà, òðåíèðîâàòü è ñòèìóëèðîâàòü èíòåðåñ ê èçó÷àåìîìó ïðåäìåòó.
Copyright c© 2009 Ñ.Â. Ãóññ.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.E-mail: InfoGuss@gmail.com



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 79Êëþ÷åâàÿ èäåÿ ñîçäàíèÿ ýëåìåíòîâ ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ â öåëÿõ èñ-ñëåäîâàíèÿ àâòîðà � ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòêè êëàññà ïðîãðàìì-íûõ ñèñòåì ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ, îñíîâàííûõ íà èãðàõ-ãîëîâîëîìêàõ ëèíãâè-ñòè÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè. Ïîä ýôôåêòèâíîñòüþ ñîçäàíèÿ â ðàáîòå ïîíèìàåò-ñÿ, ïðåæäå âñåãî, óìåíüøåíèå âðåìåíè ðàçðàáîòêè ïðèëîæåíèé, îòíîñÿùèõñÿ êêëàññó ðàññìàòðèâàåìûõ.Â ñëó÷àå, êîãäà ïðèëîæåíèÿ ïðîåêòèðóþòñÿ òàêèì îáðàçîì, êàê îòìå÷åíîâ [2], ÷òî ¾ðàçëè÷íûå èõ ÷àñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìíîãîêðàòíî¿, óìåíü-øàåòñÿ ñòîèìîñòü èõ ðàçðàáîòêè. Äëÿ âîçìîæíîñòè ìíîãîêðàòíîãî èñïîëüçî-âàíèÿ ïðèëîæåíèå äîëæíî ñîñòîÿòü èç èäåíòèôèöèðóåìûõ (ðàñïîçíàâàåìûõ)è çàìåíÿåìûõ ÷àñòåé. Íà îñíîâàíèè [3] ïîâòîðíîå èñïîëüçîâàíèå � âàæíûé àñ-ïåêò, êîòîðûé ¾îêàçûâàåò áîëüøîå âëèÿíèå íà ýôôåêòèâíîñòü âñåõ íàïðàâëå-íèé ðàáîò è íà êà÷åñòâî èçäåëèé¿. Îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà ïîâòîðíîãî èñïîëü-çîâàíèÿ [4]: ïîâûøåíèå íàä¼æíîñòè (áëàãîäàðÿ òîìó ÷òî ýëåìåíòû ïîâòîðíî-ãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðîòåñòèðîâàíû è ïðîâåðåíû â ðàçíûõ óñëîâèÿõ è ðåæèìàõðàáîòû), óìåíüøåíèå ðàñõîäîâ, ýôôåêòèâíîå èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëèñòîâ, ñî-áëþäåíèå ñòàíäàðòîâ, óñêîðåíèå ðàçðàáîòêè (çà ñ÷¼ò ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè íàðàçðàáîòêó è òåñòèðîâàíèå êîìïîíåíòîâ).Ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î ïîâòîðíîì èñïîëüçîâàíèè ìîæíî ïîä÷åðêíóòüèç [5], îñíîâíûå èäåè êîòîðîé ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì. Áèáëèîòåêà, êàê êîëëåê-öèÿ ðåñóðñîâ ñëóæèò îñíîâíûì ñðåäñòâîì ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ â ñôåðåðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ; ïîâòîðíîå èñïîëüçîâàíèå ìîæåò áûòüêàê çàïëàíèðîâàííûì, òàê è íåçàïëàíèðîâàííûì ïðîöåññîì; â ñëó÷àå çàïëà-íèðîâàííîãî ïðîöåññà ìîæíî ãîâîðèòü î ðàçðàáîòêå êàðêàñîâ ïðèëîæåíèé, ò.å.ñêåëåòîâ ïðîãðàìì, ïîääàþùèõñÿ äåòàëèçàöèè â öåëÿõ ñîçäàíèÿ íóæíîãî ïðè-ëîæåíèÿ; â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîâòîðíîå èñïîëüçîâàíèå íå çàïëàíèðîâàíî, ðå÷üèä¼ò î ñîõðàíåíèè è ïîâòîðíîì èñïîëüçîâàíèè êîäà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ìåíåå ýô-ôåêòèâíûì. Îäíàêî áèáëèîòåêè è êàðêàñû (êàðêàñ òàêæå âêëþ÷àåò ïàðàäèãìóïîòîêà óïðàâëåíèÿ) íå åäèíñòâåííûå ýëåìåíòû ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Íåìåíåå ïîëåçíûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè è îáðàçöû (èëè ïàòòåðíû, ò.å.ãîòîâîå ðåøåíèå âîçíèêøåé çàäà÷è; áîëüøèíñòâî ïàòòåðíîâ ïîêàçûâàþò, êàêîïòèìàëüíî ðàáîòàòü ñ êîëëåêöèåé êëàññîâ).1. Ïðîãðàììíûå ñèñòåìû ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿÏîä ïðîãðàììíîé ñèñòåìîé ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ ñëåäóåò ïîíèìàòü ñîáðàííûéâ îäíó ñèñòåìó íàáîð ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ ïîääåðæêè ó÷åáíûõ äèñöèïëèí,èìåþùèé ïðåäìåòíîå ñîäåðæàíèå è îðèåíòèðîâàííûé íà âçàèìîäåéñòâèå ñ îáó-÷àåìûì. Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê òàêèì ñèñòåìàì: îíè äîëæíûðåøàòü ïåäàãîãè÷åñêèå çàäà÷è, äîëæíû âêëþ÷àòü îïðåäåë¼ííûé ìàòåðèàë ïîîïðåäåë¼ííûì ïðåäìåòíûì îáëàñòÿì. Ãëàâíûå ýëåìåíòû òàêîé ñèñòåìû: ãðàôè-÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ñîäåðæàíèå (òåêñòîâûå, àóäèîâèçóàëüíûå è äðóãèå ðåñóðñû) èñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ýòèì ñîäåðæàíèåì. Áàçîâàÿ êàòåãîðèÿ ïîëüçîâàòåëåé ýòèõêîìïüþòåðíûõ ñðåä îáó÷åíèÿ � îáó÷àåìûå è ïðåïîäàâàòåëè (âêëþ÷àÿ èíñòðóê-òîðîâ è ìåòîäèñòîâ), èñïîëüçóþùèå èõ â ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Îäíà



80 Ñ.Â. Ãóññ. Ýëåìåíòû ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ. . .èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ ñèñòåì - îðèåíòàöèÿ íà ñàìîñòîÿòåëüíóþðàáîòó îáó÷àåìûõ.Ñëåäóåò ðàçîáðàòüñÿ â ïîòðåáíîñòÿõ ïðåäïîëàãàåìûõ êëèåíòîâ (ïîòðåáè-òåëåé) ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì, êîèìè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå îáðàçîâàòåëüíûåó÷ðåæäåíèÿ è ïîëüçîâàòåëè, êîòîðûå ó÷àòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî â äîìàøíèõ óñëî-âèÿõ ñ ïîìîùüþ ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà. Ïîïûòêè îòâåòèòü íà îñíîâíûåâîïðîñû, âîçíèêàþùèå íà ñòàäèè êîíöåïòóàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, äàþò ñëå-äóþùåå:1. Êòî íóæäàåòñÿ â òàêèõ ïðèëîæåíèÿõ, ò.å. êòî áóäåò êîíå÷íûì ïîòðåáèòå-ëåì? Îòâåò òàêîé: ýòî ïðåæäå âñåãî îáðàçîâàòåëüíûå ó÷ðåæäåíèÿ è äî-ìàøíèå ïîëüçîâàòåëè.2. Êàêóþ çàäà÷ó îíè ðåøàþò? Ñàìîå ãëàâíîå � îíè äîëæíû ðåøàòü ïåäàãî-ãè÷åñêèå çàäà÷è, ëèáî ïîìî÷ü â èõ ðåøåíèè. Ò.å. èñïîëüçóþòñÿ â ó÷åáíîìïðîöåññå è äëÿ ñàìîîáðàçîâàíèÿ.3. Ãäå ïëàíèðóåòñÿ èñïîëüçîâàòü òàêèå ïðèëîæåíèÿ? Èìååòñÿ â âèäó òèïîáîðóäîâàíèÿ è êîììóíèêàöèè. Íå äîëæíî áûòü ñîìíåíèé â òîì, ÷òî ïðè-îðèòåòíîå ìåñòî çà ìíîãîïëàòôîðìåííîñòüþ. Â èäåàëå ïðèëîæåíèÿ äîëæ-íû ôóíêöèîíèðîâàòü íà ðàçëè÷íûõ òèïàõ êîìïüþòåðíîãî îáîðóäîâàíèÿ:íà ðàáî÷èõ ñòàíöèÿõ è íà ìîáèëüíûõ ñèñòåìàõ (íîóòáóêàõ, ïëàíøåòàõ,êàðìàííûõ êîìïüþòåðàõ).4. Êîãäà îíè áóäóò íóæíû? Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óæå åñòü â íèõ ïîòðåáíîñòü.Ïîäîáíûå ñèñòåìû åñëè è íå èñïîëüçóþòñÿ â îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäå-íèÿõ, òî ê íèì, ïî êðàéíåé ìåðå, ïðèñìàòðèâàþòñÿ.5. Ïî÷åìó îíè íóæíû? Âîïðîñ êàñàåòñÿ òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêîãî îáîñíîâà-íèÿ, è åãî ïðàâèëüíåå ðåøàòü äëÿ êîíêðåòíîé ñèñòåìû èç ðàññìàòðèâàå-ìîãî êëàññà.6. Êàê îíè áóäóò ðàáîòàòü? Âîïðîñ îïÿòü æå îòíîñèòñÿ ê êîíêðåòíîé ñèñòå-ìå.Íà ðèñ. 1, 2, 3 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû ïðåöåäåíòîâ (èñïîëüçîâàíèÿ) îáó-÷àþùèõ ñèñòåì.Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ñöåíàðèè èñïîëüçîâàíèÿ îáó÷àþùåé ñèñòåìû íåïî-ñðåäñòâåííî îáó÷àåìûìè.Ïðåäñòàâëåííûå âàðèàíòû ñîîòâåòñòâóþò îñíîâíûì ïåäàãîãè÷åñêèì çàäà-÷àì, ðåøàåìûì ñ ïîìîùüþ äàííûõ ñèñòåì. Ýòî, êàê îòìå÷àåòñÿ â [6]:1. Çíàêîìñòâî, ò.å. ïåðâè÷íîå îçíàêîìëåíèå ñ èçó÷àåìîé ïðåäìåòíîé îáëà-ñòüþ, îñâîåíèå îñíîâíûõ êîíöåïöèé è îïðåäåëåíèé.2. Ïîäãîòîâêà ïî ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì äèñöèïëèíû ñ îïðåäåë¼ííûì óðîâíåìãëóáèíû è äåòàëèçàöèè.3. Ðàçâèòèå ñïîñîáíîñòåé ê ñïåöèôè÷íûì âèäàì äåÿòåëüíîñòè.
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Ðèñ. 1. Ñöåíàðèè èñïîëüçîâàíèÿ îáó÷àþùåé ñèñòåìû îáó÷àåìûì4. Âîññòàíîâëåíèå çíàíèé è óìåíèé, ïðèîáðåò¼ííûõ â ïðîøëîì.5. Êîíòðîëü óñïåâàåìîñòè, ïðîâåäåíèå òåñòîâ. Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèåâèäû êîíòðîëÿ (íàçâàíèÿ âèäîâ âçÿòû èç [7]):(a) Âõîäíîé. Íåîáõîäèì äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ çíàíèé ïåðåä èçó÷åíè-åì äèñöèïëèíû.(b) Òåêóùèé. Èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè îòäåëüíûõ ðàçäåëîâ è èõ ÷à-ñòåé êîíêðåòíîé äèñöèïëèíû.(c) Ïðîìåæóòî÷íûé. Îïðåäåëÿåò êà÷åñòâî óñâîåíèÿ îòäåëüíîãî ðàçäåëà.(d) Èòîãîâûé. Ñëóæèò äëÿ ïðîâåðêè êà÷åñòâà óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà ïîöåëîìó êóðñó (äèñöèïëèíå).(e) Ïðîâåðêà îñòàòî÷íûõ çíàíèé.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ñöåíàðèè îáùåíèÿ àäìèíèñòðàòîðà ñ ñèñòåìîé. Äâåîñíîâíûõ îáÿçàííîñòè àäìèíèñòðàòîðà ïðè ðàáîòå ñ îáó÷àþùèìè ñèñòåìàìè:1. Íàñòðîéêà, êîíôèãóðèðîâàíèå ñèñòåìû.2. Ïðîâåðêà ôóíêöèîíàëüíîñòè.Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà äèàãðàììà ïðåöåäåíòîâ äëÿ ñëó÷àÿ îáùåíèÿ èí-ñòðóêòîðà ñ ñèñòåìîé. Òðè òèïè÷íûõ ñëó÷àÿ âçàèìîäåéñòâèÿ:1. Ñîñòàâëåíèå çàäàíèÿ. Ýòî åãî ñîçäàíèå è ðåãèñòðàöèÿ â ñèñòåìå.2. Íàñòðîéêà ñèñòåìû. Âêëþ÷àåò íàçíà÷åíèå çàäàíèé îáó÷àåìûì è îòêðûòèåäîñòóïà îáó÷àåìûõ ê ó÷åáíîìó ìàòåðèàëó è çàäàíèÿì.
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Ðèñ. 2. Ñöåíàðèè èñïîëüçîâàíèÿ îáó÷àþùåé ñèñòåìû àäìèíèñòðàòîðîì3. Àíàëèç ðàáîòû îáó÷àþùåãîñÿ. Ïðîñìîòð ïðîòîêîëà ðàáîòû îáó÷àþùå-ãîñÿ (ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ çàäàíèé, çàòðàòû âðåìåíè íà èçó÷åíèå èïðîâåðêó çíàíèé, äåéñòâèÿ, ñîâåðø¼ííûå çà ïåðèîä îáùåíèÿ ñ ñèñòåìîé),ïðîñìîòð ìîäåëè îáó÷àþùåãîñÿ, ò.å. ðåçóëüòàòîâ èíòåëëåêòóàëüíîé ðàáî-òû ñèñòåìû, à èìåííî âûâîäîâ, ñäåëàííûõ èç ïðîòîêîëà ðàáîòû îáó÷àå-ìûõ [6].

Ðèñ. 3. Ñöåíàðèè èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû èíñòðóêòîðîì (ïðåïîäàâàòåëåì)Ïðåäñòàâëåííûå ñöåíàðèè ïîäõîäÿò äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ó÷åáíûõ çàâåäåíè-ÿõ äëÿ ðåøåíèÿ îñíîâíûõ ïåäàãîãè÷åñêèõ çàäà÷. Åñëè èíñòðóêòîð íå ÿâëÿåò-ñÿ æèâûì ÷åëîâåêîì, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó, âíåøíþþ ïî îòíîøåíèþê ðàññìàòðèâàåìîé, èëè ÿâëÿåòñÿ å¼ ÷àñòüþ, îòâåòñòâåííîé çà ðàáîòó ñ ó÷åá-íûì ìàòåðèàëîì è çàäàíèÿìè, òî îáó÷àþùàÿ ñèñòåìà ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü âîç-ìîæíîñòè ïî ñàìîîáðàçîâàíèþ. Â ðàáîòå [8] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ¾èñêëþ÷èòåëüíîâàæíîå çíà÷åíèå ïðèäà¼òñÿ ðàçðàáîòêå è âíåäðåíèþ ýôôåêòèâíûõ òåõíîëîãèéñàìîêîíòðîëÿ¿, ÷òî ãîâîðèò î âàæíîñòè ñîçäàíèÿ ñðåäñòâ ïîääåðæêè ñàìîîá-ðàçîâàíèÿ.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 832. Ñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîãðàììíîé ñèñòåìû ó÷åáíîãîíàçíà÷åíèÿÍà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà ñèñòåìà îñíîâíûõ è âîçìîæíûõ ýëåìåíòîâ ïðîãðàììíîéñèñòåìû ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ. Ñèñòåìà, â ñâîþ î÷åðåäü, äåëèòñÿ íà 7 îáÿçàòåëü-íûõ è 2 âîçìîæíûõ ïîäñèñòåìû. Îáÿçàòåëüíûå ïîäñèñòåìû:1. Óïðàâëåíèå ïîëüçîâàòåëÿìè.2. Îáó÷åíèå.3. Îáñëóæèâàíèå.4. Âçàèìîäåéñòâèå ÷åëîâåê-ìàøèíà.5. Áåçîïàñíîñòü.6. Êîììóíèêàöèè.7. Ó÷åáíûé ìàòåðèàë.Âîçìîæíûå ïîäñèñòåìû:1. Èíòåëëåêò.2. Ïñèõîôèçèîëîãè÷åñêîå ñîïðîâîæäåíèå.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå â äàííîì ðàçäåëå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿñòàòè÷åñêèìè, â òåðìèíàõ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé ïàðàäèãìû ýòè ìîäåëèÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè êëàññîâ. Àññîöèàöèè (ñâÿçè ìåæäó êëàññàìè) ïðåäñòàâ-ëåíû äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïîíèìàíèÿ ìîäåëè è íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè, ò.å.ïðèåìëþò äîáàâëåíèå äðóãèõ ñâÿçåé. ×òî êàñàåòñÿ ñàìèõ ýëåìåíòîâ (êëàññîâèëè ñóùíîñòåé), îíè òàêæå òåðïèìû ê ðàñøèðåíèþ, îáîáùåíèþ è äåòàëèçà-öèè. Öåëü òàêîãî àíàëèçà ñîñòîèò â âûðàáîòêå áîëåå äîñòóïíîãî äëÿ ïîíèìàíèÿïðåäñòàâëåíèÿ î ïðåäìåòíîé îáëàñòè, â êîòîðîé ðàáîòàåò êëàññ ïðîãðàììíûõñèñòåì ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ.Ïîäñèñòåìà ¾Îáó÷åíèå¿ (ðèñ. 5)Ãëàâíàÿ çàäà÷à ïðè îáåñïå÷åíèè ðåøåíèÿ îñíîâíûõ ïåäàãîãè÷åñêèõ çàäà÷çàêëþ÷àåòñÿ â çíàêîìñòâå ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè ïðåäìåòíîé îáëàñòè èçó-÷àåìîé äèñöèïëèíû, ôîðìèðîâàíèè íàâûêîâ ðåøåíèÿ òèïè÷íûõ äëÿ äàííîéîáëàñòè çàäà÷, â ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìîäåëüþ (â ÷àñòíîñòè ñî ñëîâåñ-íîé ìîäåëüþ â ñëó÷àå ëèíãâèñòè÷åñêèõ çàäà÷), â âîññòàíîâëåíèè è çàêðåïëåíèèíàâûêîâ è çíàíèé, â êîíòðîëå çíàíèé.Ýëåìåíòû ïîäñèñòåìû:1. Çàäà÷à. Íåîáõîäèìûé ýëåìåíò ïðîöåññà îáó÷åíèÿ, ñïîñîáñòâóþùèé ïðàê-òè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè îáó÷àåìîãî. Ñîäåðæèò òàêèå ýëåìåíòû, êàê:(a) Òåìà. Íàçâàíèå ðàçäåëà äèñöèïëèíû, ïî êîòîðîé âûäà¼òñÿ çàäà÷à.
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Ðèñ. 4. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ïðîãðàììíûõ ñèñòåì ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ(b) Óñëîâèå. Ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î òîì, ÷òî èçâåñòíî è ÷òî íóæíîïîëó÷èòü, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ åñòü óêàçàíèå íà òî, êàê íóæíî èëèìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå.(c) Îòâåò. Îòâåò ê çàäà÷å.(d) Ñëîæíîñòü. Ñòåïåíü ñëîæíîñòè çàäà÷è. Ìîæåò ñîäåðæàòü èíôîðìà-öèþ îá óðîâíå ñëîæíîñòè, óêàçûâàòü íà ñòåïåíü çðåëîñòè, êîòîðîéäîëæåí îáëàäàòü îáó÷àåìûé äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.2. Óïðàæíåíèå. Îäíà èç ðàçíîâèäíîñòåé çàäà÷, äàííàÿ îáó÷àåìîìó. Ïðåäïî-ëàãàåò çíàêîìñòâî îáó÷àåìîãî ñ ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ.
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Ðèñ. 5. Ïîäñèñòåìà ¾Îáó÷åíèå¿ ïÿòèáàëëüíàÿ3. Òåñò. Ðàçíîâèäíîñòü çàäà÷è, ñëóæàùàÿ äëÿ êîíòðîëÿ çíàíèé è óìåíèéîáó÷àåìîãî. Ñîñòàâëÿþùèå:(a) Ïðîäîëæèòåëüíîñòü òåñòà. Çàïëàíèðîâàííàÿ äëèòåëüíîñòü òåñòà.(b) Êàòåãîðèÿ òåñòà. Òèï òåñòà, âèäû: Àäàïòèâíûé. Âîïðîñû â òàêîìñëó÷àå ïîäàþòñÿ íå â ñòðîãî îïðåäåë¼ííîì ïîðÿäêå, à â çàâèñèìî-ñòè îò ïðàâèëüíîñòè èëè äëèòåëüíîñòè îòâåòîâ îáó÷àåìîãî íà íèõ.Òðàäèöèîííûé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîïðîñîâ ñòðîãî îïðåäåëåíà.4. Òåñòîâàÿ åäèíèöà. Ìèíèìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ òåñòà, èìåþùàÿ îòíîøå-íèå ê ïðåäìåòíîé îáëàñòè òåñòà. Ñîñòîèò èç:(a) Âîïðîñ. Òî, íà ÷òî íóæíî äàòü îòâåò.



86 Ñ.Â. Ãóññ. Ýëåìåíòû ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ. . .(b) Âàðèàíòû îòâåòà. Âîçìîæíûå âàðèàíòû îòâåòîâ.(c) Ñòîèìîñòü îòâåòà. Öåíà îòâåòà: íà ñêîëüêî îöåíèâàåòñÿ îòâåò.5. Ñîñòàâèòåëü çàäà÷ (Ãåíåðàòîð çàäà÷). Ýëåìåíò, ïîçâîëÿþùèé ñîçäàâàòüçàäà÷è. Ñîñòàâèòåëü çàäà÷è. Òèï ñîñòàâèòåëÿ çàäà÷, âêëþ÷àåò ñëåäóþùèõêàíäèäàòîâ:(a) ×åëîâåê. Çàäà÷è ñîçäàþòñÿ âðó÷íóþ, áëàãîäàðÿ èíòåëëåêòóàëüíûìóñèëèÿì îáó÷àþùåãî.(b) Êîìïüþòåð. Çàäà÷ó ãåíåðèðóåò êîìïüþòåð.(c) ×åëîâåê-Êîìïüþòåð. ×åëîâåê ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ñîñòàâëÿåò çà-äà÷ó.6. Ïðîòîêîë âûïîëíåíèÿ çàäà÷è. Îò÷¼ò ïî âûïîëíåííîé çàäà÷å. Ñîäåðæèòèíôîðìàöèþ î ïîëüçîâàòåëå, à èìåííî îá îáó÷àåìîì.7. Ðåøåíèå çàäà÷è. Òî, êàê îáó÷àåìûé ðåøèë çàäà÷ó. Ñîäåðæèò:(a) Õîä ðåøåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ðåøåíèÿ çàäà÷è.(b) Îòâåò. Îòâåò, ïîëó÷åííûé îáó÷àåìûì.8. Âðåìåííîé îò÷¼ò. Îò÷¼ò î çàòðà÷åííîì íà ðàáîòó âðåìåíè. Âêëþ÷àåò:(a) Äàòà ïðîâåäåíèÿ. Âðåìÿ, êîãäà íà÷àëñÿ ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è.(b) Çàòðà÷åííîå âðåìÿ. Âðåìÿ, êîãäà ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è áûë çàâåð-ø¼í.9. Ðåçóëüòàò. Òî, ÷òî ïîëàãàåòñÿ ïîëüçîâàòåëþ çà ðåøåíèå çàäà÷è. Îäíà èçâîçìîæíûõ ñîñòàâëÿþùèõ:(a) Îöåíêà. Îöåíèâàíèå ðåçóëüòàòà ðàáîòû îáó÷àåìîãî. Îöåíèâàíèå ìî-æåò âåñòèñü ïî îïðåäåë¼ííîé øêàëå. Øêàëà îöåíêè (âçÿòû èç [9]):Ïÿòèáàëëüíàÿ. Îöåíêè â èçìåðåíèè îò 1 äî 5. Äåöèìàëüíàÿ. Îöåíêèîò 1 äî 10. Ñòîáàëëüíàÿ. Îöåíêè îò 1 äî 100.10. Ïðîöåññ îáó÷åíèÿ (Çàíÿòèå). Õîä îáó÷åíèÿ. Õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì:(a) Ñöåíàðèé îáó÷åíèÿ. Ïëàí ïðîâåäåíèÿ ìåðîïðèÿòèÿ, ñâÿçàííîãî ñ îáó-÷åíèåì. Âèäû: Æ¼ñòêèé. Ñòðîãî çàäàí. Ãèáêèé. Ïðèñïîñîáëåí ê ïå-ðåõîäàì â ïëàíå.(b) Ïðåäñòàâëåíèå îáó÷åíèÿ. Òî, êàê ïðîõîäèò îáó÷åíèå. Âèäû: Èãðîâàÿôîðìà. Â èãðîâîé ôîðìå. Ïðèâëåêàþòñÿ èãðîâûå òåõíîëîãèè. Òðà-äèöèîííàÿ ôîðìà. Õàðàêòåðíàÿ ôîðìà ïðîâåäåíèÿ îáó÷åíèÿ äëÿ öå-ëåâîé ñðåäû.11. Îðèåíòàöèÿ ðàáîòû. Íàïðàâëåííîñòü íà êîëè÷åñòâåííóþ è êà÷åñòâåííóþñòîðîíó îáó÷åíèÿ. Âèäû:



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 87(a) Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ. Ïðåäïîëàãàåò ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó îáó÷àåìî-ãî.(b) Ãðóïïîâàÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàáîòà â ãðóïïå îáó÷àåìûõ.(c) Ñ ó÷àñòèåì ïðåïîäàâàòåëÿ. Ïðåäïîëàãàåò ðàáîòó ïðåïîäàâàòåëÿ ñ îä-íèì èëè ãðóïïîé îáó÷àåìûõ.12. Èíñòðóìåíòàðèé îáó÷àþùåãîñÿ. Ñóùíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ñïåöèàëüíî ïî-äîáðàííûõ ñðåäñòâ äëÿ îáó÷àåìîãî, ïîçâîëÿþùèõ ýôôåêòèâíåå ðàáîòàòüñ ìàòåðèàëîì è âûïîëíÿòü ó÷åáíûå çàäà÷è.13. Ìîíèòîðèíã. Îòâå÷àåò çà íàáëþäåíèå ðàáîòû îáó÷àåìîãî.14. Êîíñóëüòèðîâàíèå. Îêàçàíèå ïîìîùè îáó÷àåìîìó â çàòðóäíèòåëüíûõ âî-ïðîñàõ.15. Æóðíàë óñïåâàåìîñòè. Îò÷¼ò ðåçóëüòàòîâ ðàáîò îáó÷àåìîãî ñ îïðåäåë¼í-íûì êóðñîì (äèñöèïëèíîé).16. Êîíòðîëü çà îáó÷àþùèìñÿ. Îñóùåñòâëåíèå êîíòðîëÿ çà îáó÷àåìûì. Òàê-æå âêëþ÷àåò êîíòðîëåð âðåìåíè, ò.å. òàéìåð, ôèêñèðóþùèé è îãðàíè÷è-âàþùèé âðåìÿ ðàáîòû îáó÷àþùåãîñÿ. Âèäû êîíòðîëÿ:(a) Âõîäíîé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ çíàíèé ïåðåä èçó÷åíèåì äèñöè-ïëèíû.(b) Òåêóùèé. Èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè îòäåëüíûõ ðàçäåëîâ êîíêðåò-íîé äèñöèïëèíû.(c) Ïðîìåæóòî÷íûé. Îïðåäåëåíèå êà÷åñòâà óñâîåíèÿ îòäåëüíîãî ðàçäå-ëà.(d) Èòîãîâûé. Ïðîâåðêà êà÷åñòâà óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà ïî öåëîìó êóðñó(äèñöèïëèíå).(e) Ïðîâåðêà îñòàòî÷íûõ çíàíèé. Ïðîâåðêà çíàíèé, ïîëó÷åííûõ îáó÷àå-ìûì â ïðîøëîì.Ïîäñèñòåìà ¾Óïðàâëåíèå ïîëüçîâàòåëÿìè¿ (ðèñ. 6)Ðåãèñòðèðóåò ïîëüçîâàòåëåé â ñèñòåìå, ñîñòàâëÿåò èõ ïðîôèëè. Âåä¼ò ñòà-òèñòèêó ïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìîé.Ýëåìåíòû ïîäñèñòåìû:1. Ðåãèñòðàòîð ïîëüçîâàòåëÿ. Ïðîèçâîäèò ðåãèñòðàöèþ ïîëüçîâàòåëÿ â ñè-ñòåìå.2. Ïîëüçîâàòåëü. Òîò, êòî ðåãèñòðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåãèñòðàòîðà.3. Ïðîôèëü ïîëüçîâàòåëÿ. Ñîäåðæèò êðàòêóþ èíôîðìàöèþ î ïîëüçîâàòåëå.Ñîñòàâëÿþùèå:(a) Äàòà ðåãèñòðàöèè. Äàòà ïåðâîé ðåãèñòðàöèè â ñèñòåìå.
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Ðèñ. 6. Ïîäñèñòåìà ¾Óïðàâëåíèå ïîëüçîâàòåëÿìè¿(b) Ïîñëåäíåå ïîñåùåíèå. Äàòà ïîñëåäíåãî ïîñåùåíèÿ ñèñòåìû ïîëüçîâà-òåëåì.(c) Òèï ïîëüçîâàòåëÿ. Îïèñàíèå òèïà ïîëüçîâàòåëÿ âëèÿåò íà ïîâåäåíèåñèñòåìû â ïëàíå äîñòóïà ê îïðåäåë¼ííûì å¼ ÷àñòÿì. Îãðàíè÷åíèÿ íàäîñòóï âîçìîæíû ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèîíàëüíîñòè ïîäñèñòåìû¾Áåçîïàñíîñòü¿. Òèïû:i. Ñòóäåíò. Ãëàâíûé ïîëüçîâàòåëü ñèñòåìû. Òîò, êòî ó÷àñòâóåò âïðîöåññå îáó÷åíèÿ, íà êîãî îíî íåïîñðåäñòâåííî íàïðàâëåíî.ii. Ïðåïîäàâàòåëü. Òîò, êòî ïðîèçâîäèò îáó÷åíèå ïîëüçîâàòåëÿ òèïà¾Ñòóäåíò¿. Ñîñòàâëÿåò ïðîãðàììó ó÷åáíîãî êóðñà, àíàëèçèðóåòóñïåâàåìîñòü îáó÷àþùèõñÿ è ïðî÷åå.iii. Àäìèíèñòðàòîð. Óïðàâëÿþùèé ñèñòåìû. Îòâå÷àåò çà å¼ ôóíêöè-îíèðîâàíèå.4. Èñòîðèÿ ðàáîòû ïîëüçîâàòåëÿ. Ôóíêöèîíèðóåò çà ñ÷¼ò ïîäñèñòåìû ¾Îá-ñëóæèâàíèÿ¿, ïðîèçâîäèò çàïèñü èíôîðìàöèè, êàñàþùåéñÿ ðàáîòû ïîëü-çîâàòåëÿ ñ ñèñòåìîé: ââåä¼ííûå êîìàíäû, ïðîèçîøåäøèå ñîáûòèÿ è ïð.Äåòàëüíîñòü èíôîðìàöèè çàâèñèò îò óñòàíîâëåííûõ àäìèíèñòðàòîðîì ïà-ðàìåòðîâ.5. Èäåíòèôèêàöèîííûå äàííûå. Ôàìèëèÿ, Èìÿ, Îò÷åñòâî, Äîïîëíèòåëüíàÿèíôîðìàöèÿ (ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ ñóùíîñòü, êîòîðàÿ ìîæåò ñî-äåðæàòü àäðåñ ïîëüçîâàòåëÿ, òåëåôîí è ïðî÷óþ ïîäîáíóþ èíôîðìàöèþ).



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 89Ïîäñèñòåìà ¾Ó÷åáíûé ìàòåðèàë¿ (ðèñ. 7)Îòâå÷àåò çà ñîäåðæàíèå ìàòåðèàëà ïî ïðåäóñìîòðåííûì äèñöèïëèíàì, ñëî-âàðü òåðìèíîâ, è ïðî÷óþ èíôîðìàöèþ, êàñàþùóþñÿ ïðåäìåòà. Îñíîâíûå ôóíê-öèè: âíåñåíèå, õðàíåíèå, èçâëå÷åíèå íóæíîé èíôîðìàöèè ñ âîçìîæíîñòüþ å¼ôèëüòðàöèè ïî ðàçëè÷íûì ïðèçíàêàì. Ìîæåò ñîäåðæàòü èíôîðìàöèþ îïèñà-òåëüíîãî è èëëþñòðàòèâíîãî õàðàêòåðà. Âîçìîæíî ñîäåðæàíèå ó÷åáíûõ çàäà÷,ñãåíåðèðîâàííûõ ñèñòåìîé èëè ïðåïîäàâàòåëåì.

Ðèñ. 7. Ïîäñèñòåìà ¾Ó÷åáíûé ìàòåðèàë¿Ïîäñèñòåìà ¾Áåçîïàñíîñòü¿ (ðèñ. 8)Îòâå÷àåò çà òàêèå âîïðîñû áåçîïàñíîñòè, êàê: àóòåíòèôèêàöèÿ (ïðîâåðêàñîîòâåòñòâèÿ ïîëüçîâàòåëÿ ó÷¼òíîé çàïèñè); ñåêðåòíîñòü (èíà÷å êîíôèäåíöè-àëüíîñòü, ñëóæèò äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ ïîïàäàíèÿ èíôîðìàöèè ïîëüçîâàòåëÿì,íåàâòîðèçîâàííûì ñèñòåìîé); öåëîñòíîñòü (äëÿ òîãî ÷òîáû áûòü óâåðåííûì âòîì, ÷òî îïðåäåë¼ííûå ÷àñòè ñèñòåìû íå ïîäìåíåíû è íå ìîäèôèöèðîâàíû çëî-óìûøëåííèêîì); ñòðîãîå âûïîëíåíèå îáÿçàòåëüñòâ (ñëóæèò äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿòîãî ôàêòà, ÷òî ïîëüçîâàòåëü äåéñòâèòåëüíî ñîâåðøèë îïðåäåë¼ííîå äåéñòâèå).
Ðèñ. 8. Ïîäñèñòåìà ¾Áåçîïàñíîñòü¿Ïîäñèñòåìà ¾Êîììóíèêàöèè¿ (ðèñ. 9)Îáåñïå÷èâàåò ðàáîòó ïîëüçîâàòåëåé ñèñòåìû íå òîëüêî íà ëîêàëüíîì êîì-ïüþòåðå, íî è â ïðåäåëàõ ãëîáàëüíîé ñåòè.Ýëåìåíòû ïîäñèñòåìû:1. Êîììóíèêàöèÿ. Îñóùåñòâëÿåò âçàèìîäåéñòâèå ïîëüçîâàòåëåé. Òèï âçàè-ìîäåéñòâèÿ ïîëüçîâàòåëåé:(a) Ïðåïîäàâàòåëü-îáó÷àåìûé. Ïðåäïîëàãàåò ðàáîòó ïðåïîäàâàòåëÿ ñîáó÷àåìûì èëè ñ ãðóïïîé îáó÷àåìûõ.



90 Ñ.Â. Ãóññ. Ýëåìåíòû ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ. . .(b) Îáó÷àåìûé-îáó÷àåìûé. Ïðåäïîëàãàåò ðàáîòó îáó÷àåìûõ äðóã ñ äðó-ãîì.

Ðèñ. 9. Ïîäñèñòåìà ¾Êîììóíèêàöèÿ¿2. Àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà. Ëîêàëüíûé êîìïüþòåð ïîëüçîâàòåëÿ.3. Ñåòü. Ñîâîêóïíîñòü êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì.4. Ëîêàëüíàÿ ñåòü. Îáúåäèíåíèå êîìïüþòåðîâ â ïðåäåëàõ ïðåäïðèÿòèÿ, îð-ãàíèçàöèè, ó÷ðåæäåíèÿ.5. Ãëîáàëüíàÿ ñåòü. Îáúåäèíåíèå êîìïüþòåðîâ ïî âñåìó ìèðó.Ïîäñèñòåìà ¾Îáñëóæèâàíèå¿ (ðèñ. 10)

Ðèñ. 10. Ïîäñèñòåìà ¾Îáñëóæèâàíèå¿Îêàçûâàåò óñëóãè âñïîìîãàòåëüíîãî õàðàêòåðà:1. Ëîãèðîâàíèå. Ôèêñèðîâàíèå ñîáûòèé, ïðîèñõîäÿùèõ â ñèñòåìå.2. Èñòîðèÿ ðàáîòû ïîëüçîâàòåëÿ. Ñîäåðæèò:3. Ïîìåòêè îáó÷àåìîãî. Ñîõðàíåíèå ïðîöåññà îáó÷åíèÿ íà îïðåäåë¼ííîì ýòà-ïå, çàêëàäêè â ó÷åáíîì ìàòåðèàëå.4. Êîíôèãóðàöèÿ GUI:



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 91(a) Îáëîæêà. Âíåøíèé âèä ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà ïîëüçîâàòåëÿ.(b) Ñêðûòûå ýëåìåíòû. Ýëåìåíòû èíòåðôåéñà, ñêðûòûå ïîëüçîâàòåëåì.5. Èñòîðèÿ ðàáîòû ñèñòåìû. Èñòîðèÿ ðàáîòû ñèñòåìû, íåîáõîäèìàÿ ñèñòåì-íîìó àäìèíèñòðàòîðó.Ïîäñèñòåìà ¾Âçàèìîäåéñòâèå ÷åëîâåê-ìàøèíà¿.Îáåñïå÷èâàåò êîììóíèêàöèþ ïîëüçîâàòåëÿ ñ ñèñòåìîé.Ïîäñèñòåìà ¾Èíòåëëåêò¿.Ïðåäïîëàãàåò îáùåíèå ñ ïîëüçîâàòåëåì íà åñòåñòâåííîì èëè óñëîâíî-åñòåñòâåííîì ÿçûêå, à òàêæå àäàïòàöèþ ê ïîëüçîâàòåëþ. Ïîäñèñòåìà ¾Ïñèõî-ôèçèîëîãè÷åñêîå ñîïðîâîæäåíèå¿. Ôóíêöèè: ïðîâåðêà ïñèõîôèçèîëîãè÷åñêèõîñîáåííîñòåé îáó÷àåìîãî, ïðîâåðêà ïðîôåññèîíàëüíîé ïðèãîäíîñòè, ó÷¼ò ïñè-õîôèçèîëîãè÷åñêèõ êà÷åñòâ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðîâåäåíû êîíöåïòóàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå è àíàëèç ïðåäìåòíîé îáëà-ñòè, â êîòîðîé ðàáîòàþò ïðîãðàììíûå ñèñòåìû ó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ. Ïðåäñòàâ-ëåííûé ìàòåðèàë ïîçâîëÿåò ÿñíåå ïðåäñòàâèòü îáëàñòü, â êîòîðîé è ñ êîòîðîéðàáîòàåò êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîãðàììíûõ ñèñòåì, äà¼ò îòïðàâíóþ òî÷êóäëÿ ïîñëåäóþùèõ ñòàäèé ðàçðàáîòêè òàêèõ ñèñòåì. Ñëåäóþùèå ýòàïû, ïðåä-ïîëàãàåìûå èññëåäîâàíèÿìè àâòîðà, çàêëþ÷àþòñÿ â äåòàëüíîì àíàëèçå ïðèëî-æåíèé (ïîäðàçóìåâàåòñÿ äåëåíèå ñòàäèè àíàëèçà íà àíàëèç ïðåäìåòíîé îáëà-ñòè è àíàëèç ïðèëîæåíèÿ) è èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ ïëàíèðîâàíèÿ ïîâòîðíîãîèñïîëüçîâàíèÿ íà ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ àðõèòåêòóðû ïðîãðàììíûõ ñèñòåìó÷åáíîãî íàçíà÷åíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïî çàâåðøåíèè ñòàäèè àíàëèçà ïðè-ëîæåíèé ïðåäñòàâëåííàÿ â ðàáîòå ìîäåëü ñòàíåò áîëåå ïîëíîé è â íåé ïîÿâÿòñÿíîâûå ýëåìåíòû, ñâÿçàííûå ñ îñîáåííîñòÿìè ïðèëîæåíèé.Ëèòåðàòóðà1. ßêîâëåâ, À.È. Èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûå òåõíîëîãèè â îáðàçîâàíèè /À.È. ßêîâëåâ // Èíôîðìàöèîííîå îáùåñòâî. � 2001. � Âûï. 2. � Ñ. 32�37.2. Áðàóäå, Ý. Òåõíîëîãèÿ ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ / Ý. Áðàóäå. �ÑÏá.: Ïèòåð, 2004.3. Ðîéñ, Ó. Óïðàâëåíèå ïðîåêòàìè ïî ñîçäàíèþ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Óíèôè-öèðîâàííûé ïîäõîä / Ó. Ðîéñ. � Ì.: Ëîðè, 1998.4. Ñîììåðâèëë, È. Èíæåíåðèÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ / È. Ñîììåðâèëë. � 6-åèçä. � Ì.: Âèëüÿìñ, 2002.5. Flynt, J. Software Engineering for Game Developers / J. Flynt, O. Salem. � UnitedStates of America: Thomson Course Technology PTR, 2005.6. Áàøìàêîâ, À.È. Ðàçðàáîòêà êîìïüþòåðíûõ ó÷åáíèêîâ è îáó÷àþùèõ ñèñòåì /À.È. Áàøìàêîâ, È.À. Áàøìàêîâ. � Ì.: Ôèëèíú, 2003.



927. Êîðîòååâà, Î.Ñ. Íîâûå îáðàçîâàòåëüíûå òåõíîëîãèè â èíôîðìàöèîííîì ïðî-ñòðàíñòâå / Î.Ñ. Êîðîòååâà, Ë.Â. Õîðåâà // Îáðàçîâàòåëüíûå òåõíîëîãèè. � 2008.� Âûï. 2. � Ñ. 64.8. Ñèáèðöåâà, Ã.À. Âîïðîñû êà÷åñòâà ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ïî çàî÷íîéôîðìå îáó÷åíèÿ / Ã.À. Ñèáèðöåâà, Í.Í. Ñàìàðèíà // Îáðàçîâàòåëüíûå òåõíîëî-ãèè. � 2008. � Âûï. 2. � Ñ. 111.9. Íóæíîâ, Å.Â. Âîçìîæíîñòè îöåíêè êà÷åñòâà âçàèìîäåéñòâèÿ ¾ïðåïîäàâàòåëü -îáó÷àåìûé¿ â îáðàçîâàòåëüíîì ó÷ðåæäåíèè / Å.Â. Íóæíîâ // Ïåðñïåêòèâíûåèíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû. � 2005. � Âûï. 3. �Ñ. 52�55.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 93�96 ÓÄÊ 681.3.06ÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈßÄÎÊÓÌÅÍÒÎÂ ÏÎ ÑÒÅÏÅÍÈ ÁËÈÇÎÑÒÈ ÒÅÐÌÎÂÀ.Ñ. ÅïðåâÂ ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç ìåòîäîâ òåìàòè÷åñêîé êëàññèôèêàöèèòåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ ïî áëèçîñòè òåðìîâ, âõîäÿùèõ â îïèñàíèÿ çàäàí-íûõ òåìàòèê è ïîñòóïàþùèõ â ñèñòåìó äîêóìåíòîâ.ÂâåäåíèåÊëàññèôèêàöèÿ òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ äëÿ ýëåêòðîííûõ áèáëèîòåê è áàç çíà-íèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ ïðîáëåìûýôôåêòèâíîãî äîñòóïà ê èíôîðìàöèîííûì ðåñóðñàì ýòèõ ñèñòåì. Ïðîáëåìà çà-êëþ÷àåòñÿ â ñëîæíîñòè îðèåíòèðîâàíèÿ â ýòèõ ìàññèâàõ. Îòñóòñòâèå âîçìîæ-íîñòè ïîëó÷èòü íàèáîëåå àêòóàëüíóþ è ïîëíóþ èíôîðìàöèþ ïî êîíêðåòíîéòåìå äåëàåò áåñïîëåçíîé áîëüøóþ ÷àñòü íàêîïëåííûõ ðåñóðñîâ. Èñïîëüçîâàíèåêëàññèôèêàòîðîâ ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü òðóäîçàòðàòû íà ïîèñê íóæíîé èíôîð-ìàöèè.Òåìàòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äîêóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé àâòîìàòè÷åñêî-ãî îïðåäåëåíèÿ òåìàòèêè äîêóìåíòà ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó âîçìîæíûõ òåìà-òèê. Ïðè÷åì êàæäûé äîêóìåíò ñîîòâåòñòâóåò êàêîé-íèáóäü îäíîé èç çàäàííûõòåìàòèê.Ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè òåêñòîâîé èíôîðìàöèè óäåëåíî ìíîãî âíèìàíèÿ[1�3]. Áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ êëàññèôèêàöèè îñíîâûâàþòñÿ íà èñïîëüçîâàíèèïðîñòîé âåêòîðíîé ìîäåëè îïèñàíèÿ äîêóìåíòîâ. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè äîêó-ìåíò îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì, â êîòîðîì êàæäîìó èñïîëüçóåìîìó â äîêóìåíòåòåðìó ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî çíà÷èìîñòü â ýòîì äîêóìåíòå. Çíà÷èìîñòü òåðìà ðàñ-ñ÷èòûâàåòñÿ íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè î âñòðå÷àåìîñòè òåðìîâ âäîêóìåíòå. Îïèñàíèå òåìàòèêè òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì, è äëÿ îöåíêèáëèçîñòè äîêóìåíòà è òåìàòèêè èñïîëüçóåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâîïèñàíèÿ òåìàòèêè è îïèñàíèÿ äîêóìåíòà.Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà òåðìû-íà-äîêóìåíòû.Ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû � äîêóìåíòû, à ñòðîêè � òåðìû. Ýëåìåíòàìè ýòîé ìàò-ðèöû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòû èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî òåðìà â äàííîì äîêóìåíòå.
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94 À.Ñ. Åïðåâ. Òåìàòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äîêóìåíòîâ. . .Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé òåðì, äîêóìåíò è òåìàòèêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå âåêòîðîâ â îáùåì ïðîñòðàíñòâå. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà � k. Áëè-çîñòü ìåæäó ëþáîé êîìáèíàöèåé òåðìîâ è/èëè äîêóìåíòîâ ìîæåò áûòü âû-÷èñëåíà ïðè ïîìîùè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì,÷òîáû îòíåñòè äîêóìåíò ê îäíîé èç âîçìîæíûõ òåìàòèê, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòüíàèáîëåå áëèçêóþ èç âîçìîæíûõ òåìàòèêó.1. Ìåòîä êëàññèôèêàöèè äîêóìåíòîâÊëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè äîêóìåíòîâ ïî çàäàííîìó íàáîðó òåìàòèê[2] çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè äëÿ êàæäîãî ïîñòóïàþùåãî â ñèñòåìó äîêóìåíòàîäíîé (èëè íåñêîëüêèõ) òåìàòèê, ê êîòîðûì ýòîò äîêóìåíò îòíîñèòñÿ.Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìåòîäîâ êëàññèôèêàöèè, íî â èõ îñíîâå ëåæèò îäèíè òîò æå îáîáùåííûé àëãîðèòì [3]:
• ïîñòðîåíèå îïèñàíèé òåìàòèê;
• ïîñòðîåíèå îïèñàíèÿ ïîñòóïèâøåãî â ñèñòåìó äîêóìåíòà;
• âû÷èñëåíèå ñòåïåíè áëèçîñòè îïèñàíèÿ òåìàòèê è îïèñàíèÿ äîêóìåíòà èâûáîð íàèáîëåå áëèçêîé òåìàòèêè.1.1. Îïèñàíèÿ òåìàòèê è äîêóìåíòîâÁóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåìàòèêà äîêóìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ åãî ¾ñëîâàðåì¿. Ðàçëè÷-íûå ñèíòàêñè÷åñêèå ôîðìû îäíîãî è òîãî æå ñëîâà, â ñëîâàðå ïðåäñòàâëÿþòñÿáàçîâîé ñëîâîôîðìîé (òåðìîì). Èç ñëîâàðÿ èñêëþ÷àþòñÿ íàèáîëåå óïîòðåáè-òåëüíûå ñëîâà, òàêèå êàê ïðåäëîãè, ìåñòîèìåíèÿ è ïðî÷èå.Îïèñàíèåì äîêóìåíòà ÿâëÿåòñÿ âñå ìíîæåñòâî âñòðå÷àþùèõñÿ â äîêóìåíòåòåðìîâ.Òåìàòèêè òàêæå îïèñûâàþòñÿ íàáîðàìè òåðìîâ, òîëüêî ýòè íàáîðû ñîäåð-æàò íå âñå óïîòðåáëÿþùèåñÿ â äàííîé òåìàòèêå ñëîâà, à ëèøü íåáîëüøîå èõïîäìíîæåñòâî.1.2. Ïîñòðîåíèå îïèñàíèé òåìàòèêÒåìàòèêà çàäàåòñÿ íåáîëüøèì ìíîæåñòâîì îòíîñÿùèõñÿ ê íåé äîêóìåíòîâ. ×òî-áû ïîñòðîèòü îïèñàíèå òåìàòèêè, íåîáõîäèìî âûÿâèòü îòëè÷èÿ ýòîé òåìàòèêèîò îñòàëüíûõ. Ýòî ïîçâîëèò ñôîðìèðîâàòü íàáîð òåðìîâ, íàèëó÷øèì îáðàçîìïîä÷åðêèâàþùèõ îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêè.Âûáîð òåðìîâ äëÿ îïèñàíèÿ òåìàòèê ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãîàëãîðèòìà:1. Ïîñòðîåíèå îáùåãî ñëîâàðÿ òåðìîâ W . Â íåãî âêëþ÷àþòñÿ âñå òåðìû,êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äîêóìåíòàõ, çàäàþùèõ òåìàòèêè.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 952. Äëÿ êàæäîãî òåðìà ω ∈ W âû÷èñëÿåòñÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè åãî èñïîëü-çîâàíèÿ â äîêóìåíòàõ d äàííîé òåìàòèêè C:
P (ω|C) =

|{d : d ∈ C, d ⊃ ω}|
|C| .3. Äëÿ êàæäîé òåìàòèêè C ñòðîèòñÿ òåìàòè÷åñêèé ñëîâàðü. Â ýòîò ñëîâàðüâêëþ÷àþòñÿ òåðìû, âåðîÿòíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êîòîðûõ â ðàññìàòðèâàå-ìîé òåìàòèêå ïðåâîñõîäèò âåðîÿòíîñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ëþáîé äðóãîéòåìàòèêå Ci ∈ Ω, ò. å.

P (ω|C) ≥

∑

Ci∈Ω

P (ω|Ci)

|Ω| .Äëÿ êàæäîãî òåðìà èç òåìàòè÷åñêîãî ñëîâàðÿ òåìàòèêè C âû÷èñëÿåòñÿåãî çíà÷èìîñòü ïî ñëåäóþùåé ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëå:
Order(ω,C) =

P (ω|C)2

∑

Ci∈Ω

P (ω|Ci)
2
.4. Çíà÷èìîñòü òåðìîâ Order çàäàåò îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå òåð-ìîâ êàæäîãî èç òåìàòè÷åñêèõ ñëîâàðåé. Èñïîëüçóÿ ýòî îòíîøåíèå, èç òå-ìàòè÷åñêîãî ñëîâàðÿ âûáèðàåòñÿ íåñêîëüêî íàèáîëåå çíà÷èìûõ òåðìîâ,êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå îïèñàíèÿ ýòîé òåìàòèêè.Îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òåðìîâ äëÿ âêëþ÷åíèÿ â îïèñàíèå íåîáõîäèìîîïðåäåëèòü îïûòíûì ïóòåì.1.3. Âû÷èñëåíèå ñòåïåíè áëèçîñòèÊàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, îïèñûâàåìûé ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäïîëî-æåíèè, ÷òî òåìàòèêà äîêóìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ åãî ñëîâàðåì.Åñëè ìû îïðåäåëèì ôóíêöèþ Proximity(ω1, ω2), êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæ-äîé ïàðå òåðìîâ íåêîòîðóþ îöåíêó èõ òåìàòè÷åñêîé áëèçîñòè, òî îöåíêà òåìàòè-÷åñêîé áëèçîñòè äîêóìåíòà è òåìàòèêè îïðåäåëÿåòñÿ òåìàòè÷åñêîé áëèçîñòüþòåðìîâ, âõîäÿùèõ â èõ îïèñàíèÿ.Îäíèì èç âàðèàíòîâ îöåíêè áëèçîñòè äîêóìåíòà è òåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ ñðåä-íåå àðèôìåòè÷åñêîå ïîïàðíûõ îöåíîê òåìàòè÷åñêîé áëèçîñòè òåðìîâ èç îïèñà-íèé äîêóìåíòà d ∈ D è òåìàòèêè C ∈ Ω:

Hit(d, C) =

∑

ωd
i ∈d

∑

ωC
j ∈C

(Proximity(ωd
i , ω

C
j ))

|C| · |D| .Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè áëèçîñòè äîêóìåíòà ñ âîçìîæíûìè òåìàòèêàìèìîæíî âûáðàòü îäíó èëè íåñêîëüêî òåìàòèê ñ íàèáîëåå âûñîêèìè îöåíêàìè,ò. î. êëàññèôèöèðîâàòü äîêóìåíò â îäíó èëè íåñêîëüêî òåìàòèê.



961.4. Òåìàòè÷åñêàÿ áëèçîñòü òåðìîâÑòåïåíü òåìàòè÷åñêîé áëèçîñòè ïàðû òåðìîâ õàðàêòåðèçóåò, íàñêîëüêî ÷àñòîýòè òåðìû óïîòðåáëÿþòñÿ â äîêóìåíòàõ îäíîé è òîé æå òåìàòèêè, íî íå îáÿçà-òåëüíî ïðèñóòñòâóþò â îäíèõ è òåõ æå äîêóìåíòàõ.Ïîñòðîèì ìàòðèöó òåðìû-íà-äîêóìåíòû X, ñòðîêè êîòîðîé îòðàæàþò ðàñ-ïðåäåëåíèå òåðìîâ ïî äîêóìåíòàì èç îáó÷àþùåãî ñèñòåìó íàáîðà äîêóìåíòîâ.Â êà÷åñòâå îöåíêè òåìàòè÷åñêîé áëèçîñòè ïàðû òåðìîâ èñïîëüçóåòñÿ ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû âû-÷èñëèòü ñòåïåíü òåìàòè÷åñêîé áëèçîñòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè òåðìîâ, äîñòàòî÷-íî âû÷èñëèòü ìàòðèöó XXT . Òàêèì îáðàçîì, ìû òîëüêî ÷òî çàäàëè ôóíêöèþ
Proximity:

Proximity(ω1, ω2) = XXT [ω1, ω2].2. Çàêëþ÷åíèåÌû ðàññìîòðåëè ìåòîä êëàññèôèêàöèè äîêóìåíòîâ ïî ñòåïåíè áëèçîñòè ê çà-äàííûì òåìàòèêàì. Îäíàêî åìó ïðèñóùè ñëåäóþùèå íåäîñòàòêè [4, còð. 203]:
• ìåòîä íå îáíàðóæèâàåò çàâèñèìîñòè ìåæäó òåðìàìè, êîòîðûå ÷àñòî èñ-ïîëüçóþòñÿ â äîêóìåíòàõ îäíîé è òîé æå òåìàòèêè, íî ðåäêî âñòðå÷àþòñÿâìåñòå;
• ñëó÷àéíûå çàâèñèìîñòè è îøèáêè ïðàâîïèñàíèÿ îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîåâëèÿíèå íà ïîëó÷àåìûå îöåíêè è íåãàòèâíî ñêàçûâàþòñÿ íà òî÷íîñòè ìå-òîäà;
• ðàçìåð ìàòðèöû òåðìû-íà-äîêóìåíòû î÷åíü âåëèê äàæå äëÿ íåáîëüøîãî÷èñëà äîêóìåíòîâ è ïîýòîìó ìåòîä âåñüìà ðåñóðñîåìêèé.Îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ îá îïòèìàëüíîì êîëè÷åñòâå òåðìîâ äëÿ âêëþ÷å-íèÿ â îïèñàíèå òåìàòèê. Íåîáõîäèìî ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå: â ðàìêàõ êîìïüþ-òåðíîãî ýêñïåðèìåíòà âûÿâèòü çàâèñèìîñòè êà÷åñòâà êëàññèôèêàöèè äîêóìåí-òîâ îò ÷èñëà òåðìîâ, îïðåäåëÿþùèõ òåìàòèêó.Ëèòåðàòóðà1. Koller, D. Hierarchically classifying documents using very few words / D. Koller,M. Sahami // Proceedings of the Fourteenth International Conference on MachineLearnin. � 1997. � P. 170�178.2. Lewis, D. A comparison of two learning algorithms for text categorization / D. Lewis,M. Ringuette // Proceedings of the 3rd Annual Symposium on Document Analysis andInformation Retrieva. � 1994. � P. 81-93.3. Êóðàëåíîê, È.Å. Àâòîìàòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äîêóìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåìñåìàíòè÷åñêîãî àíàëèçà / È.Å. Êóðàëåíîê, È.Ñ. Íåêðåñòüÿíîâ // Ïðîãðàììèðî-âàíèå. � 2000. � Ñ. 31-41.4. Ëàíäý, Ä.Â. Îñíîâû èíòåãðàöèè èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ / Ä.Â. Ëàíäý. � K.: Èí-æèíèðèíã, 2006.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 97�106 ÓÄÊ 519.688ÊËÀÑÒÅÐÈÇÀÖÈß ÌÀÒÐÈÖ Ñ ÏÐÎÏÓÑÊÀÌÈ ÊÀÊÌÅÒÎÄ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÌÓËÜÒÈÌÅÄÈÉÍÎÉÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈÈ.Á. ËàðèîíîâÐàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä êëàñòåðèçàöèè ìàòðèö ñ ïðîïóñêàìè êàê ìåòîäâîññòàíîâëåíèÿ ìóëüòèìåäèéíîé èíôîðìàöèè íà ïðèìåðå ãðàôè÷åñêèõôàéëîâ.ÂâåäåíèåÍàäåæíîñòü ñîâðåìåííûõ íàêîïèòåëåé äîñòàòî÷íî âûñîêà. Íî âñåãäà åñòü âå-ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàêèå-ëèáî ôàéëû áóäóò èñïîð÷åíû. Òàê æå ñîâðåìåííûåïèðèíãîâûå ñåòè èñïîëüçóþò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû õåøèðîâà-íèÿ. Îäíàêî èíîãäà ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå äàííûõ, êîòîðûå íå çàìåòíû äëÿâíóòðåííèõ àëãîðèòìîâ êîíòðîëÿ öåëîñòíîñòè íîñèòåëåé èëè äëÿ àëãîðèòìîâõåøèðîâàíèÿ. Ïîäîáíûå èçìåíåíèÿ èíîãäà ïðèâîäÿò ê äîñòàòî÷íî ñèëüíîìóèçìåíåíèþ äàííûõ (íà ïðèìåðå ìóëüòèìåäèéíûõ äàííûõ) â ñâÿçè ñ òåì, ÷òîñîâðåìåííûå àëãîðèòìû ñæàòèÿ ñ ïîòåðÿìè íåóñòîé÷èâû ê ïîâðåæäåíèÿì.Â ñâÿçè ñ ýòèì âñòàåò çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ áåçâîçâðàòíî ïîòåðÿííîé èí-ôîðìàöèè. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ ñãëàæèâàíèÿ ïîòåðü â ìóëüòèìå-äèéíûõ äàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëÿöèè. Äëÿ ñëó÷àåâ íåáîëüøèõ ïî-òåðü òàêîé ìåòîä, êàê èíòåðïîëÿöèÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè, ïîçâîëÿåò äî-áèòüñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî áóäåò ïîêàçàíî íèæå. Îäíàêî ïðèïîòåðå ñóùåñòâåííîãî êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè ðàñïðîñòðàíåííûå ìåòîäû èí-òåðïîëÿöèè íåýôôåêòèâíû. Òàêèå ñëó÷àè òðåáóþò áîëåå èíòåëëåêòóàëüíîãîïîäõîäà.Ðàññìîòðèì ñïîñîá âîññòàíîâëåíèÿ ïîâðåæäåííûõ ìóëüòèìåäèéíûõ äàííûõñ ïîìîùüþ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö ñ ïðîïóñêàìè.1. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèö ñ ïðîïóñêàìèÈäåÿ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö, ñîäåðæàùèõ ïðîïóñêè, íà ñóììó îäíî-ðàíãîâûõ ìàòðèö áûëà ïðåäëîæåíà ñòàðøèì íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì Íîâîñèáèð-ñêîãî èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè Ñ.Â. Ìàêàðîâûì. È õîòÿ ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà
Copyright c© 2009 È.Á. Ëàðèîíîâ.Îìñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èì.Ô.Ì.Äîñòîåâñêîãî.E-mail: igor@1.ws



98 È.Á. Ëàðèîíîâ. Êëàñòåðèçàöèÿ ìàòðèö ñ ïðîïóñêàìè. . .íåïîñðåäñòâåííî â îáðàáîòêå äàííûõ íå èñïîëüçóåòñÿ, îí äàåò íàì ïðîñòåéøèéïðèìåð è ïðîòîòèï äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé.Ïóñòü çàäàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà A = (aij), êëåòêè êîòîðîé çàïîëíå-íû äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè èëè çíà÷êîì @, îçíà÷àþùèì îòñóòñòâèå äàííûõ.Òðåáóåòñÿ ïðåäñòàâèòü èñõîäíóþ ìàòðèöó A â âèäå ñóììû îäíîðàíãîâûõ ìàò-ðèö Pq:
A =

∑

q

Pq.Òàêèì îáðàçîì, ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ A ìàòðè-öåé âèäà xiyj ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:
Φ =

∑

i,j
aij 6=@

(aij − xiyj)
2 → min. (1)Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè èòåðàöèÿìè ïî ÿâíûì ôîð-ìóëàì. Ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå yi çíà÷åíèÿ xi, äîñòàâëÿþùèå ìèíèìóìôîðìå (1), îäíîçíà÷íî è ïðîñòî îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâ δΦ/δxi:

δΦ

δxi
= −2

∑

j
aij 6=@

(aij − xiyj)yj = 0,

xi =

( ∑

j
aij 6=@

aijyj

)/( ∑

j
aij 6=@

(yj)
2

)
.Ââåäåì îáîáùåííîå íà ñëó÷àé äàííûõ ñ ïðîáåëàìè îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãîïðîèçâåäåíèÿ (•, •)a è íîðìû || • ||a.Îïðåäåëåíèå 1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (y1, y2)a âåêòîðîâ y1 è y2 íàçûâàåòñÿñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïî èçâåñòíûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà a è ñ÷èòàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:

(y1, y2)a =
∑

i
ai 6=@

y1iy2i.Îïðåäåëåíèå 2. Íîðìà ||y||a âåêòîðà y íàçûâàåòñÿ íîðìîé ïî èçâåñòíûì êîì-ïîíåíòàì âåêòîðà a è ñ÷èòàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
||y||a =

√
(y, y)a =

√√√√
∑

i
ai 6=@

y2
i .Ñ ó÷åòîì ýòèõ îïðåäåëåíèé ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé xi íà-õîäÿòñÿ êàê íîðìèðîâàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà äàííûõ ai (i-àÿñòðîêà ìàòðèöû A) íà âåêòîð y:

xi =
(ai, y)ai

||y||ai

2 ,



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 99ãäå, íàïîìíèì, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (•, •)ai
è íîðìà || • ||ai

âû÷èñëÿþòñÿ ïîèçâåñòíûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà ai, ò.å. ìû èìååì äåëî ñ îáîáùåííûì íà ñëó÷àéäàííûõ ñ ïðîáåëàìè ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé.Àíàëîãè÷íî è ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå xi çíà÷åíèå yi, äîñòàâëÿþùååìèíèìóì ôîðìå (1), îïðåäåëÿåòñÿ ÿâíî èç ðàâåíñòâ δΦ/δyj = 0:
δΦ

δyj

= −2
∑

i
aij 6=@

(aij − xiyj)xi = 0,

yi =

( ∑

i
aij 6=@

aijxi

)/( ∑

i
aij 6=@

(xi)
2

)
.Àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ ïðîåêöèè xi ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíîçàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîåêöèþ j-ãî ñòîëáöà aj ìàòðèöû A íà âåêòîð x:

yj =
(aj , x)aj

||x||aj

2 ,ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà âû÷èñëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì êîìïîíåíòàìâåêòîðà aj . Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ èòåðàöèîííûé, ïîýòîìó â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãîïðèáëèæåíèÿ âåêòîðà y âîçüìåì ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå, íî ïîòðåáóåì, ÷òîáû yáûë åäèíè÷íîé äëèíû:
y − ñëó÷àéíûé, íîðìèðîâàí íà 1 (ò.å.||y||2 =

∑

j

yj
2 = 1).Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàëîñòü îòíîñèòåëüíîãîóëó÷øåíèÿ çíà÷åíèÿ ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà íà èòåðàöèè, ò.å. êðèòåðèéîñòàíîâêè ìàëîñòü îòíîñèòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ ∆Φ/φ, ãäå ∆Φ � ïîëó÷åííîå çàöèêë óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ Φ, à Φ � ñàìî òåêóùåå çíà÷åíèå. Åñòåñòâåííî èèñïîëüçîâàíèå âòîðîãî êðèòåðèÿ îñòàíîâêè - ìàëîñòü ñàìîãî çíà÷åíèÿ Φ.Òàêèì îáðàçîì, èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè ∆Φ/Φ < εèëè Φ < δ äëÿ íåêîòîðûõ ε, δ < 0.Â ðåçóëüòàòå äëÿ ìàòðèöû A ïîëó÷èëè íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ìàòðèöåé

P1 âèäà xiyj. Äàëåå, èç ìàòðèöû A âû÷èòàåì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó P1, è äëÿïîëó÷åííîé ìàòðèöû óêëîíåíèé A−P1 âíîâü èùåì íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå P2ýòîãî æå âèäà è ò.ä., ïîêà, íàïðèìåð, íîðìà A íå ïðèáëèçèòñÿ â äîñòàòî÷íîéñòåïåíè ê íîëþ.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè îïÿòü æå èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó ðàçëîæåíèÿ ìàò-ðèöû A â âèäå ñóììû ìàòðèö ðàíãà 1, ò.å. A = P1 + P2 + · · ·+ Pq.Èç òåîðèè ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû â âèäå ñóììû îäíîðàíãîâûõìàòðèö èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå ïîëíîé (áåç ïðîáåëîâ) ìàòðèöû ÷èñëî ïîëó÷åí-íûõ îäíîðàíãîâûõ ìàòðèö íå ïðåâûøàåò ÷èñëî ñòîëáöîâ èñõîäíîé ìàòðèöû. Âîáùåì æå ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè ïðîáåëîâ ýòî íå òàê.



100 È.Á. Ëàðèîíîâ. Êëàñòåðèçàöèÿ ìàòðèö ñ ïðîïóñêàìè. . .2. Îïèñàíèå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîâðåæäåíèéãðàôè÷åñêèõ ôàéëîâÂ õîäå ýêñïåðèìåíòà áûëè ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè âîññòàíîâèòü ãðàôè÷åñêèåôàéëû ôîðìàòà BMP. Ýòîò ôîðìàò áûë âûáðàí êàê íàèáîëåå ïðîñòîé è êàêîäèí èç ôîðìàòîâ, â êîòîðîì îòñóòñòâóåò ñæàòèå, ïðè êîòîðîì èçìåíåíèå îä-íîãî áèòà ïîâëå÷åò çà ñîáîé èçìåíåíèå âñåõ äàííûõ, èäóùèõ ïîñëå ýòîãî áèòà(êàê ýòî ïðîèñõîäèò â àëãîðèòìå JPEG). Òàêæå ýòîò ôîðìàò íàèáîëåå ïîõîæ íàôîðìàò RAW, êîòîðûé èñïîëüçóþò âñå ïðîôåññèîíàëüíûå ôîòîãðàôû. ÔîðìàòRAW îòëè÷àåòñÿ îò BMP òîëüêî çàãîëîâêîì, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü äâàýòèõ ôîðìàòà êàê îäèí è òîò æå. Ïðè ñòàíäàðòíîé ïîòåðå îäíîãî áëîêà (áóäüòî áëîê íà æåñòêîì äèñêå èëè ïàêåò â ñåòè) äàííûé ôîðìàò òåðÿåò ãîðèçîí-òàëüíûé áëîê òî÷åê (ïèêñåëåé) øèðèíîé â îäèí ïèêñåëü. Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òîâñå 3 (à èíîãäà è 4, åñëè èñïîëüçóåòñÿ alpha-êàíàë) êàíàëà èçîáðàæåíèÿ èäóòïîñëåäîâàòåëüíî äðóã çà äðóãîì, ñãðóïïèðîâàííûå â áëîê èç 3 (4) áàéò äëÿîäíîãî ïèêñåëÿ.Â ðàññìàòðèâàåìîì ôîðìàòå äàííûå õðàíÿòñÿ â ôîðìàòå (a)RGB, ò.å. õðà-íÿòñÿ îòäåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå äëÿ êðàñíîãî, çåëåíîãî è ñèíåãî öâåòîâ (òàê æåïðîçðà÷íîñòü alpha-êàíàëà). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè âîññòàíîâëåíèÿ äàííûõ áûëîïðèíÿòî ðåøåíèå îá èñïîëüçîâàíèè öâåòîâîé ìîäåëè YUV, ò.ê. ýòà ìîäåëü íàè-áîëåå ðàñïðîñòðàíåíà (ñîâðåìåííîå àíàëîãîâîå òåëåâèäåíèå, MPEG-ïîäîáíûåêîäåêè).Â ìîäåëè YUV åñòü òðè ñîñòàâëÿþùèå: Y - ÿðêîñòü è äâå öâåòîðàçíîñòíûõ- U è V. Ïðåîáðàçîâàíèå èç RGB â YUV ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
Y = 0.299R + 0.587G+ 0.114B,

U = −0.14713R− 0.28886G+ 0.436B,

V = 0.615R− 0.51499G− 0.10001B.Èç YUV â RGB:
R = Y + 1.13983V,

G = Y − 0.39465U − 0.58060,

B = Y + 2.03211U.Êàê âèäíî èç ýòèõ ôîðìóë, äàííàÿ öâåòîâàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòüýêñïåðèìåíòû ïî âîññòàíîâëåíèþ, èñïîëüçóÿ òîëüêî îäíó ñîñòàâëÿþùóþ - ÿð-êîñòü, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î âñåõ òðåõ öâåòîâûõ ñî-ñòàâëÿþùèõ. Ðåçóëüòàòîâ äàííûõ èñïûòàíèé âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ñðàâíåíèÿðåçóëüòàòîâ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâèíòåðïîëÿöèè.Â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî ìåòîäà èíòåðïîëÿöèè áûë âûáðàí ìåòîä áèêóáè÷å-ñêèõ ñïëàéíîâ, êàê íàèáîëåå ðåñóðñî¼ìêèé è íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ïðèîáðàáîòêå èçîáðàæåíèé.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 1013. Èíòåðïîëÿöèÿ áèêóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìèÏóñòü íà îòðåçêå a ≤ ξ ≤ b çàäàíà ñåòêà ω = {xi : x0 = a < x1 <
· · · < xi < xn = b} è â å¼ óçëàõ çàäàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y(x), ðàâíûå
y(x0) = y0, · · · , y(xi) = yi, · · · , y(xn) = yn. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿíòó� ôóíêöèþ f(x), ñîâïàäàþùóþ ñ ôóíêöèåé y(x) â óçëàõ ñåòêè:

f(xi) = yi, i = 0, 1, · · · , n. (2)Îñíîâíàÿ öåëü èíòåðïîëÿöèè � ïîëó÷èòü áûñòðûé (ýêîíîìè÷íûé) àëãîðèòìâû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé f(x) äëÿ çíà÷åíèé x, íå ñîäåðæàùèõñÿ â òàáëèöå äàííûõ.Èíòåðïîëèðóþøèå ôóíêöèè f(x), êàê ïðàâèëî, ñòðîÿòñÿ â âèäå ëèíåéíûõêîìáèíàöèé íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:
f(x) =

N∑

k=0

ckΦk(xi),ãäå {Φk(x)} � ôèêñèðîâàííûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè, c0, c1, · · · , cn �íå îïðåäåëåííûå ïîêà êîýôôèöèåíòû. Èç óñëîâèÿ (2) ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç n+1óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ {ck}:
N∑

k=0

ckΦk(xi) = yi, i = 0, 1, · · · , n.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé Φk(x) òàêîâà, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå óçëîâ
a < x1 < · · · < xi < · · · < xn = b îòëè÷åí îò íóëÿ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû:

∆(Φ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ0(x0) Φ1(x0) · · · Φn(x0)
Φ0(x1) Φ1(x1) · · · Φn(x1)
· · · · · · · · · · · ·

Φ0(xn) Φ1(xn) · · · Φn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
.Òîãäà ïî çàäàííûì yi(i = 1, · · · , n) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

ck(k = 1, · · · , n).Èíòåðïîëÿöèÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè. Â ýòîì ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå ìåæäó ëþáûìèäâóìÿ ñîñåäíèìè óçëàìè ôóíêöèÿ èíòåðïîëèðóåòñÿ êóáè÷åñêèì ïîëèíîìîì, åãîêîýôôèöèåíòû íà êàæäîì èíòåðâàëå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ âóçëàõ:
fi = yi, f

′(xi − 0) = f ′(xi + 0), f ′′(xi − 0) = f ′′(xi + 0), i = 1, 2, · · · , n− 1.Êðîìå òîãî, íà ãðàíèöå ïðè x = x0 è x = xn ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ
f ′′(x0) = 0, f ′′(xn) = 0. (3)Áóäåì èñêàòü êóáè÷åñêèé ïîëèíîì â âèäå

f(x) = ai + bi(x− xi−1) + ci(x− xi−1)
2 + di(x− xi−1)

3, xi−1 ≤ ξ ≤ ξi. (4)
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f(xi−1) = ai = yi−1, f(xi) = ai+bihi+cih

2
i +dih

3
i = yi, hi = xi−xi−1, i = 1, 2, · · · , n−1.(5)Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå:

f ′(x) = bi +2ci(x−xi−1)+3di(x−xi−1)
2, f ′′(x) = 2ci +6di(x−xi−1), xi−1 ≤ ξ ≤ xi,è ïîòðåáóåì èõ íåïðåðûâíîñòè ïðè x = xi:

bi+1 = bi + 2cihi + 3dih
2
i , ci+1 = ci + 3dihi, i = 1, 2, · · · , n− 1. (6)Îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, î÷åâèäíî, ðàâíî 4n, ÷èñëî óðàâíåíèé(5) è (6) ðàâíî 4n−2. Íåäîñòàþùèå äâà óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ (3) ïðè

x = x0 è x = xn:
c1 = 0, cn + 3dnhn = 0.Âûðàæåíèå èç (6) di = ci+1−ci

3hi
; ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (5) è èñêëþ÷àÿ

ai = yi−1, ïîëó÷èì
bi =

[
yi − yi−1

hi

]
−1

3
hi(ci+1+2ci), i = 1, 2, · · · , n−1, bn =

[
yn − yn−1

hn

]
−2

3
hncn. (7)Ïîäñòàâèâ òåïåðü âûðàæåíèÿ äëÿ bi, bi+1 è di â ïåðâóþ ôîðìóëó (6), ïîñëåíåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ci ðàçíîñòíîå óðàâíåíèåâòîðîãî ïîðÿäêà

hici+2(hi+hi+1)ci+1+hi+1ci+2 = 3

(
yi+1 − yi

hi+1
− yi+1 − yi

hi+1

)
, i = 1, 2, · · · , n−1. (8)Ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

c1 = 0, cn+1 = 0. (9)Óñëîâèå cn+1 = 0 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ cn + 3dnhn =0 è óðàâíåíèþ ci+1 =
ci + dihi. Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (8) ñ óñëîâèÿìè (9) ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîìïðîãîíêè, ïðåäñòàâèâ â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà
A∗x = F , ãäå âåêòîð x ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó {ci}, âåêòîð F ïîýëåìåíòíî ðàâåíïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8), à ìàòðèöà A èìååò ñëåäóþùèé âèä:

A =




C1 B1 0 0 · · · 0 0
A2 C2 B2 0 · · · 0 0
0 A3 C3 B3 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · Bn−1

0 0 0 0 · · · An Cn




, (10)
ãäå Ai = hi, i = 2, · · · , n, Bi = hi+1, i = 1, · · · , n−1 è Ci = 2(hi+hi+1), i = 1, · · · , n.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 1034. Ìåòðèêè ñðàâíåíèé èçîáðàæåíèéÂ õîäå ðàáîòû âñòàë âîïðîñ î ìåòîäå ñðàâíåíèÿ êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ èçîá-ðàæåíèé. Áûëè âûáðàíû íàñêîëüêî ìåòðèê, îñíîâàííûå íà ðàçíèöå ïèêñåëåé.4.1. Ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî (MM)Íîðìà ðàçíèöû ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíà ïóòåì âçÿòèÿÌèíêîâñêîãî ñðåäíåãî ðàçíèö ïèêñåëåé ñíà÷àëà ïðîñòðàíñòâåííî, à çàòåì õðî-ìàòè÷åñêè (ò.å. ïî çîíàì):
εγ =

1

K

K∑

k=1

{
1

N2

N−1∑

i,j=0

∣∣∣∣Ck(i, j)− Ĉk(i, j)

∣∣∣∣
γ}1/γ

,ãäå Ĉk(i, j) - çíà÷åíèå öâåòîñîñòàâëÿþùåé ïèêñåëÿ âîññòàíîâëåííîãî èçîáðàæå-íèÿ.Äëÿ çíà÷åíèÿ γ = 2 ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷åñëåíèÿ ñðåäíåêâàäðà-òè÷åñêîé îøèáêè, êîòîðàÿ îïèñàíà íèæå.Â õîäå ðàáîòû èñïîëüçîâàëîñü çíà÷åíèå γ =∞:
ε∞ = max

i,j

K∑

k=1

1

K

∣∣∣∣Ck(i, j)− Ĉk(i, j)

∣∣∣∣ = max
i,j
||C(i, j)− Ĉ(i, j)||.4.2. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà (MSE)Äàííàÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìåòðèêè Ìèíêîâñêîãî:

ε =
1

N2

N−1∑

i,j=0

(
C(i, j)− Ĉ(i, j)

)2

.4.3. Ìåòðèêà ðàçíèöû ñ ñîñåäÿìè (DON)Äàííàÿ ìåòðèêà òîëåðàíòíà ê ñäâèãàì ïèêñåëåé è îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ â î÷åíêåêà÷åñòâà ñæàòèÿ âèäåîðÿäà.
ε =

√√√√ 1

2(N − w)2

N−w/2∑

i,j=w/2

[
A2 +B2

]
,

A = min
l,m∈wi,j

{
d(C(i, j), Ĉ(i,m))

}
,

B = min
l,m∈wi,j

{
d(Ĉ(i, j),C(l,m))

}
,ãäå d(•, •) � íåêàÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ Åâ-êëèäîâî ðàññòîÿíèå.Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ìåòðèêà ïðè w = 1 ñâîäèòñÿ ê ñðåäíåêâàä-ðàòè÷åñêîé îøèáêå, îïèñàííîé âûøå.



104 È.Á. Ëàðèîíîâ. Êëàñòåðèçàöèÿ ìàòðèö ñ ïðîïóñêàìè. . .4.4. Ìåòðèêà ìíîãîìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ (MDM)Äàííàÿ ìåòðèêà îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî áîëüøèíñòâî èçîáðàæåíèé õðàíÿòñÿâ áîëüøèõ ðàçðåøåíèÿõ (2000 ïèêñåëåé â êàæäîì èçìåðåíèè è áîëåå):
ε =

R∑

r=1

(
1

2r

1

22r−3

2r−1∑

i,j=1

[
(gR

ij − ĝR
ij)

2 + (gB
ij − ĝB

ij )
2 + (gG

ij − ĝG
ij)

2

]1/2)
,ãäå, äëÿ ïðèìåðà, gR

ij - ñðåäíåå çíà÷åíèå ñåðîé ñîñòàâëÿþùåé ij-òîãî áëîêà êðàñ-íîé ñîñòàâëÿþùåé, à r - îòíîñèòåëüíîå ðàçðåøåíèå ìåòðèêè.5. Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿÂ õîäå ðàáîòû áûëî ïðèíÿòî ïðàâèëî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêàÿ êàðòà óòðà÷åííûõïèêñåëîâ. Ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ óïðîùåíèÿ àëãîðèòìîâ. Íà ïðàêòèêå îïðåäåëå-íèå òàêîâûõ ïîòåðü íå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì, îäíàêî â êîíòåêñòå ðàññìàòðèâàåìîéòåìû, äàííûé âîïðîñ íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷íûì.Áûëè ðåàëèçîâàíû äâà ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåðü è 4 ìåòîäà ñðàâíå-íèÿ âîññòàíîâëåííûõ èçîáðàæåíèé ñ ýòàëîííûì. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèéìåòðèêè âû÷èñëÿëèñü òîëüêî ïî êàðòå ïîòåðü.Áûëî ïðîâåäåíî 100 èñïûòàíèé íà êàæäîì èç 20 èçîáðàæåíèé ðàçëè÷íûõòèïîâ:1. Âûñîêîêà÷åñòâåííûå ôîòîãðàôèè NASA.2. Âûñîêîêà÷åñòâåííûå ôîòîãðàôèè ïåéçàæåé.3. Ôîòîãðàôèè ãðóïï ëþäåé.4. Ðàçëè÷íûå èñêóññòâåííûå èçîáðàæåíèÿ - ëîãîòèïû, âåêòîðíàÿ ãðàôèêà,ôðàêòàëüíûå èçîáðàæåíèÿ, êîòîðûå áûëè ïðåîáðàçîâàíû â ôîðìàò BMP.Äàííûå òèïû èçîáðàæåíèé áûëè âûáðàíû èç ñîîáðàæåíèé íàèáîëåå ïîëíîãîîõâàòà âîçìîæíûõ âõîäíûõ íàáîðîâ äàííûõ.Äëÿ êàæäîãî èñïûòàíèÿ âûáèðàëñÿ ñëó÷àéíûé ïîòåðÿííûé áëîê ðàçìåðîì â64Êá. Ïðè÷åì, íà÷àëî áëîêà íå áûëî êðàòíî íè 64Êá (êàê íîìåð áëîêà îò íà÷àëàôàéëà), íè 4 áàéò (êàê íîìåð ïîòåðÿííîãî ïèêñåëÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà). Ïîñëåâûáîðà ãðàíèö áëîêà ñîñòàâëÿëàñü êàðòà ïîòåðÿííûõ äàííûõ, îñíîâûâàÿñü íàñòðóêòóðå ôàéëà è íà òåõ ïèêñåëÿõ, ëþáàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êîòîðûõ âõîäèëà âïîòåðÿííûé áëîê. Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ê ðåàëüíûì óñëîâèÿì ïèêñåëü, â êîòîðîìõîòÿ áû îäíà ñîñòàâëÿþùàÿ ïîòåðÿíà, ïðèçíàâàëñÿ ïîòåðÿííûì íå ïîëíîñòüþè îáðàáàòûâàëñÿ îòäåëüíî, áåç ïîìîùè öâåòîâîé ìîäåëè YUV.Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå èñïûòàíèé, ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1 (ðå-çóëüòàò â îòäåëüíîé ãðóïïå âçÿò êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ èñïûòàíèéýòîé ãðóïïû).Òàáëèöà ðàçáèòà íà 4 ãðóïïû ïî 2 ñòîëáöà â êàæäîé. Êàæäàÿ ãðóïïà îòîáðà-æàåò ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòðèêè: MM � ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî; MSE



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 105Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû èñïûòàíèéÌåòðèêà MM MSE DON MDMÌåòîä Êëàñò. Ñïë. Êëàñò. Ñïë. Êëàñò. Ñïë. Êëàñò. Ñïë.Âûñîêîêà-÷åñòâåííûåôîòîãðàôèèNASA 246,51 12,14 6345,20 276,58 876,45 23,48 758,45 90,23Âûñîêîêà-÷åñòâåííûåôîòîãðàôèèïåéçàæåé 645,02 34,58 9437,69 234,76 589,32 64,75 923,47 65,89Ôîòîãðàôèèãðóïï ëþäåé 234,76 59,23 4753,29 347,60 289,34 75,98 234,76 59,82Èñêóññòâåí-íûå èçîáðà-æåíèÿ 96,45 88,23 87,65 62,37 85,23 56,56 96,27 98,43
� ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà; DON � ìåòðèêà ðàçíèöû ñ ñîñåäÿìè; MDM �ìåòðèêà ìíîãîìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ.Èç òàáëèöû ñ ðåçóëüòàòàìè âèäíî, ÷òî êëàñòåðèçàöèÿ äàííûõ ñ ïðîïóñêàìèïî âñåì ñòàòüÿì ïðîèãðûâàåò èíòåðïîëÿöèè áèêóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè, êðîìåñëó÷àåâ èñêóññòâåííûõ èçîáðàæåíèé. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî â èñêóñ-ñòâåííûõ èçîáðàæåíèÿõ äîëÿ ëèíåéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåëèêà, â îòëè÷èå îòèçîáðàæåíèé ðåàëüíîãî ìèðà.ÂûâîäûÂ õîäå ðàáîòû áûëè ðåàëèçîâàíû äâà ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåðÿííîé ãðà-ôè÷åñêîé èíôîðìàöèè � êëàñòåðèçàöèÿ ìàòðèö ñ ïðîïóñêàìè (ëèíåéíàÿ îäíî-ìåðíàÿ ìîäåëü) è èíòåðïîëÿöèÿ áèêóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè. Áûëî ïðîâåäåíîñðàâíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ ìåòðèêàìè îöåíêè êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ, îñíîâàí-íûõ íà ðàçíèöå çíà÷åíèé ïèêñåëîâ.Ðåçóëüòàòû èñïûòàíèÿ ìåòîäîâ ïîêàçàëè, ÷òî êëàñòåðèçàöèÿ ìàòðèö ñ ïðî-ïóñêàìè íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî êà÷åñòâåííûì ìåòîäîì äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôî-òîãðàôèé. Îäíàêî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé, ñîçäàííûõ èñêóññòâåííî,äàííûé ìåòîä âïîëíå ïîäõîäèò è ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ, íåóñòóïàþùèå â äîñòàòî÷íîé ìåðå ìåòîäó èíòåðïîëÿöèè áèêóáè÷åñêèìè ñïëàé-íàìè.Ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé, îñíîâàííûéíà êëàñòåðèçàöèè ìàòðèö, èìååò ïðàâî íà æèçíü. Îäíàêî, äëÿ äîñòàòî÷íî òî÷-íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôîòîãðàôèé, íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ìîäåëü, îòëè÷íóþ îòëèíåéíîé îäíîìåðíîé.
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Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 107�112 ÓÄÊ 004.492.3ÌÅÒÎÄ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ ÃÈÑÒÎÃÐÀÌÌÄËß ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ ÑÏÀÌ-ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈÉÄ.À. Ëûôàðü, Â.Â. ÊîðîáèöûíA method for fast classi�cation of spam images based on using machinelearning AdaBoost classi�er for color and grayscale image histograms ispresented. False positives and false negatives are evaluated. Suggestions aboutusing the method as a �lter in real antispam engine are given.1. ÂâåäåíèåÑîâðåìåííûå ìåòîäû ôèëüòðàöèè ñïàìà îñíîâûâàþòñÿ íå òîëüêî íà àíàëèçåñîäåðæèìîãî òåëà ïèñüìà, ïîñêîëüêó ìåòîäû ðàññûëêè ñïàìà ñîâåðøåíñòâó-þòñÿ. Äàæå ÷åëîâåê ïî ñîäåðæàíèþ ïèñüìà íå ñðàçó ñïîñîáåí îòëè÷èòü ñïàì-ñîîáùåíèÿ îò îáû÷íûõ ïèñåì. Òàê, åñëè ðàíüøå ïðîñòåéøèé ôèëüòð Áàéåñà,ïðåäëîæåííûé â 2002 ãîäó Ïîëîì Ãðýìîì [1], ïîçâîëÿë ñóùåñòâåííî ñíèçèòüîáúåì ñïàìà ñ î÷åíü íèçêèì êîëè÷åñòâîì ïîçèòèâíûõ ïðîìàõîâ, òî â íàñòîÿùååâðåìÿ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ äëÿ ñïàì-ñîîáùå-íèé îáîéòè ôèëüòðàöèþ ôèëüòðîì, ðàáîòàþùèì íà îñíîâå àíàëèçà òåêñòîâîãîñîäåðæèìîãî ïèñüìà. Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ: ðàññûëêà ñïàì-ñîîáùåíèé ñ ãðàôè-÷åñêèìè âëîæåíèÿìè; ñîîáùåíèé, òåëî êîòîðûõ ñîäåðæèò íå ðåêëàìíûé òåêñò,à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íîå ïèñüìî ñ ññûëêàìè íà ðåêëàìíûå ñàéòû. Â ïî-ñëåäíåå âðåìÿ ó÷àñòèëèñü ñëó÷àè âçëîìà çëîóìûøëåííèêàìè ñàéòîâ, IP àäðåñêîòîðûõ èìååò õîðîøóþ ðåïóòàöèþ, è ïîìåùåíèè ñòðàíèö íà âçëîìàííûé ñàéò,â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ïåðåíàïðàâëåíèå (redirect) íà ðåêëàìíûé. Äàëåå â ñïàì-ñîîáùåíèå âñòàâëÿåòñÿ ïîäîáíàÿ ññûëêà, êîòîðàÿ íå ïðîõîäèò íè ôèëüòðàöèþïî ñîäåðæèìîìó, íè ôèëüòðàöèþ ïî IP/URL. Âûÿâëåíèå ïîäîáíûõ àòàê âîç-ìîæíî ñâîäèòñÿ ê ïîñòîáðàáîòêå äàííûõ ïèñüìà è îáó÷åíèè àíòèñïàì-áàçû.Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåí âèä ãðàôè÷åñêèõ ñïàì ñîîáùåíèé è ïðåäëîæåíìåòîä èõ ôèëüòðàöèè.2. Õàðàêòåðíûå ïðèçíàêè ñïàì-èçîáðàæåíèéÕàðàêòåðíûì ïðèìåðîì ãðàôè÷åñêîãî ñïàìà ìîæåò ñëóæèòü èçîáðàæåíèå, ïðè-âåäåííîå íà ðèñóíêå 1à. Äëÿ ôèëüòðàöèè ïîäîáíûõ èçîáðàæåíèé îáû÷íî ïðèìå-
Copyright c© 2009 Ä.À. Ëûôàðü, Â.Â. Êîðîáèöûí.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.E-mail: dlyfar@gmail.com



108 Ä.À. Ëûôàðü, Â.Â. Êîðîáèöûí. Ìåòîä êëàññèôèêàöèè ãèñòîãðàìì...íÿåòñÿ ìåòîä îïòè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ñèìâîëîâ. Ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ïî-äîáíîãî ìåòîäà ôèëüòðàöèè ìîæåò ñëóæèòü èçâåñòíûé ñåðâèñ ïî÷òû gmail [2].Îäíàêî îïòè÷åñêîå ðàñïîçíàâàíèå òðåáóåò ìíîãî âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ èñòàíîâèòñÿ íåýôôåêòèâíûì, êîãäà èçîáðàæåíèå ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ðÿä ãðà-ôè÷åñêèõ ôèëüòðîâ ñ öåëüþ èñêàæåíèÿ. Òàê æå ïîäîáíûå ôèëüòðû îáû÷íîíàòðåíèðîâàíû íà ðàñïîçíàâàíèå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà ÿçûêîâ [3].

à) á)Ðèñ. 1. Èçîáðàæåíèÿ: à) ñïàì, á) îáû÷íîåÏðåäëàãàåìûé ìåòîä ðàáîòàåò âíå çàâèñèìîñòè îò ÿçûêà èëè ñòåïåíè èñ-êàæåííîñòè òåêñòà. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ýòîò ìåòîä ôèëüòðàöèè ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå îñíîâíîé îöåíêè, îäíàêî ÷òîáû ñíèçèòü ÷èñëî èçîáðàæå-íèé, êîòîðûå ðàñïîçíàíû íåâåðíî � íåîáõîäèìî ïîäêðåïèòü ðåçóëüòàò ôèëüòðàðÿäîì äðóãèõ ïðèçíàêîâ, ãîâîðÿùèõ î ïðèíàäëåæíîñòè ïèñüìà ê êëàññó ñïàì-ñîîáùåíèé (íàïðèìåð, ôèëüòðàöèÿ ïî IP èç çàãîëîâêà ïèñüìà).Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò íîðìàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ â ñïàì-èçîáðàæåíèèáîëüøóþ ÷àñòü çàíèìàåò òåêñò. Åñëè ïîñòðîèòü grayscale ãèñòîãðàììó äëÿ îáû÷-íîãî è ñïàì-èçîáðàæåíèé ñòàíåò î÷åâèäíûì èõ ðàçëè÷èå ïî ðàñïðåäåëåííîñòèêîìïîíåíò íà ãèñòîãðàììå (ïðè ïîñòðîåíèè ãèñòîãðàìì èñïîëüçîâàëîñü ÷èñ-ëî êîðçèí B=64). Íà ðèñóíêå 2 çàìåòíî, ÷òî ó òèïè÷íîãî ñïàì-èçîáðàæåíèÿïðèñóòñòâóåò íåñêîëüêî ïèêîâ, â òî âðåìÿ êàê ó îáû÷íîãî èçîáðàæåíèÿ êîìïî-íåíòû ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî (ñì. ðèñ. 3). Ýòî îäèí èç ïðèçíà-êîâ, êîòîðûé áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ â ïðèíÿòèè ðåøåíèè î êëàññèôèêàöèè äàííîãîèçîáðàæåíèÿ.Ôèëüòðàöèÿ íà îñíîâàíèè äàííûõ grayscale ãèñòîãðàììû îñîáåííî ýôôåê-òèâíà, êîãäà ñïàì-èçîáðàæåíèå ñîäåðæèò â ñåáå â îñíîâíîì òåêñò. Òå ñïàì-èçîáðàæåíèÿ, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò íå òîëüêî òåêñò, ëó÷øå ïîääàþòñÿêëàññèôèêàöèè íà îñíîâàíèè äàííûõ öâåòîâûõ ãèñòîãðàìì (â RG èëè HV-ïðîñòðàíñòâå). Ìû ñ÷èòàåì èçîáðàæåíèå ñïàìîì, êîãäà îáà êëàññèôèêàòîðàèìåþò ýòîò ðåçóëüòàò, ÷òîáû óìåíüøèòü ÷èñëî ïîçèòèâíûõ ïðîìàõîâ. Ïîçè-òèâíûì ïðîìàõîì (false positive) ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ñèòóàöèþ, â êîòîðîé êëàññè-ôèêàòîð îøèáî÷íî ñ÷èòàåò íîðìàëüíîå ïèñüìî ñïàìîì, íåãàòèâíûì ïðîìàõîì(false negative) ïðèíÿòî ñ÷èòàòü êëàññèôèêàöèþ ñïàìà êàê íîðìàëüíîãî èçîá-ðàæåíèÿ.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 109

Ðèñ. 2. Grayscale ãèñòîãðàììà äëÿ ñïàì-èçîáðàæåíèÿ3. Êëàññèôèêàöèÿ èçîáðàæåíèéÂ ýòîé ðàáîòå ìû èñïîëüçîâàëè êëàññèôèêàòîð AdaBoost. Cíà÷àëà ìû äîëæ-íû îáó÷èòü êëàññèôèêàòîð óæå èçâåñòíûì íîðìàëüíûì è ñïàì-èçîáðàæåíèÿì,÷òîáû ñôîðìèðîâàòü áàçó äàííûõ èçîáðàæåíèé, íà îñíîâàíèè êîòîðîé áóäóòäåëàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î êëàññå äàííîãî èçîáðàæåíèÿ. Àëãîðèòì ðàáîòûAdaBoost ïîäðîáíî îïèñàí â [4], çäåñü ìû ïðèâîäèì ëèøü êðàòêîå îïèñàíèå.Ýòîò àëãîðèòì áûë óñïåøíî èñïîëüçîâàí âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè äëÿçàäà÷è ïîèñêà ëèö íà èçîáðàæåíèè.Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êëàññèôèöèðóþùóþ ôóíêöèþ F : X → Y , ãäå X -ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ ïðèçíàêîâ (â íàøåì ñëó÷àå ýòî äàííûå grayscale è öâå-òîâûõ ãèñòîãðàìì), Y - ïðîñòðàíñòâî ìåòîê êëàññîâ (â íàøåì ñëó÷àå ýòî äâàêëàññà: ñïàì- è íîðìàëüíîå èçîáðàæåíèå). Ïóñòü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìå-åòñÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà (x1, y1), ..., (xn, yn), ãäå xi ∈ X � âåêòîð ïðèçíàêîâ, à
yi ∈ Y � ìåòêà êëàññà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò xi. Äàëåå â ñòàòüå ìû áóäåìðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ñ äâóìÿ êëàññàìè, òî åñòü Y = {−1; +1}. Òàêæå ó íàñåñòü ñåìåéñòâî ïðîñòûõ êëàññèôèöèðóþùèé ôóíêöèé H : X → Y . Ìû áóäåìñòðîèòü ôèíàëüíûé êëàññèôèêàòîð â ñëåäóþùåé ôîðìå:

F (x) =

M∑

m=0

αmhm(x). (1)Ïîñòðîèì èòåðàòèâíûé ïðîöåññ, ãäå íà êàæäîì øàãå áóäåì äîáàâëÿòü íîâîåñëàãàåìîå
fm = αmhm(x), (2)âû÷èñëÿÿ åãî ñ ó÷¼òîì ðàáîòû ïîñòðîåííîé ÷àñòè êëàññèôèêàòîðà (f0, f1,. . . ,

fn−1). Ïðèâåäåì ïñåâäîêîä àëãîðèòìà AdaBoost:
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Ðèñ. 3. Grayscale ãèñòîãðàììà äëÿ îáû÷íîãî èçîáðàæåíèÿ1. Ïóñòü çàäàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà (x1, y1), . . . , (xN , yN) è ðàñïðåäåëåíèåâåñîâ D1(i) = 1/N .2. Äëÿ êàæäîãî øàãà m = 1, 2, . . . ,M âûïîëíèòü:à) âûáðàòü íàèëó÷øèé äëÿ òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ Dm(i) ñëàáûé êëàñ-ñèôèêàòîð hm(x) ∈ H ïî ôîðìóëå
hm = arg min

hj∈H
εj =

N∑

i=1

Dm(i)[yi 6= hj(xi)];á) âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò αm = 1
2
log(1−εm

εm
);â) çàïîìíèòü fm(x) = αmhm(x) è îáíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå

Dm+1(i) =
Dm(i) exp(−αmyihm(xi))

Zm
,ãäå Zm � íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò, îáåñïå÷èâàþùèé âûïîëíåíèåóñëîâèÿ N∑

i=1

Dm+1(i) = 1.3. Ñîñòàâëÿåì èòîãîâûé êëàññèôèêàòîð:
F (x) = sgn[ M∑

m=1

fm(x)

]
.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 1114. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàÌû èñïîëüçîâàëè ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà AdaBoost èç îòêðûòîé áèáëèîòåêèopencv. Â êà÷åñòâå íàáîðà äëÿ îáó÷åíèÿ áûëî èñïîëüçîâàíî 946 íîðìàëüíûõèçîáðàæåíèé è 825 ñïàì-èçîáðàæåíèé. Ïîëó÷åííûé êëàññèôèêàòîð ðàáîòàë íàðåàëüíîì ïîòîêå ýëåêòðîííûõ ñîîáùåíèé îäíîãî èç ïðîâàéäåðîâ Åâðîïû, ðå-çóëüòàòû ïîòîêà ïîìîãëè ñîñòàâèòü ïðèáëèçèòåëüíóþ îöåíêó ýôôåêòèâíîñòèýòîãî ìåòîäà. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ïîä ýôôåêòèâíîñòüþ ìåòîäà ôèëü-òðàöèè ïîíèìàåòñÿ ïðîöåíò ïîçèòèâíûõ (FP) è íåãàòèâíûõ (FN) ïðîìàõîâ.Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ïðåäñêàçàíèÿ çàâèñèò îò ÷èñëàêîðçèí (B=64 � ýòî ýìïèðè÷åñêè ïîäîáðàííîå çíà÷åíèå, ñ äàëüíåéøèì ðîñòîìB ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿëàñü), îò ðàçìåðà èçîáðàæåíèÿ(âñå èçîáðàæåíèÿ ïðèâîäèëèñü ê ðàçìåðó 512x512 ïèêñåëåé). Ðåçóëüòàòû ïîêà-çàëè FP = 0.014 è FN = 0.12 äëÿ 100 èçîáðàæåíèé èç ïîòîêà. Ïðè ýòîì áûëèâûÿâëåíû ñëåäóþùèå ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ìåòîäà.Ïðåèìóùåñòâàìè ìîæíî ñ÷èòàòü âûñîêóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è íèçêèéïðîöåíò FP . Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìåòîäà çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì ó ìåòîäîâ,èñïîëüçóþùèõ àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòà. Äîñòàòî÷íî íèçêèé ïðîöåíò
FP ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ýòîì ìåòîä â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî ôèëüòðàè â êà÷åñòâå îñíîâíîãî âî âðåìÿ ñïàì-àòàê äëÿ ïèñåì, ñîäåðæàùèõ òîëüêî èçîá-ðàæåíèÿ è ïðèøåäøèõ ñ áåëûõ IP-àäðåñîâ.Ê íåäîñòàòêàì ìîæíî îòíåñòè çíà÷èòåëüíî âûñîêîå FN . Ôèëüòð îøèáî÷íîîïðåäåëÿåò íåêîòîðûé íàáîð èçîáðàæåíèé êàê ñïàì: ñêàíèðîâàííûå äîêóìåí-òû, èçîáðàæåíèÿ èç íîâîñòíûõ ðàññûëîê. Ôèëüòð ñëàáî ðåàãèðóåò íà òå ðåêëàì-íûå èçîáðàæåíèÿ, ãäå áîëüøóþ ïëîùàäü çàíèìàåò èçîáðàæåíèå, èäåíòè÷íîåíîðìàëüíîìó.5. Çàêëþ÷åíèåÏðåäñòàâëåííûé ìåòîä ôèëüòðàöèè ïèñåì öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü â öå-ïî÷êå ôèëüòðîâ àíòèñïàì-ñèñòåìû äëÿ ôèëüòðàöèè ñïàì-èçîáðàæåíèé. Òàê êàêñåãîäíÿ ñïàì-àòàêè, ñîäåðæàùèå èçîáðàæåíèÿ, âðåìÿ îò âðåìåíè ïðåäñòàâëÿþòñîáîé äîñòàòî÷íî âûñîêèé ïðîöåíò ïèñåì, äàííûé ôèëüòð ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-íûì âûáîðîì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è êà÷åñòâà. ×òîáû óìåíüøèòü÷èñëî ïîçèòèâíûõ ïðîìàõîâ, öåëåñîîáðàçíî áóäåò èñïîëüçîâàòü ôèëüòð â êà÷å-ñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ïðè îïòè÷åñêîì ðàñïîçíàâàíèè ñèìâîëîâ â òîé ñèòóàöèè,êîãäà ôèëüòð êëàññèôèöèðóåò ñîîáùåíèå êàê ñïàì.Ëèòåðàòóðà1. Graham, P. A Plan for Spam [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] / P. Graham. � Ðåæèì äîñòóïà:http://www.paulgraham.com/spam.html (2.10.2009).2. Gmail uses Google's innovative technology to keep spam outof your inbox [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] � Ðåæèì äîñòóïà:http://www.google.com/mail/help/�ghtspam/spamexplained.html (3.10.2009).



1123. Tesseract-ocr - Project Hosting on Google Code [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] � Ðåæèì äî-ñòóïà: http://code.google.com/p/tesseract-ocr/ (3.10.2009).4. Sochman, J., Matas, J. AdaBoost [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] / J. Sochman, J. Matas. �Ðåæèì äîñòóïà: http://cmp.felk.cvut.cz/ sochmj1/adaboost_talk.pdf (3.10.2009).5. Õåðí, Ä., Áåéêåð, Ì.Ï. Êîìïüþòåðíàÿ ãðàôèêà è ñòàíäàðò OpenGL. � Ì.: Èçäà-òåëüñêèé äîì ¾Âèëüÿìñ¿, 2005.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 113�120 ÓÄÊ 004.451:004.514ÍÀÑÒÐÎÉÊÀ XKB ÍÀ ÒÎÍÊÈÕ ÊËÈÅÍÒÀÕSUN RAYÀ.À. Ïå÷åðèöûíÂ äàííîé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ìåõàíèçì ðàáîòû ìîäóëÿ XKB, óïðàâëÿ-þùåãî ââîäîì ñ êëàâèàòóðû â ãðàôè÷åñêîé îáîëî÷êå X Window System.Ïðåäëîæåíî ðåøåíèå ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè íàñòðîéêå XKB íà òîí-êèõ êëèåíòàõ Sun Ray 2.ÂâåäåíèåÂ ñîâðåìåííûõ âåðñèÿõ X Window System (ãðàôè÷åñêîé ïîäñèñòåìû Unix-ïî-äîáíûõ ÎÑ) ââîäîì ñ êëàâèàòóðû óïðàâëÿåò ìîäóëü X Keyboard Extension(XKB). Ïðèìåðû óñòàíîâêè íåñêîëüêèõ ðàñêëàäîê êëàâèàòóðû è ïåðåêëþ÷å-íèÿ ìåæäó íèìè ÷åðåç XKB ìîæíî íàéòè â ðóêîâîäñòâàõ ïî ÎÑ Unix è â ñåòèInternet. Îäíàêî åñëè íàñòðîéêà XKB íå äàåò îæèäàåìîãî ðåçóëüòàòà, òî ãîòî-âûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû â Internet íàéòè, êàê ïðàâèëî, ñëîæíî.Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíî êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâ XKB è ïîêàçàíî, êàê,èñïîëüçóÿ óòèëèòû äëÿ ðàáîòû ñ XKB, ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþî òåêóùèõ ïàðàìåòðàõ ââîäà ñ êëàâèàòóðû. Äàëåå ïîêàçàíî, êàê ïðèìåíèòüïîëó÷åííûå çíàíèÿ ê ðåøåíèþ ïðîáëåì íàñòðîéêè XKB íà òîíêèõ êëèåíòàõSun Ray 2.1. Íàñòðîéêè XKBÂ ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ñâåäåíèÿî ìåõàíèçìå ðàáîòû è íàñòðîéêàõ XKB, âçÿòûå èç ðóêîâîäñòâà [1].Îñíîâíîå íàçíà÷åíèå ìîäóëÿ XKB � ïðåîáðàçîâàíèå ñêàí-êîäîâ íàæèìàå-ìûõ êëàâèø â êîäû ñèìâîëîâ. Äëÿ ýòîãî XKB èñïîëüçóåò òàáëèöó ñèìâîëîâ,â êîòîðîé ñ êàæäîé êëàâèøåé (òî÷íåå, ñêàí-êîäîì) ñâÿçàíî íåñêîëüêî îäíî-ñòðî÷íûõ òàáëèö ñèìâîëîâ (XKB-ãðóïï). Êàæäàÿ òàêàÿ òàáëèöà äåëèòñÿ íàíåñêîëüêî êîëîíîê. Â êîëîíêàõ íàõîäÿòñÿ ñèìâîëû, êîòîðûå ìîæåò âûäàâàòüäàííàÿ êëàâèøà. Ïðè íàæàòèè êëàâèøè ñíà÷àëà ïî çíà÷åíèþ ñïåöèàëüíîé ïå-ðåìåííîé � òåêóùåìó íîìåðó ãðóïïû � îïðåäåëÿåòñÿ, êàêóþ ãðóïïó íóæíîèñïîëüçîâàòü. Çàòåì ïî ñîñòîÿíèþ êëàâèàòóðíûõ ìîäèôèêàòîðîâ (Shift, Ctrl è
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114 À.À. Ïå÷åðèöûí. Íàñòðîéêà XKB íà òîíêèõ êëèåíòàõ Sun Rayò.ä.) âûáèðàåòñÿ êîëîíêà, îòêóäà áóäåò âçÿòî âûäàâàåìîå çíà÷åíèå. Êîëè÷åñòâîãðóïï, ñâÿçàííûõ ñ äàííîé êëàâèøåé, êîëè÷åñòâî êîëîíîê â êàæäîé ãðóïïå, àòàêæå êàêèå ìîäèôèêàòîðû âëèÿþò íà âûáîð êîëîíêè, îïðåäåëÿåòñÿ òèïîìêëàâèøè.Èíôîðìàöèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû ñèìâîëîâ, ñîäåðæèòñÿ âòåêñòîâûõ ôàéëàõ, îáðàçóþùèõ ¾áàçó äàííûõ¿ XKB. Ýòà áàçà äàííûõ ñîñòîèòèç 5 êîìïîíåíòîâ:keycodes � òàáëèöû, êîòîðûå çàäàþò ñèìâîëè÷åñêèå èìåíà äëÿ ñêàí-êîäîâêëàâèø;types � îïèñàíèå òèïîâ êëàâèø;compat � îïèñàíèå ìîäèôèêàòîðîâ êëàâèàòóðû è ñâåòîâûõ èíäèêàòîðîâ íàêëàâèàòóðå;symbols � òàáëèöû, â êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî ñèìâîëè÷åñêîãî èìåíè êëàâèøè(îïðåäåëåííîãî â keycodes) ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå äîëæíàâûäàâàòü êëàâèøà;geometry � îïèñàíèå ðàñïîëîæåíèÿ êëàâèø íà êëàâèàòóðå (¾ãåîìåòðèÿ¿ êëà-âèàòóðû).Ôàéëû áàçû äàííûõ XKB íàõîäÿòñÿ â ïîäêàòàëîãàõ êîðíåâîé äèðåêòîðèè XKB,èìåíà êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ èìåíàìè êîìïîíåíòîâ. Êàæäûé ôàéë ìîæåò ñîäåð-æàòü íåñêîëüêî ïîèìåíîâàííûõ áëîêîâ.Äëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû ââîäà ñ êëàâèàòóðû â êîíôèãóðàöèîííîì ôàéëåX-ñåðâåðà ïðîïèñûâàþò íàñòðîéêè XKB. Íàñòðîéêè êîíêðåòíîãî êîìïîíåíòàóêàçûâàþò â âèäå èìÿ_ôàéëà(èìÿ_áëîêà); ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîñòðî-åíèè òàáëèöû ñèìâîëîâ îïèñàíèå äàííîãî êîìïîíåíòà áóäåò âçÿòî èç áëîêà ñèìåíåì èìÿ_áëîêà â ôàéëå èìÿ_ôàéëà, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâó-þùåì ïîäêàòàëîãå êîðíåâîé äèðåêòîðèè XKB. Åñëè óêàçàíî òîëüêî èìÿ ôàéëà,âûáèðàåòñÿ áëîê, ïîìå÷åííûé ôëàãîì default. Äîïóñêàåòñÿ óêàçûâàòü íåñêîëü-êî áëîêîâ, ðàçäåëåííûõ ñèìâîëàìè ¾+¿; â ýòîì ñëó÷àå îïèñàíèå êîìïîíåíòàâûáèðàåòñÿ èç íåñêîëüêèõ ôàéëîâ.Îáû÷íî ïðè êîíôèãóðèðîâàíèè X-ñåðâåðà íàñòðîéêè êëàâèàòóðû óêàçûâà-þòñÿ íå ïåðå÷èñëåíèåì êîìïîíåíòîâ, à ñ ïîìîùüþ çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ rules,model, layout, variant è options, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:
• model (ìîäåëü) îïðåäåëÿåò òèï êëàâèàòóðû;
• layout (ñõåìà) îïðåäåëÿåò, ñèìâîëû êàêîãî àëôàâèòà áóäóò ñîîòâåòñòâî-âàòü êëàâèøàì;
• variant (âàðèàíò) çàäàåò ñïîñîá ðàçìåùåíèÿ çíàêîâ àëôàâèòà, çàäàííûõïàðàìåòðîì layout;
• options (îïöèè) îïðåäåëÿþò äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû (ñïîñîá ïåðå-êëþ÷åíèÿ ðàñêëàäîê êëàâèàòóðû, çíà÷åíèÿ êëàâèàòóðíûõ èíäèêàòîðîâè ò.ä.);
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• rules (ïðàâèëà) çàäàåò ôàéë, ñîäåðæàùèé òàáëèöó ïðàâèë, â ñîîòâåòñòâèèñ êîòîðûìè ïî óêàçàííûì çíà÷åíèÿì model, layout è ò.ä. îïðåäåëÿþòñÿíàñòðîéêè âñåõ 5 êîìïîíåíòîâ XKB.Ôàéëû ïðàâèë íàõîäÿòñÿ â ïîäêàòàëîãå rules êîðíåâîãî êàòàëîãà XKB. Ïðàâèëàçàäàþòñÿ â âèäå òàáëèö, ïðè÷åì êàæäàÿ òàáëèöà íà÷èíàåòñÿ ñ øàáëîíà, êîòî-ðûé îïðåäåëÿåò, êàê èíòåðïðåòèðóþòñÿ ïåðå÷èñëåííûå íèæå ñòðîêè. Øàáëîííà÷èíàåòñÿ ñ ñèìâîëà ¾!¿ Íàïðèìåð, øàáëîí ¾! model layout = symbols¿ çíà÷å-íèÿì ïàðàìåòðîâ model è layout ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå êîìïîíåíòàsymbols.Äëÿ íàñòðîéêè XKB íåîáõîäèìî óêàçàòü êàê ìèíèìóì ïàðàìåòðû rules,model è layout. Â ïàðàìåòðå layout äîïóñêàåòñÿ óêàçûâàòü íåñêîëüêî çíà÷å-íèé ÷åðåç çàïÿòóþ; òàêèì îáðàçîì, óñòàíàâëèâàåòñÿ íåñêîëüêî ðàñêëàäîê êëà-âèàòóðû. Âàðèàíò èíîãäà óêàçûâàþò â ñêîáêàõ ïîñëå ñõåìû: layout(variant).Äëÿ ðóññêîãî ÿçûêà íåîáõîäèìî òàêæå óêàçûâàòü ñïîñîá ïåðåêëþ÷åíèÿ êëàâè-àòóðû â ïàðàìåòðå options.Íàñòðîéêè XKB ìîæíî òàêæå óñòàíîâèòü ¾íà ëåòó¿, èñïîëüçóÿ êîìàíäósetxkbmap. Ïàðàìåòðû rules, model, layout, variant è options çàäàþòñÿ ñ ïî-ìîùüþ êëþ÷åé -rules, -model, -layout, -variant è -options ñîîòâåòñòâåííî. Åñëèêàêîé-òî ïàðàìåòð íå óêàçàí, òî âûáèðàåòñÿ åãî òåêóùåå çíà÷åíèå. Äëÿ îòëàäêèïîëåçíî óêàçûâàòü êëþ÷ -v level, âêëþ÷àþùèé âûâîä äîïîëíèòåëüíîé èíôîð-ìàöèè. Ïàðàìåòð level ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 10, áîëüøåå çíà÷åíèå ñîîò-âåòñòâóåò áîëüøåìó êîëè÷åñòâó âûâîäèìîé èíôîðìàöèè. Â ÷àñòíîñòè, êîìàíäàsetxkbmap -v îòîáðàæàåò òåêóùèå íàñòðîéêè êîìïîíåíòîâ XKB.Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòû XKB ïîëåçíà òàêæå êîìàíäà xkbcomp -xkb $DISPLAYtest.xkb. Ýòà êîìàíäà çàïðàøèâàåò ó X-ñåðâåðà ïîëíûå òåêóùèå óñòàíîâêè XKB(ñîîòâåòñòâèå ñêàí-êîäîâ èìåíàì êëàâèø, îïèñàíèå òèïîâ, òàáëèöó ñèìâîëîâ èäð.), ïðåîáðàçóåò èõ â òåêñòîâûé ôîðìàò è âûâîäèò â ôàéë test.xkb.Ïîäðîáíåå î êîìàíäàõ setxkbmap è xkbcomp ìîæíî óçíàòü èç ñïðàâî÷íûõñòðàíèö (man setxkbmap, man xkbcomp).2. Ïðèìåð íàñòðîéêè XKBÏðîèëëþñòðèðóåì âñå âûøåîïèñàííîå íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Ïóñòü íàñòðîéêèXKB ïðîïèñàíû â êîíôèãóðàöèîííîì ôàéëå X-ñåðâåðà /etc/X11/xorg.conf âðàçäåëå InputDevice ñëåäóþùèì îáðàçîì:Section "InputDevice"...Option "XkbRules" "xfree86"Option "XkbModel" "pc105"Option "XkbLayout" "us,ru"Option "XkbOptions" "grp:ctrl_shift_toggle"EndSectionÇäåñü â êà÷åñòâå ìîäåëè óêàçàíà 105-êëàâèøíàÿ êëàâèàòóðà, îïðåäåëåíû àí-ãëèéñêàÿ è ðóññêàÿ ðàñêëàäêè êëàâèàòóðû; çàäàíî ïåðåêëþ÷åíèå ðàêëàäîê ïî



116 À.À. Ïå÷åðèöûí. Íàñòðîéêà XKB íà òîíêèõ êëèåíòàõ Sun Rayíàæàòèþ êîìáèíàöèè êëàâèø Ctrl + Shift. Îïðåäåëåíèå íàñòðîåê êîìïîíåíòîâXKB áóäåò ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôàéëà ïðàâèë xfree86.Â ýòîì ñëó÷àå êîìàíäà setxkbmap -v âûâåäåò íà ýêðàí ñëåäóþùóþ èíôîð-ìàöèþ:keycodes: xfree86+aliases(qwerty)types: completecompat: completesymbols: pc(pc105)+us+ru:2+group(ctrl_shift_toggle)geometry: pc(pc105)Îòñþäà âèäíî, êàêîâû íàñòðîéêè êîìïîíåíòîâ XKB. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-ëÿåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà symbols. Îïèñàíèå ðàñêëàäêè êëàâèàòóðû ñîñòîèòèç íåñêîëüêèõ áëîêîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ôàéëàõ pc, us, ru è group â ïîäêàòà-ëîãå symbols êîðíåâîé äèðåêòîðèè XKB. Áëîê pc(pc105) îïèñûâàåò ïîâåäå-íèå ñëóæåáíûõ êëàâèø 105-êëàâèøíîé êëàâèàòóðû (ôóíêöèîíàëüíûõ êëàâèø,êëàâèø ðåäàêòèðîâàíèÿ è ò.ä.). Áëîê us óñòàíàâëèâàåò àíãëèéñêóþ ðàñêëàäêóêëàâèàòóðû. Áëîê ru äîáàâëÿåò ðóññêóþ ðàñêëàäêó êëàâèàòóðû êàê âòîðóþãðóïïó ñèìâîëîâ, íà ÷òî óêàçûâàåò öèôðà 2 ïîñëå äâîåòî÷èÿ [2]. Íàêîíåö, áëîêgroup(ctrl_shift_toggle) îïðåäåëÿåò êîìáèíàöèþ Ctrl+Shift â êà÷åñòâå ïåðå-êëþ÷àòåëÿ ðàñêëàäîê êëàâèàòóðû.Òåêóùèå óñòàíîâêè XKB ìîæíî ïðîñìîòðåòü ñ ïîìîùüþ êîìàíäû xkbcomp-xkb $DISPLAY. Òàáëèöà ñèìâîëîâ ïðè ýòîì íàõîäèòñÿ â ñåêöèè xkb_symbols.Íèæå ïðèâåäåíî îïèñàíèå îäíîé èç àëôàâèòíî-öèôðîâûõ êëàâèø:key <AD01> {type= "ALPHABETIC",symbols[Group1]= [ q, Q ],symbols[Group2]= [ Cyrillic_shorti, Cyrillic_SHORTI ]};Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñ êëàâèøåé ñâÿçàíî äâå XKB-ãðóïïû, ïðè÷åì â ïåðâîéãðóïïå ñîäåðæàòñÿ ñòðî÷íàÿ è çàãëàâíàÿ áóêâû ¾q¿, à âî âòîðîé � ñòðî÷íàÿè çàãëàâíàÿ ðóññêèå áóêâû ¾é¿. Êëàâèøà îòíîñèòñÿ ê òèïó ALPHABETIC,ïîýòîìó äëÿ âûáîðà êîëîíêè èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàòîð Shift [2].Äëÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ðàñêëàäîê êëàâèàòóðû â XKB ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûåñèìâîëû: ISO_Next_Group è ISO_Prev_Group. Ïåðâûé èç íèõ óâåëè÷è-âàåò çíà÷åíèå òåêóùåãî íîìåðà ãðóïïû íà 1, à ïðè äîñòèæåíèè ìàêñèìàëüíîãîçíà÷åíèÿ óñòàíàâëèâàåò åãî â 1. Âòîðîé àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óìåíüøàåò òåêó-ùèé íîìåð ãðóïïû.Â ðàññìàòðèâàåìîé òàáëèöå ñèìâîë ISO_Prev_Group ïðèñóòñòâóåò â îïè-ñàíèè êëàâèø<LCTL> (ëåâûé Ctrl) è<LFSH> (ëåâûé Shift), ïðè÷åì â îáîèõñëó÷àÿõ âî âòîðîé êîëîíêå. Äëÿ êëàâèøè <LCTL> çà âûáîð êîëîíêè îòâå÷à-åò ìîäèôèêàòîð Shift, à êëàâèøà <LFSH> îòíîñèòñÿ ê òèïó PC_BREAK,â êîòîðîì äëÿ âûáîðà êîëîíêè èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàòîð Ctrl. Ñëåäîâàòåëü-íî, ñèìâîë ISO_Prev_Group áóäåò ãåíåðèðîâàòüñÿ ëåâîé êëàâèøåé Ctrl ïðèïðèæàòîé (ëåâîé èëè ïðàâîé) êëàâèøå Shift ëèáî ëåâîé êëàâèøåé Shift ïðè



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 117ïðèæàòîé êëàâèøå Ctrl. Àíàëîãè÷íî, ïðàâûå Ctrl è Shift ãåíåðèðóþò ñèìâîëISO_Next_Group. Òàêèì îáðàçîì, ðàñêëàäêè êëàâèàòóðû ïåðåêëþ÷àþòñÿêîìáèíàöèåé êëàâèø Ctrl+Shift, êàê è ïðîïèñàíî â êîíôèãóðàöèè XKB.Â ñîâðåìåííûõ âåðñèÿõ Linux äëÿ íàñòðîéêè XKB èñïîëüçóþò ñëóæáó HAL(Hardware Abstract Level, óðîâåíü àïïàðàòíûõ àáñòðàêöèé) [3]. Ýòà ñëóæáàïðåäîñòàâëÿåò ïðîãðàììàì-êëèåíòàì èíôîðìàöèþ îá èìåþùèõñÿ íà êîìïüþ-òåðå óñòðîéñòâàõ è èõ íàñòðîéêàõ. Êîíôèãóðàöèÿ XKB êàêèì-ëèáî ñïîñîáîìçàíîñèòñÿ â áàçó äàííûõ HAL. Íàïðèìåð, â Ubuntu Linux 9.04 â íàñòðîéêàõHAL óêàçàíî, ÷òî ïðè îáíàðóæåíèè êëàâèàòóðû äîëæåí çàïóñêàòüñÿ ñêðèïòdebian-setup-keyboard. Ýòîò ñêðèïò äîáàâëÿåò â áàçó äàííûõ HAL íàñòðîéêèXKB, êîòîðûå áåðåò èç ôàéëà /etc/default/console-setup.3. XKB íà êëèåíòàõ SunRayÂ ïðîöåññå àäìèíèñòðèðîâàíèÿ ñåòè ÔÊÍ âîçíèêëà çàäà÷à íàñòðîéêè XKB íàòîíêèõ êëèåíòàõ Sun Ray 2, ïîäêëþ÷åííûõ ê ñåðâåðó SunFire X4200. Ñåðâåððàáîòàåò ïîä óïðàâëåíèåì ÎÑ Linux (Ubuntu 9.04). Äëÿ ðàáîòû ñ òîíêèìè êëè-åíòàìè íà íåì óñòàíîâëåíî ñåðâåðíîå ÏÎ Sun Ray 4.2.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà ñåðâåðå è íà êëèåíòàõ çàïóñêàþòñÿ ðàçíûå X-ñåðâåðû. Íà ñåðâåðå ðàáîòàåò ñòàíäàðòíûé Xorg, äëÿ êîòîðîãî íàñòðîéêè XKBíàõîäÿòñÿ â êàòàëîãå /usr/share/X11/xkb, à íà êëèåíòàõ çàïóñêàåòñÿ Xnewt,ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûé Sun äëÿ ðàáîòû íà òîíêèõ êëèåíòàõ, äëÿ êîòîðîãîêîðíåâûì êàòàëîãîì XKB ÿâëÿåòñÿ /opt/SUNWut/lib/xkb. Ïîääåðæêà XKB âXnewt ïî óìîë÷àíèþ âûêëþ÷åíà.Â îïèñàíèè óñòàíîâêè ÏÎ Sun Ray íà ñåðâåð ïîä óïðàâëåíèåì Ubuntu Linux[4] ðåêîìåíäóåòñÿ âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ, êàñàþùèåñÿ XKB:
• ïåðåèìåíîâàòü êàòàëîã xkb â äèðåêòîðèè /opt/SUNWut/lib, â xkb.bak è ñî-çäàòü âìåñòî íåãî ñèìâîëè÷åñêóþ ññûëêó ñ èìåíåì xkb íà êîðíåâîé êàòà-ëîã XKB äëÿ Xorg (/usr/share/X11/xkb), ÷òîáû Xorg è Xnewt èñïîëüçîâà-ëè åäèíóþ áàçó äàííûõ XKB;
• ñêîïèðîâàòü ôàéë xkbtable.map èç êàòàëîãà xkb.bak â êàòàëîã xkb;
• âêëþ÷èòü ïîääåðæêó XKB â Xnewt.Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòèõ äåéñòâèé âîçíèêëà ïðîáëåìà: íà êëèåíòàõ ââîäÿòñÿòîëüêî ðóññêèå áóêâû, â òî âðåìÿ êàê íà ñåðâåðå èìåþòñÿ àíãëèéñêàÿ è ðóññêàÿðàñêëàäêè è ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó íèìè íîðìàëüíî ðàáîòàåò.Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ýòîé ïðîáëåìû âûÿñíèëîñü ñëåäóþùåå. Ïðè çàïóñêåXnewt çàïðàøèâàåò ó ÿäðà Linux àïïàðàòíûå òèï è ñõåìó (layout) èñïîëüçóå-ìîé êëàâèàòóðû (ñì. [5] è êîììåíòàðèè â ôàéëå xkbtable.map). Çàòåì îí ïðî-èçâîäèò ïîèñê íàñòðîåê XKB, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûì òèïó è ñõåìå, â ôàéëå/opt/SUNWut/lib/xkb/xkbtable.map. Â ýòîì ôàéëå äëÿ êàæäîé ïàðû ¾òèï, ñõå-ìà¿ óêàçàíû ëèáî ãîòîâàÿ ðàñêëàäêà êëàâèàòóðû (keymap), ëèáî ìîäåëü èñõåìà XKB. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàñòðîåê XKB ïî íàéäåííûì ìîäåëè è ñõåìå èñ-ïîëüçóåòñÿ ôàéë ïðàâèë xorg èç êàòàëîãà /opt/SUNWut/lib/xkb/rules. Â äàííîéâåðñèè Ubuntu Linux ýòîò ôàéë ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëè÷åñêîé ññûëêîé íà ôàéë base.



118 À.À. Ïå÷åðèöûí. Íàñòðîéêà XKB íà òîíêèõ êëèåíòàõ Sun RayÂ ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ USB-êëàâèàòóðà Sun Type 6 ñ ðóñ-ñêîé ðàñêëàäêîé, àïïàðàòíûé òèï êîòîðîé 6, à ñõåìà � 23. Ïî èíôîðìàöèèèç ôàéëà xkbtable.map ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî ýòèì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþòXKB-ìîäåëü sun_type6_euro_usb è ñõåìà ru. Îäíàêî â ôàéëå ïðàâèë baseìîäåëü sun_type6_euro_usb íå óïîìèíàåòñÿ, ïîýòîìó âî âñåõ òàáëèöàõ ïðà-âèë áóäóò âûáðàíû òå ñòðî÷êè, â êîòîðûõ â ïîëå model óêàçàí ñèìâîë ¾*¿(çíà÷åíèÿ ïî óìîë÷àíèþ). Â ðåçóëüòàòå íàñòðîéêè êîìïîíåíòîâ XKB áóäóòñëåäóþùèìè:keycodes = xfree86+aliases(qwerty)types = completecompat = completesymbols = pc+rugeometry = pc(pc104)Èìåííî òàêèå çíà÷åíèÿ âûäàåò â äàííîì ñëó÷àå êîìàíäà setxkbmap -v. Èç çíà÷å-íèÿ ïàðàìåòðà symbols ñëåäóåò, ÷òî íà êëàâèàòóðå äåéñòâèòåëüíî ïðèñóòñòâóåòòîëüêî ðóññêàÿ ðàñêëàäêà, òàê êàê áëîê pc îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ñëóæåáíûõêëàâèø (êëàâèø ðåäàêòèðîâàíèÿ, ôóíêöèîíàëüíûõ êëàâèø è ò.ä.). Êðîìå òîãî,ìîäåëü êëàâèàòóðû íå ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíî èñïîëüçóåìîé, ïîýòîìó íå áóäóòðàáîòàòü äîïîëíèòåëüíûå êëàâèøè êëàâèàòóðû Sun Type 6 (êëàâèøè óïðàâëå-íèÿ çâóêîì è äð.)Â [6] äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñ ââîäîì àíãëèéñêèõ áóêâ ðåêîìåíäóåòñÿ óêà-çàòü â ôàéëå xkbtable.map äëÿ òèïà 6 è ñõåìû 23 çíà÷åíèå ñõåìû XKB us âìåñòîru, îäíàêî ýòî ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ ðóññêîé ðàñêëàäêè íà êëàâèàòóðå.Íà íàø âçãëÿä, áîëåå êîððåêòíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû çàêëþ-÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû äîáàâèòü â ôàéë base ïðàâèëà äëÿ ìîäåëè êëàâèàòóðûsun_type6_euro_usb, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå èìåþòñÿ â ôàéëå xorg êà-òàëîãà /opt/SUNWut/lib/xkb.bak/rules (íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíåñòè ïðàâèëà èçôàéëà xorg â ôàéë base íåëüçÿ, òàê êàê èìåíà ôàéëîâ è ïîäêàòàëîãîâ â äèðåê-òîðèÿõ xkb è xkb.bak, à òàêæå èìåíà áëîêîâ â ôàéëàõ ìîãóò íå ñîâïàäàòü).Íèæå ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê âíåñåííûõ â ôàéë base èçìåíåíèé.1. Â òàáëèöó, îïðåäåëåííóþ øàáëîíîì ! model = keycodes, äîáàâëÿåòñÿïðàâèëîsun_type6_euro_usb = sun(type6tuv_usb)2. Â òàáëèöó ! model = geometry äîáàâëÿåì ïðàâèëîsun_type6_euro_usb = sun(type6tuv)3. Â òàáëèöå ñ øàáëîíîì ! model layout = symbols äîïîëíèòåëüíî óêà-çûâàåì ñëåäóþùèå ïðàâèëàsun_type6_euro_usb us = sun_vndr/us(type6)+ussun_type6_euro_usb * =sun_vndr/us(type6)+us+sun_vndr/%l(type6):2



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 119Ïåðâîå èç íèõ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñõåìû us. Áëîê sun_vndr/us(type6)îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ñëóæåáíûõ êëàâèø êëàâèàòóðû Sun, à us óñòàíàâ-ëèâàåò àíãëèéñêóþ ðàñêëàäêó êëàâèàòóðû. (Áëîê sun_vndr/us(type6)íåÿâíî âêëþ÷àåò àíãëèéñêóþ ðàñêëàäêó êëàâèàòóðû, íî ïðîâåðêà ïîêà-çàëà, ÷òî ýòî âêëþ÷åíèå ïî íåïîíÿòíûì ïðè÷èíàì íå ïðîèçâîäèòñÿ). Âòî-ðîå ïðàâèëî ñðàáàòûâàåò äëÿ ñõåì, îòëè÷íûõ îò us. Ïåðâûå äâà áëîêàäåéñòâóþò àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Â òðåòüåì áëîêå ìåòàñèì-âîë %l çàìåíÿåòñÿ íà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà layout, òî åñòü äîáàâëÿåòñÿñîîòâåòñòâóþùàÿ íàöèîíàëüíàÿ ðàñêëàäêà êëàâèàòóðû, êàê âòîðàÿ ãðóï-ïà ñèìâîëîâ.4. Â òàáëèöó ! model layout[1] = symbols íóæíî äîáàâèòü ïðàâèëîsun_type6_euro_usb * = sun_vndr/us(type6)+ %l[1]%(v[1])Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ êîððåêòíîãî ïîèñêà íàñòðîåê XKB â ñëó÷àå, êîãäàâ layout óêàçàíî íåñêîëüêî çíà÷åíèé ÷åðåç çàïÿòóþ. Çäåñü ìåòàñèìâîëû%l[1] è%(v[1]) çàìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ïåðâîå çíà÷åíèå â ïàðàìåò-ðå layout è íà ïåðâûé âàðèàíò (åñëè îí óêàçàí) [2]. Òàêèì îáðàçîì, ýòîïðàâèëî îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ñëóæåáíûõ êëàâèø è íàöèîíàëüíóþ ðàñ-êëàäêó êëàâèàòóðû, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðâîé óêàçàííîé ñõåìå. Ðàñêëàä-êè äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà layout äîáàâëÿþòñÿ ïðàâèëàìè èçòàáëèö ! layout[2] = symbols, ! layout[3] = symbols, ! layout[4] =symbols.Ïîñëå âíåñåíèÿ ýòèõ èçìåíåíèé â ôàéë base ðóññêóþ ðàñêëàäêó êëàâèàòóðûíà êëèåíòàõ Sun Ray ìîæíî âêëþ÷èòü, óêàçàâ â ôàéëå xkbtable.map äëÿ òèïà 6è ñõåìû 23 â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ñõåìû XKB ru ëèáî us,ru. Ïðîâåðêà óñòàíîâîêXKB, ïîëó÷åííûõ êîìàíäîé xkbcomp -xkb $DISPLAY, ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáîèõñëó÷àÿõ ðóññêàÿ ðàñêëàäêà êëàâèàòóðû äîáàâëÿåòñÿ êàê âòîðàÿ ãðóïïà ñèìâî-ëîâ. Êðîìå òîãî, íà÷èíàþò ðàáîòàòü êëàâèøè óïðàâëåíèÿ çâóêîì.Âûøåïåðå÷èñëåííûå ïðàâèëà íå îïðåäåëÿþò ñïîñîá ïåðåêëþ÷åíèÿ ðàñêëà-äîê êëàâèàòóðû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ êîìàíäû setxkbmap ñ êëþ÷îì-options, íàïðèìåð:setxkbmap -option "grp:ctrl_shift_toggle"Ýòó êîìàíäó ìîæíî âñòàâèòü â ñêðèïò, ñðàáàòûâàþùèé ïðè âõîäå ïîëüçîâàòåëÿâ ñèñòåìó (íàïðèìåð, $HOME/.pro�le èëè $HOME/.bashrc).Ëèòåðàòóðà1. Pascal, I.U. X Keyboard Extension [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] / I.U. Pascal. � Ðåæèìäîñòóïà: http://pascal.tsu.ru/other/xkb2. Toman, K. How to further enhance XKB con�guration [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] /K. Tomas, I.U. Pascal. � Ðåæèì äîñòóïà: http://www.xfree86.org/current/XKB-Enhancing.html3. HAL (freedesktop.org) [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] � Ðåæèì äîñòóïà:http://ru.wikipedia.org/wiki/HAL_(freedesktop.org)



1204. SRSS 4.1 on Ubuntu Server (i386 and amd64) [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] � Ðåæèì äîñòó-ïà: http://wiki.sun-rays.org/index.php/Sun_Ray_on_Ubuntu5. Re: Weird keyboard layout problems with SRSS4/Ubuntu 7.10 [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]� Ðåæèì äîñòóïà: http://osdir.com/ml/os.solaris.sunray/2008-01/msg00180.html6. Sun Ray Server [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] � Ðåæèì äîñòóïà:http://www.nest.su/tag/sun-ray-server



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 121�133 ÓÄÊ 004.925ÂÈÇÓÀËÈÇÀÖÈß ÑÊÀËßÐÍÎÃÎ ÏÎËß ÍÀ ÎÑÍÎÂÅÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈßÈÇÎÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈÀ.Þ. Ñóðàâèêèí, Â.Â. ÊîðîáèöûíÏðåäëîæåíà ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ èçîïîâåðõíîñòåé ñêàëÿðíîãîïîëÿ íà ãðàôè÷åñêîì ïðîöåññîðå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïðèìåíåíìåòîä ãðàíè÷íûõ òåòðàýäðîâ. Îïèñàí ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèèî òåòðàýäðàõ â òåêñòóðàõ, îáðàáàòûâàåìûõ íà ãðàôè÷åñêîì óñòðîéñòâå.Ïðåäñòàâëåíû ëèñòèíãè âåðøèííîãî è ãåîìåòðè÷åñêîãî øåéäåðîâ. Ïðèâå-äåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ðåàëèçàöèè àëãîðèò-ìà.ÂâåäåíèåÏðè ðåøåíèè çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÷àñòîïðèõîäèòñÿ îïåðèðîâàòü òðåõìåðíûìè ìàññèâàìè äàííûõ. Íàïðèìåð, ïðè ìî-äåëèðîâàíèè ÷àñòèö ãàçîâ èëè æèäêîñòåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü íåêîòîðûé îãðà-íè÷åííûé îáúåì êàê ðåçåðâóàð, â êîòîðîì äëÿ êàæäîé òî÷êè îïðåäåëåíî çíà÷å-íèå äàâëåíèÿ ãàçà [1]. Ïðèâåäåííûé â ïðèìåðå îáúåì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêñêàëÿðíîå ïîëå, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ÷àñòèö. Âõîäå ìîäåëèðîâàíèÿ ãàç èëè æèäêîñòü áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ âíóòðè ðåçåðâóàðà,è, ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â îïðåäåëåííîé îáëàñòè áóäåò èçìåíÿòüñÿ.Äëÿ ïîäîáíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èìååò ñìûñë âèçóàëèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî æèä-êîñòè â åäèíèöå îáúåìà.Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âèçóàëèçàöèè æèäêîñòè. Îäèí èç íèõ îñíî-âàí íà ïðÿìîé âèçóàëèçàöèè òðåõìåðíîãî ïîëÿ è èñïîëüçóåò òåõíîëîãèè, ïîäîá-íûå Volume Ray Marching (Casting), ò.å. ïðîèñõîäèò òðàññèðîâêà ëó÷åé ñêâîçüðåçåðâóàð (îáúåì) è ïðè ôîðìèðîâàíèè èçîáðàæåíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñòîëêíî-âåíèå ëó÷à ñ îáúåêòîì èëè ïîïàäàíèåì ëó÷à â íåêóþ îêðåñòíîñòü ÷àñòèöû. Îòïëîòíîñòè ìîæåò çàâèñåòü öâåò èëè óðîâåíü ïðîçðà÷íîñòè æèäêîñòè â äàííîéòî÷êå. Ïîäðîáíåå î Ray Marching ìîæíî óçíàòü â [2], [3] è [4]. Â äàííîé ñòàòüåïðåäñòàâëåí äðóãîé ñïîñîá: îí îñíîâàí íà ñîçäàíèè ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ îãðà-íè÷èâàåò æèäêîñòü ñ çàðàíåå çàäàííîé ïëîòíîñòüþ. Ýòîò ñïîñîá îòëè÷àåòñÿ
Copyright c© 2009 À.Þ. Ñóðàâèêèí, Â.Â. Êîðîáèöûí.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.E-mail: tizona del cid@rambler.ru



122 À.Þ. Ñóðàâèêèí, Â.Â. Êîðîáèöûí. Âèçóàëèçàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. . .òåì, ÷òî âìåñòî îòîáðàæåíèÿ ñîáñòâåííî ïîëÿ ñ ïîìîùüþ ïîïèêñåëüíûõ àë-ãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ ñîçäàíèå ïîâåðõíîñòè èç ïðèìèòèâîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,èçìåíÿåòñÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ: âìåñòî âèçóàëèçàöèè âíóòðåííåé ñòðóêòóðûæèäêîñòè èçîáðàæàåòñÿ ãðàíèöà ðàçäåëà ñðåä.Ïîñêîëüêó àëãîðèòìû âèçóàëèçàöèè æèäêîñòåé è ãàçîâ äîñòàòî÷íî ðåñóðñî-¼ìêèå, òî öåëåñîîáðàçíî ðåàëèçîâûâàòü ýòè àëãîðèòìû íà ñêîðîñòíûõ ãðàôè÷å-ñêèõ ïðîöåññîðàõ (GPU). Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ íà GPU îáû÷íî èñïîëü-çóþòñÿ øåéäåðíûå ÿçûêè, îáåñïå÷èâàþùèå ôóíêöèîíàëîì ïðîãðàììèðîâàíèÿãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ.Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ãðàíè÷íûõ òåòðàýäðîâ íà ãðà-ôè÷åñêîì ïðîöåññîðå. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî ðåøèòüñëåäóþùèå çàäà÷è:1. Èçó÷èòü ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè ïî òåîðåòè÷åñêèì îñíîâàì àëãîðèòìà.2. Ñîçäàòü êîíâåðòîð ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ æèäêîñòè â ñêàëÿðíîå ïî-ëå.3. Âèçóàëèçèðîâàòü ñêàëÿðíîå ïîëå ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ øåéäåðîâ.Äîïîëíèòåëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå ñèëüíûõ è ñëàáûõ ñòîðîí ðåàëè-çàöèè àëãîðèòìà íà ãåîìåòðè÷åñêèõ øåéäåðàõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâîäèòåëü-íîñòè.Ðàáîòà âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà Marching Tetrahedra(ãðàíè÷íûå òåòðàýäðû), òàê è ñîçäàíèå ïðèëîæåíèÿ-îñíîâû (òàê íàçûâàåìîãîframework) äëÿ ðåíäåðà ïîâåðõíîñòè è ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö è òðåõ-ìåðíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ïîäðîáíî îïèñàí àëãîðèòì è ñïîñîá åãî ðåàëèçàöèèñ èñïîëüçîâàíèåì âåðøèííîé è ãåîìåòðè÷åñêîé ñòàäèé, îöåíåíà ñêîðîñòü âèçó-àëèçàöèè. Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå íîâîé ïðîãðàììûñ ïîìîùüþ óæå èçâåñòíîãî ñïîñîáà âèçóàëèçàöèè, êîòîðûé íå áûë äî ýòîãîäîñòàòî÷íî äåòàëüíî îïèñàí â ëèòåðàòóðå.1. Àëãîðèòì ãðàíè÷íûõ òåòðàýäðîâ (Marching TetrahedraAlgorithm)1.1. ÈçîïîâåðõíîñòüÈçâëå÷åíèå èçîïîâåðõíîñòè � ýòî ñïîñîá ñîçäàíèÿ ïîëèãîíàëüíîãî ïðåäñòàâëå-íèÿ íåïðåðûâíîãî ïîëÿ, íàïðèìåð òàêèõ, êîòîðûå ñîçäàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìîïèñàíèåì íåÿâíûõ ïîâåðõíîñòåé èëè ïðÿìûìè èçìåðåíèÿìè, íàïðèìåð ìåäè-öèíñêèì ñêàíèðîâàíèåì. Èçîïîâåðõíîñòü èçîáðàæàåò ïîâåðõíîñòü â îáúåìå, äëÿêîòîðîãî âñå òî÷êè èìåþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå ïîëÿ, íàçîâåì åãî èçîçíà÷åíèåì.Äëÿ ðàçëè÷íûõ èçîçíà÷åíèé ñîçäàâàåìàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò òàêæå ðàçëè÷íîé(ïîäðîáíî îïèñàíî â [4] è [5]).Àëãîðèòì ñîçäàåò èçîïîâåðõíîñòü, çàïîëíÿÿ ïðîñòðàíñòâî ïîëÿ ïëîòíî ðàñ-ïîëîæåííûìè òåòðàýäðàìè. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû òåòðàýäðà çíà÷åíèå ïîëÿ âýòîé òî÷êå ñðàâíèâàåòñÿ ñ èçîçíà÷åíèåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü áóëåâî çíà÷åíèå. Åñëè



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 123ýòî çíà÷åíèå ðàçíîå äëÿ âåðøèí îäíîãî òåòðàýäðà, òî èçîïîâåðõíîñòü ïðîõîäèò÷åðåç îáúåì, îãðàíè÷åííûé ýòèì òåòðàýäðîì. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîâåðõ-íîñòü ïëîñêàÿ âíóòðè òåòðàýäðà, òî ñå÷åíèåì òåòðàýäðà ýòîé ïëîñêîñòüþ áóäåòëèáî òðåóãîëüíèê, ëèáî ÷åòûðåõóãîëüíèê.1.2. Ëèíèè ñ èíôîðìàöèåé î ñìåæíîñòèËèíèè ñî ñìåæíîñòüþ � íîâûé òèï ïðèìèòèâîâ, êîòîðûé ñîñòîèò èç îòðåçêàè äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, â ãåîìåòðè÷åñêîì øåéäåðåîáðàáàòûâàåòñÿ îäíà òàêàÿ ëèíèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ÷åòûðåõ òðàíñôîðìèðîâàííûõâåðøèí.Îòðåçîê ðèñóåòñÿ îò âåðøèíû (4i+ 2) ê (4i + 3) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ i =
0, 1, ...n− 1 ïðè îáùåì êîëè÷åñòâå ëèíèé n. Äëÿ i-ãî îòðåçêà âåðøèíû (4i + 1)è (4i+ 4) áóäóò ñìåæíûìè ñîîòâåòñòâåííî ê âåðøèíàì (4i+ 2) è (4i+ 3).Íà ðèñóíêå 1 ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí ïîðÿäîê ôîðìèðîâàíèÿ òàêèõ ïðèìè-òèâîâ. Ïîäðîáíåå î ëèíèÿõ ñî ñìåæíîñòüþ è äðóãèõ íîâûõ âèäàõ ïðèìèòèâîâìîæíî óçíàòü â [9].
Ðèñ. 1. Ëèíèè ñ äîïîëíèòåëüíûìè âåðøèíàìè. Âåðøèíû îñíîâíûõ ïðèìèòèâîâ ñîåäèíåíûñïëîøíîé ëèíèåé, ïðåðûâèñòîé ëèíèåé ñîåäèíåíû ñîñåäíèå âåðøèíû, êîòîðûå ìîãóòèñïîëüçîâàòüñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîì øåéäåðå1.3. Ðåàëèçàöèÿ íà ãðàôè÷åñêîì ïðîöåññîðåÈçâëå÷åíèå èçîïîâåðõíîñòè ðåàëèçóåòñÿ íà ãðàôè÷åñêîì ïðîöåññîðå ñ ïîìîùüþñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ âåðøèííîãî è ãåîìåòðè÷åñêîãî øåéäåðîâ (îáùóþèíôîðìàöèþ î øåéäåðàõ ìîæíî íàéòè â [10]). Îñíîâîé áóäåò òî÷íàÿ òåòðàýä-ðèçàöèÿ îáúåìà, ãäå ÷åòûðå âåðøèíû êàæäîãî òåòðàýäðà ïåðåäàþòñÿ êàê ëèíèÿñ äâóìÿ ñìåæíûìè âåðøèíàìè. Ðàññêàæåì îá ýòèõ îáúåêòàõ ïîäðîáíåå.Âåðøèííûé øåéäåð ñ÷èòûâàåò çíà÷åíèÿ ïîëÿ â âåðøèíàõ òåòðàýäðà, ñðàâ-íèâàåò åãî ñ èçîçíà÷åíèåì, à òàêæå òðàíñôîðìèðóåò âåðøèíó â ýêðàííûå êîîð-äèíàòû. Ãåîìåòðè÷åñêèé øåéäåð îáðàáàòûâàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû âåðøèííîãîøåéäåðà ñî âñåõ ÷åòûðåõ âåðøèí òåòðàýäðà. Îí ïðîèçâîäèò îïåðàöèþ ëîãè÷å-ñêîãî ÈËÈ ðåçóëüòàòîâ ñðàâíåíèé ñ èçîçíà÷åíèåì è ôîðìèðóåò ÷åòðûðåõáèòî-âîå öåëîå çíà÷åíèå. Îíî îïðåäåëÿåò ãåîìåòðèþ, êîòîðóþ ïðîèçâåäåò ãåîìåòðè-÷åñêèé øåéäåð. Åñëè âñå áèòû óñòàíîâëåíû â 1 (ïîëó÷èì çíà÷åíèå 15) èëè â 0(ïîëó÷èì çíà÷åíèå 0), òî òåòðàýäð íå ïåðåñåêàåò èçîïîâåðõíîñòü è ãåîìåòðèÿ íåñîçäàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ÷åòûðåõáèòíîå çíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ êàê êî-îðäèíàòà òåêñòóðû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òàáëèöó çíà÷åíèé, îïèñûâàþùèõ êàêóþãåîìåòðèþ ñîçäàñò øåéäåð.



124 À.Þ. Ñóðàâèêèí, Â.Â. Êîðîáèöûí. Âèçóàëèçàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. . .Òàáëèöà 1. Òàáëèöà ñîîòâåòñòâèÿ èíäåêñà è íîìåðîâ ðåáåð òåòðàýäðàèíäåêñ ðåáðà 0 è 1 ðåáðà 2 è 30 0, 0, 0, 0 0, 0, 0, 11 3, 0, 3, 1 3, 2, 0, 02 2, 1, 2, 0 2, 3, 0, 03 2, 0, 3, 0 2, 1, 3, 14 1, 2, 1, 3 1, 0, 0, 05 1, 0, 1, 2 3, 0, 3, 26 1, 0, 2, 0 1, 3, 2, 37 3, 0, 1, 0 2, 0, 0, 08 0, 2, 0, 1 0, 3, 0, 09 0, 1, 3, 1 0, 2, 3, 210 0, 1, 0, 3 2, 1, 2, 311 3, 1, 2, 1 0, 1, 0, 012 0, 2, 1, 2 0, 3, 1, 313 1, 2, 3, 2 0, 2, 0, 014 0, 3, 2, 3 1, 3, 0, 0Èç òàáëèöû 1 ìû ïîëó÷àåì âîñåìü çíà÷åíèé, êîòîðûå îïèñûâàþò íîìåðàâåðøèí ÷åòûðåõ ðåáåð, ïåðåñåêàþùèõ èçîïîâåðõíîñòü. Çíà÷åíèÿ äëÿ ÷åòâåð-òîãî ðåáðà çàêîäèðîâàíû ñïåöèàëüíûì îáðàçîì: ïåðâàÿ âåðøèíà (ñåäüìàÿ êî-ëîíêà çíà÷åíèé â òàáëèöå) âñåãäà áóäåò íåíóëåâîé, åñëè ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ÷åòûðåõóãîëüíèêîì. Ìû èñïîëüçóåì ýòó îñîáåííîñòü êàê óñëîâèå, ãåíåðèðîâàòü÷åòâåðòóþ âåðøèíó (à çíà÷èò, è âòîðîé òðåóãîëüíèê) èëè íåò. Äëÿ ñîçäàíèÿâûõîäíîãî ïðèìèòèâà øåéäåð ðåøàåò ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà òðåõ èëè ÷åòûðåõðåáðàõ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò èíòåðïîëÿöèÿ ïîçèöèè âåðøèíû ê òî÷êå,ãäå ïîëå ïåðåñåêàåò ðåáðî. Ýòî âûõîäíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñãåíåðèðîâàííûõ ïðè-ìèòèâîâ.1.4. Íàñòðîéêà ïî àäðåñàì (Swizzling)Â äîïîëíåíèå ê ðåàëèçàöèè ïðÿìîãî èçâëå÷åíèÿ èçîïîâåðõíîñòè â äàííîì ïðî-åêòå èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà äëÿ îïòèìèçàöèè ïðîõîäîâ îáúåìà. Âìåñòî òîãî, ÷òî-áû ïðîèçâîäèòü ðåíäåð ñåòêè òåòðàýäðîâ â ïîñòðî÷íîì ïîðÿäêå, ìû èçìåíÿåìèõ ïîðÿäîê äëÿ óëó÷øåíèÿ ëîêàëüíîñòè îáðàùåíèé. Òåõíèêà îñíîâàíà íà èçìå-íåíèè ïîðÿäêà áèòîâ: ïðè ïðîõîäå îáúåì äåëèòñÿ íà ìíîæåñòâî èç 8 ìàëåíüêèõîáúåìîâ (ðàñïîëîæåíèå 2 x 2 x 2), êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò øåñòü òåò-ðàýäðîâ. Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ïðîõîä ïî ýòèì áëîêàì â îáû÷íîì ïîñòðî÷íîìïîðÿäêå. Âîçìîæíû òàêæå äðóãèå ñïîñîáû ïðîõîäîâ, íî èñïîëüçóåìûé ìåòîäïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïðîìèññ ìåæäó ñëîæíîñòüþ è ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ.2. Îïèñàíèå àëãîðèòìàÀëãîðèòì ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå îñíîâíûå ÷àñòè � èíèöèàëèçàöèþ è ðåíäåð,ò.å. ðàñ÷åò è âûâîä èçîáðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ýòè ýòàïû áîëåå äåòàëüíî.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 1252.1. ÈíèöèàëèçàöèÿÏðåæäå ÷åì ñòðîèòü èçîïîâåðõíîñòü, íåîáõîäèìî ðàçáèòü ïðîñòðàíñòâî íà ÿ÷åé-êè, â óçëàõ êîòîðûõ áóäåò ñ÷èòûâàòüñÿ çíà÷åíèå ïîëÿ. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâíà ãðàôè÷åñêîì ïðîöåññîðå îãðàíè÷èì êîëè÷åñòâî óçëîâ ÷èñëàìè, ÿâëÿþùèìè-ñÿ ñòåïåíÿìè 2. Ñîáñòâåííî èíèöèàëèçàöèÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:1. Ñîçäàíèå òðåõìåðíîé ðåøåòêè.2. Çàãðóçêà ïðîãðàììû äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðîöåññîðà.3. Ñîçäàíèå òàáëèöû ãðàíèö äëÿ ÿ÷åéêè.Ïðîãðàììû çàãðóæàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé ãðàôè÷åñêîãî API, ïðèçàãðóçêå ïåðåäàåì ïàðàìåòðû, íå ìåíÿþùèåñÿ âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ øåéäåðíûõïðîãðàìì. Ðåøåòêà ñîçäàåòñÿ èç âåðøèí, ðàñïîëîæåííûõ ñ îäèíàêîâûìè èíòåð-âàëàìè ïî êóáó ñî çíà÷åíèÿìè [-1; 1) ïî âñåì èçìåðåíèÿì. Èíäåêñû ñîçäàþòñÿäëÿ ÿ÷ååê, â óçëàõ êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ñîçäàííûå âåðøèíû. Êàæäàÿ ÿ÷åéêàñîñòîèò èç 6 òåòðàýäðîâ, â êàæäîì òåòðàýäðå 4 èíäåêñà. Èíäåêñ ôîðìèðóåòñÿïîáèòîâî èç öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïîëîæåíèÿ ÿ÷åéêè â ðåøåòêå:index=(int)((x)|((y)<<sizeLog2[0])|((z)<<(sizeLog2[0]+sizeLog2[1])))Çäåñü x, y, z - ïîëîæåíèå ÿ÷åéêè, sizeLog2 - ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ 2 ÷èñëàÿ÷ååê â ñòîðîíå ðåøåòêè.2.2. ÐåíäåðÐåàëèçàöèÿ ðåíäåðà æèäêîñòè îïèñàíà äàëåå ïîýòàïíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿä-êîì îáðàáîòêè äàííûõ íà ãðàôè÷åñêîì êîíâåéåðå. Îïèñàíû âåðøèííûé è ãåî-ìåòðè÷åñêèé øåéäåðû, ýòàï ðàñòåðèçàöèè è ïèêñåëüíûé øåéäåð òðèâèàëüíû.2.2.1. Âåðøèííûé øåéäåðÃðàôè÷åñêèé ïðîöåññîð ðåíäåðèò âåðøèííûé áóôåð, çàãðóæåííûé íà ýòàïåèíèöèàëèçàöèè è îáðàáàòûâàåò âåðøèíû ýòîãî áóôåðà-ñåòêè. Âåðøèííàÿ ïðî-ãðàììà ïðèâåäåíà â ëèñòèíãå 1. Â êîäå ïðèâåäåíû êîììåíòàðèè, îáúÿñíÿþùèåïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé.Ëèñòèíã 1. Ïðîãðàììà îáðàáîòêè âåðøèí// Vertex shader// march_tetra.vertuniform mat4 WorldViewProj; // Ìàòðèöà òðàíñôîðìàöèèuniform sampler3D FieldTex; // Ñýìïëåð òåêñòóðû-èñòî÷íèêà äàííûõ// Ìàñêà è ñìåùåíèå áèòîâ äëÿ ñåòêèuniform ivec3 SizeMask;uniform ivec3 SizeShift;



126 À.Þ. Ñóðàâèêèí, Â.Â. Êîðîáèöûí. Âèçóàëèçàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. . .uniform vec3 scalePos; // Ôàêòîð ìàñøòàáèðîâàíèÿuniform float IsoValue; // Èçîçíà÷åíèåvoid main() //Ãëàâíàÿ ôóíêöèÿ{ int index = gl_VertexID;//Ïîëó÷àåì èíäåêñ òåêóùåé âåðøèíû// Ïîëó÷àåì ïîçèöèþ ñ÷èòûâàíèÿ äàííûõ òåêñòóðû èç èíäåêñàvec3 Pos;Pos.x = float((index >> SizeShift.x)&SizeMask.x)/(SizeMask.x+1);Pos.y = float((index >> SizeShift.y)&SizeMask.y)/(SizeMask.y+1);Pos.z = float((index >> SizeShift.z)&SizeMask.z)/(SizeMask.z+1);// Ñ÷èòûâàåì çíà÷åíèå òåñêòóðû â ðàññ÷èòàííîé ïîçèöèèvec4 Field = tex3D(FieldTex, Pos);Pos = Pos * 2.0 - 1.0;// Ìàñøòàáèðóåì ïîçèöèþPos = Pos * scalePos;// Òðàíñôîðìèðóåì ïîçèöèþgl_Position = mul(WorldViewProj, vec4(Pos, 1.0));// Ïåðåäàåì íà ñëåäóþùóþ ñòàäèþ çíà÷åíèå ïîëÿ è// áóëåâî çíà÷åíèå ñðàâíåíèÿgl_TexCoord[0].x = Field.x;gl_TexCoord[0].y = (Field.x > IsoValue) ? 1.0 : 0.0;} Ïðè îáðàáîòêå ìàññèâà âåðøèí ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå âõîäíûå äàííûå:1. Èíäåêñ âåðøèíû, ò.å. åå íîìåð (index). Ïî ýòîìó íîìåðó ðàññ÷èòûâàåòñÿïîëîæåíèå âåðøèíû â ñåòêå (ÿ÷åéêàõ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ) è ïðèâîäèòñÿ êèíòåðâàëó [0; 1) äëÿ ñ÷èòûâàíèÿ èç òåêñòóðû.2. 3D-òåêñòóðà FieldTex, ñîäåðæàùàÿ çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.3. Âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòàíòû äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé:
SizeMask, SizeShift, scalePos, à òàêæå ìàòðèöà WorldV iewProj (äëÿïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçèöèè âåðøèíû â ýêðàííûå êîîðäèíàòû).4. Èçîçíà÷åíèå (IsoV alue), ïî êîòîðîìó áóäåò ñòðîèòüñÿ ïîâåðõíîñòü.Âåðøèííûé øåéäåð âîçâðàùàåò òðàíñôîðìèðîâàííóþ âåðøèíó (gl_Position),à òàêæå çíà÷åíèå ïîëÿ â ýòîé òî÷êå (gl_TexCoord[0].x) è áóëåâî çíà÷åíèå ñðàâ-íåíèÿ ñ IsoValue (gl_TexCoord[0].y). Ïðè ýòîì äëÿ èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ñåòêè¾ðåçåðâóàðà¿ èñïîëüçóåòñÿ ïîêîìïîíåíòíîå óìíîæåíèå âåêòîðà ïîçèöèè íà âåê-òîð scalePos (â íàøåì ïðèìåðå {30.0; 30.0; 30.0}).Â ñëó÷àå ðàçìåðîâ ñåòêè 64x64x64 (â äàííîé ðåàëèçàöèè ðàçìåð ñåòêè äîë-æåí áûòü ñòåïåíüþ 2) çíà÷åíèå SizeMask óñòàíàâëèâàåòñÿ â {63; 63; 63} (2n−1,



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 127ãäå ñòåïåíü n = 6). SizeShift ðàâåí n, â äàííîì ñëó÷àå 6. Ïåðåìåííóþ IsoV alue(èçîçíà÷åíèå) óñòàíîâèì â 0.15 (ïðè ýòîì ¾âåñ¿ êàæäîé ÷àñòèöû ðàâåí 0.1).
WorldV iewProj � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçèöèè âåðøèíû â ýêðàííûå êî-îðäèíàòû.2.2.2. Ãåîìåòðè÷åñêèé øåéäåðÎáðàáîòàííûå âåðøèíû ãðóïïèðóþòñÿ â ïðèìèòèâû, ñîñòîÿùèå èç ÷åòûðåõ âåð-øèí (ñì. âûøå). Âåðøèíû ïî ðàñïîëîæåíèþ îáðàçóþò òåòðàýäð. Ïðîãðàììàîáðàáîòêè ïðåäñòàâëåíà â ëèñòèíãå 2.Ëèñòèíã 2. Ïðîãðàììà îáðàáîòêè ïðèìèòèâîâ// Geometry shader// march_tetra.geom// âõîäíûå äàííûå: Ëèíèè ñ ñîñåäÿìè (òåòðàýäðû)// âûõîäíûå äàííûå: 0, 1 èëè 2 òðåóãîëüíèêà â çàâèñèìîñòè// îò ñå÷åíèÿ èçîïîâåðõíîñòüþ òåòðàýäðàuniform sampler2DRect edgeTex; //òåêñòóðà-òàáëèöà ðåáåðuniform float IsoValue; //èçîçíà÷åíèå// Ôóíêöèÿ ðàñ÷åòà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ èçîïîâåðõíîñòè è çàäàííîãî ðåáðà// Èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ (ôóíêöèÿ lerp()) ìåæäó âåðøèíàìè// ðåáðà ïî èçîçíà÷åíèþ è çíà÷åíèÿì ïîëÿ â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ// ýòèì âåðøèíàìvec4 CalcIntersection(vec4 Pos0, vec2 Field0, vec4 Pos1, vec2 Field1){ float t = (IsoValue - Field0.x) / (Field1.x - Field0.x);return lerp(Pos0, Pos1, t);}// Ðàñ÷åò íîðìàëè ê ïëîñêîñòè, çàäàííîé òðåìÿ òî÷êàìè// Èñïîëüçóåòñÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ,// ñîåäèíÿþùèõ çàäàííûå âåðøèíûvec3 calcNormal(vec3 v0, vec3 v1, vec3 v2){ vec3 edge0 = v1 - v0;vec3 edge1 = v2 - v0;return normalize(cross(edge0, edge1));}void main(){ // Èç ïîëó÷åííûõ áóëåâûõ çíà÷åíèé ñîáèðàåì èíäåêñ òåòðàýäðàint index = (int(gl_TexCoordIn[0][0].y) << 3) |(int(gl_TexCoordIn[1][0].y) << 2) |



128 À.Þ. Ñóðàâèêèí, Â.Â. Êîðîáèöûí. Âèçóàëèçàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. . .(int(gl_TexCoordIn[2][0].y) << 1) |int(gl_TexCoordIn[3][0].y);// Åñëè òåòðàýäð ïîëíîñòüþ ëåæèò ñíàðóæè (index = 0) èëè âíóòðè// (index = 15) ïîâåðõíîñòè, òî äëÿ íåãî íå ñîçäàåì òðåóãîëüíèêèif (index > 0 && index < 15){ //Ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ èç òàáëèöû ðåáåð äëÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ indexivec4 e0 = ivec4(texelFetch2DRect(edgeTex, ivec2(index,0))*255);ivec4 e1 = ivec4(texelFetch2DRect(edgeTex, ivec2(index,1))*255);// Ñîçäàåì òðåóãîëüíèê èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ èçîïîâåðõíîñòè// è òåêóùåãî òåòðàýäðàvec4 p0 = CalcIntersection(gl_PositionIn[e0.x], gl_TexCoordIn[e0.x][0].xy,gl_PositionIn[e0.y], gl_TexCoordIn[e0.y][0].xy);vec4 p1 = CalcIntersection(gl_PositionIn[e0.z], gl_TexCoordIn[e0.z][0].xy,gl_PositionIn[e0.w], gl_TexCoordIn[e0.w][0].xy);vec4 p2 = CalcIntersection(gl_PositionIn[e1.x], gl_TexCoordIn[e1.x][0].xy,gl_PositionIn[e1.y], gl_TexCoordIn[e1.y][0].xy);// Ðàñ÷åò íîðìàëè äëÿ ïëîñêîñòè ñîçäàííîãî òðåóãîëüíèêàvec3 n = calcNormal(p2.xyz, p1.xyz, p0.xyz);// Çàäàåì ïàðàìåòðû ïåðâîé âåðøèíû è ñîçäàåì åågl_Position = p0;gl_TexCoord[0] = vec4(n, 0.0);EmitVertex();// Çàäàåì ïàðàìåòðû âòîðîé âåðøèíû è ñîçäàåì åågl_Position = p1;gl_TexCoord[0] = vec4(n, 0.0);EmitVertex();// Çàäàåì ïàðàìåòðû òðåòüåé âåðøèíû è ñîçäàåì åågl_Position = p2;gl_TexCoord[0] = vec4(n, 0.0);EmitVertex();// Àíàëîãè÷íî ñîçäàåì âòîðîé òðåóãîëüíèê,// åñëè ñå÷åíèå - ÷åòûðåõóãîëüíèêif (e1.z != 0){ vec4 p3 = CalcIntersection(gl_PositionIn[e1.z], gl_TexCoordIn[e1.z][0].xy,gl_PositionIn[e1.w], gl_TexCoordIn[e1.w][0].xy);n = calcNormal(p1.xyz, p2.xyz, p3.xyz);



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 129gl_Position = p3;gl_TexCoord[0] = vec4(n, 0.0);EmitVertex();}}} Â êîäå ãåîìåòðè÷åñêîãî øåéäåðà ïîêàçàíî, êàê ïðîèñõîäèò ñîçäàíèå ïðèìè-òèâîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè â êàæäîì òåòðàýäðå. Ïðè-ìåð òàêîãî ñå÷åíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 2. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèìåð ïðåäñòàâëåí âäâóìåðíîì âèäå.

Ðèñ. 2. Ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòüþ òåòðàýäðîâÐàññêàæåì ïîäðîáíåå î ðàáîòå ãåîìåòðè÷åñêîãî øåéäåðà. Äëÿ êàæäîé ãðóï-ïû âåðøèí âûïîëíÿåòñÿ ôóíêöèÿ main(). Ïðè ýòîì ðàçìåð ãðóïïû îïðåäå-ëÿåòñÿ òèïîì âõîäÿùåãî ïðèìèòèâà. Â íàøåì ñëó÷àå áåðåòñÿ 4 âåðøèíû, ò.ê.èñïîëüçóåìûé òèï � ëèíèè ñî ñìåæíîñòüþ. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ïîáèòîâûõîïåðàöèé ôîðìèðóåòñÿ èíäåêñ (index) èç áóëåâûõ çíà÷åíèé âåðøèí, çàòåì ïðî-èñõîäèò ñðàâíåíèå èíäåêñà ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè (0 è 15): åñëè èíäåêñðàâåí îäíîìó èç íèõ, òî ïðîïóñêàåì îáðàáîòêó ýòîãî ïðèìèòèâà, ò.ê. çíà÷åíèå0 îçíà÷àåò, ÷òî òåòðàýäð ïîëíîñòüþ ëåæèò ñíàðóæè îáúåìà (îãðàíè÷åííîãî èçî-ïîâåðõíîñòüþ), à 15 (11112) - ÷òî òåòðàýäð ëåæèò âíóòðè íåãî. Èíà÷å ñîçäàåìïðèìèòèâû ñëåäóþùèì îáðàçîì:1. Ïîëó÷àåì ìàññèâû íîìåðîâ ðåáåð e0 è e1 èç òàáëèöû ðåáåð (òàáëèöà õðà-íèòñÿ â îòäåëüíîé òåêñòóðå, õîòÿ ìîæíî åå çàäàòü ÷åðåç Constant Bu�er).2. Ðàññ÷èòûâàåì ïîçèöèè âåðøèí äëÿ ñîçäàâàåìîãî òðåóãîëüíèêà ñ ïîìîùüþëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ìåæäó âåðøèíàìè òåòðàýäðîâ ïî èçîçíà÷åíèþ ïî-ëÿ. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ CalcIntersection, â êî-òîðîé ïî çíà÷åíèþ ïîëÿ â âåðøèíàõ ðåáðà ðàññ÷èòûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòèíòåðïîëÿöèè, à çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ ñîáñòâåííî èíòåðïîëÿöèÿ êîîðäèíàòâåðøèí ïî ýòîìó êîýôôèöèåíòó.



130 À.Þ. Ñóðàâèêèí, Â.Â. Êîðîáèöûí. Âèçóàëèçàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. . .3. Ðàñ÷åò íîðìàëè ê ïîëó÷åííîìó òðåóãîëüíèêó. Íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ñî-çäàâàåìîãî òðåóãîëüíèêà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà åãî îñâåùåíèÿ. Â ïðè-âåäåííîì ëèñòèíãå ðàñ÷åò ïðîèçâîäèòñÿ íà ýòàïå ñîçäàíèÿ òðåóãîëüíèêàïî òðåì âåðøèíàì (ôóíêöèÿ calcNormal). Îäíàêî åñòü äðóãîé ñïîñîá: èñ-ïîëüçîâàòü ñêàëÿðíîå ïîëå, à òî÷íåå, ãðàäèåíòû ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â òî÷êàõ,ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëó÷åííûì âåðøèíàì òðåóãîëüíèêà. Ðàñ÷åò íîðìàëåéïî ãðàäèåíòàì ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè, îïèñàííîé â Ëèñòèíãå 3.Ëèñòèíã 3. Ôóíêöèÿ ðàñ÷åòà íîðìàëè êàê ãðàäèåíòà ïîëÿ// Ðàñ÷åò íîðìàëè êàê ãðàäèåíòà ïîëÿ â òî÷êå:// s - ñåìïëåð (sampler) òåêñòóðû ïîëÿ,// t - òåêñòóðíàÿ êîîðäèíàòà,// invFieldTexSize - âåêòîð îáðàòíûõ çíà÷åíèé ðàçìåðîâ 3D-òåêñòóðû ïîëÿvec3 calcGradientNormal(sampler3D s, vec3 t){vec4 step = vec4(invFieldTexSize, 0.0);vec3 gradient = vec3(texture3D(s, t + step.xww).x - texture3D(s, t - step.xww).x,texture3D(s, t + step.wyw).x - texture3D(s, t - step.wyw).x,texture3D(s, t + step.wwz).x - texture3D(s, t - step.wwz).x);return normalize(-gradient);}Èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà ðàñ÷åòà ãðàäèåíòà, çàêîäèðîâàííàÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî-áû äîñòèãàòü âûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè íà ñèñòåìàõ ñ ïàðàëëåëüíîé àðõè-òåêòóðîé. Íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ 6 ÷òåíèé èç òåêñòóðû (ò.ê. ýòî îïåðàöèè ñ áîëü-øîé ëàòåíòíîñòüþ), îäíàêî îíè ïðîèçâîäÿòñÿ èç ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, ïîýòîìó áóäåòýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ òåêñòóðíûé êýø, êîòîðûé óìåíüøèò çàäåðæêè íàäîñòóï ê òåêñòóðå.Âûçîâ äàííîé ôóíêöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñëåäóþùèìîáðàçîì:n = calcGradientNormal(FieldTex, lerp(gl_TexCoordIn[e0.x][1].xyz,gl_TexCoordIn[e0.y][1].xyz, t));çäåñü FieldTex - ñåìïëåð òåêñòóðû ïîëÿ, ò.å. ïåðåìåííàÿ, ïî êîòîðîé îïðåäåëÿ-åòñÿ êàêàÿ òåêñòóðà è êàêèì îáðàçîì áóäåò ñ÷èòûâàòüñÿ. Âòîðûì ïàðàìåòðîìèäåò ðåçóëüòàò ôóíêöèè lerp, ò.å. ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé òåêñòóðíûõêîîðäèíàò ïîëÿ. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïàðàìåòðå. Ýòî êîîðäèíàòû òî÷êè â ïî-ëå, ïðèâåäåííûå ê èíòåðâàëó [0; 1), èñïîëüçóåìûå äëÿ àäðåñàöèè òåêñòóðû. Ñïîìîùüþ âðåìåííîé ïåðåìåííîé step ìû ìîæåì îáðàùàòüñÿ ê ñîñåäíèì ÿ÷åé-êàì òåêñòóðû, òàêèì îáðàçîì ðàññ÷èòûâàÿ ãðàäèåíò ïîëÿ. Ïàðàìåòðû ôóíê-öèè èíòåðïîëÿöèè � çíà÷åíèÿ òåêñòóðíûõ êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí(gl_TexCoordIn[èíäåêñ ðåáðà][1] � òåêñòóðíàÿ êîîðäèíàòà ïîëÿ ïåðåäàåòñÿ èçâåðøèííîãî øåéäåðà) è êîýôôèöèåíò èíòåðïîëÿöèè t, ðàññ÷èòàííûé â ôóíê-öèè CalcIntersection. Êîýôôèöèåíò èíòåðïîëÿöèè äëÿ ïîçèöèè âåðøèíû è åå



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 131òåêñòóðíûõ êîîðäèíàò áóäåò îäèíàêîâûì, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññ÷èòàòü åãîîäèí ðàç è èñïîëüçîâàòü êàê ïðè ðàñ÷åòå ïîçèöèè, òàê è ïðè ðàñ÷åòå íîðìàëè.Â ïåðåìåííûå gl_Position è gl_TexCoord[0] çàíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî-çèöèÿ è íîðìàëü (ïåðåäàåòñÿ ÷åðåç òåêñòóðíóþ êîîðäèíàòó) äëÿ ñîçäàâàåìîéâåðøèíû, çàòåì ïðîèñõîäèò âûçîâ ôóíêöèè EmitV ertex, êîòîðûé ôîðìèðóåòâåðøèíó. Ïîñëå ñîçäàíèÿ òðåõ âåðøèí, êîòîðûå ñôîðìèðóþò íîâûé òðåóãîëü-íèê, èäåò ïðîâåðêà èíäåêñà e1.z, ò.å. ïåðâîé âåðøèíû ÷åòâåðòîãî ðåáðà òåòðàýä-ðà. Åñëè çíà÷åíèå íå ðàâíî íóëþ, òî ïðîèñõîäèò ñîçäàíèå ÷åòâåðòîé âåðøèíû,êîòîðàÿ âìåñòå ñ äâóìÿ ïðåäûäóùèìè ñôîðìèðóåò åùå îäèí òðåóãîëüíèê. Â ðå-çóëüòàòå ïîëó÷èì îäèí èëè äâà òðåóãîëüíèêà, êîòîðûå áóäóò àïïðîêñèìèðîâàòüïåðåñå÷åíèå èçîïîâåðõíîñòè òåêóùåãî òåòðàýäðà. Ïîäîáíàÿ îïåðàöèÿ ïðîèçâî-äèòñÿ äëÿ âñåõ òåòðàýäðîâ, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì âñþ èçîïîâåðõíîñòü.3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿÈçîáðàæåíèå èçîïîâåðõíîñòè, ïîñòðîåííîå â ïðåäëîæåííîé ðåàëèçàöèè, ïðè-âåäåíî íà ðèñ. 3. Îäíàêî ïðè âûâîäå íà ýêðàí íå ïðîèçâîäèòñÿ ñãëàæèâàíèåïîñòðîåííîé ïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó èçîáðàæåíèå âûãëÿäèò óãëîâàòûì. Ïðîöå-äóðà ñãëàæèâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòè áóäåò ðàçðàáîòàíà ïîçæå.

Ðèñ. 3. Ðåíäåð èçîïîâåðõíîñòèÍåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòîò ðèñóíîê ÿâëÿåòñÿ îäíèì êàäðîì èç ãåíå-ðèðóåìîé àíèìàöèè ïðîöåññà äâèæåíèÿ ñòðóè æèäêîñòè. Âûâîä àíèìàöèè íàýêðàí ïðîèçâîäèòñÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè, è åå ñêîðîñòü çàâèñèò îò ïàðàìåòðè-çàöèè ìîäåëè è ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ ïðîâåðêè ïðî-èçâîäèòåëüíîñòè àëãîðèòìà ìû ïðîòåñòèðîâàëè åãî íà ðàçëè÷íûõ ïî ðàçìåðó



132 À.Þ. Ñóðàâèêèí, Â.Â. Êîðîáèöûí. Âèçóàëèçàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. . .ìàññèâàõ äàííûõ. Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû äàííûå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè, èçìå-ðåííûå â êàäðàõ â ñåêóíäó (Frames Per Second, FPS) äëÿ ìàññèâîâ ñ 32x32x32 ïî128x128x128 íà äâóõ ñèñòåìàõ. Òàê êàê â ðåàëèçàöèè ïîíÿòèÿ ðàçìåðà ìàññèâàè ðàçìåðà ñåòêè (èç êîòîðîé ôîðìèðóåòñÿ ïîâåðõíîñòü) ðàçäåëåíû, òî ìîæíîîòäåëüíî ðåãóëèðîâàòü êà÷åñòâî âèçóàëèçàöèè (÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ, àïïðîêñè-ìèðóþùèõ ïîâåðõíîñòü, íàïðÿìóþ âëèÿåò íà äåòàëèçàöèþ) è òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ(÷åì áîëüøå ðàçìåð òåêñòóðû äàííûõ, òåì âûøå òî÷íîñòü). Ýòî àêòóàëüíî, åñ-ëè äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçîâàòü ñêàëÿðíîå ïîëå äëÿ ñîáñòâåííî ìîäåëèðîâàíèÿæèäêîñòè (ðàñ÷åòîâ ïëîòíîñòè, äàâëåíèÿ è ò.ï.). Â äàííîé ðåàëèçàöèè èñïîëü-çóåòñÿ óïðîùåííàÿ ñèñòåìà ìîäåëèðîâàíèÿ æèäêîñòè, îñíîâàííàÿ íà ñèñòåìå÷àñòèö, ïîýòîìó èìååò ñìûñë óñòàíàâëèâàòü òîëüêî îäèíàêîâûå ðàçìåðû ñåòêèè òåêñòóðû.Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà îöåíèâàëàñü íà äâóõ âû÷èñëè-òåëüíûõ ñèñòåìàõ: ñèñòåìà 1 � AMD Phenom X4 9850+, 4GB RAM, NVIDIAGeForce 260 GTX; ñèñòåìà 2 � Intel Core 2 Duo 2.26, 4GB RAM, NVIDIA GeForce9800M GTS.Òàáëèöà 2. Òàáëèöà ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íà ðàçëè÷íûõ ðàçìåðàõìàññèâîâ äàííûõÐàçìåð ïîëÿ Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü (FPS)ñèñòåìà 1 ñèñòåìà 232x32x32 157,0 112,564x64x64 81,5 64,0128x128x128 17,1 15,5Èç òàáëèöû 2 òàêæå âèäíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ñåðüåçíîå ðàçëè÷èå â òåîðåòè-÷åñêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè âèäåîïîäñèñòåì, ðàçëè÷èÿ â ðåàëüíîé ïðîèçâîäè-òåëüíîñòè íå íàñòîëüêî çíà÷èòåëüíû è óìåíüøàþòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðàòåêñòóðû. Ýòî ñèãíàëèçèðóåò î òîì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè íàãðóçêè ìû ñòàëêè-âàåìñÿ ñ ò.í. ¾óçêèì ìåñòîì¿ (bottleneck) ñèñòåìû. Ñïîñîá èçáàâèòüñÿ îò ýòîãîåùå ïðåäñòîèò âûÿñíèòü.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ðåàëèçîâàí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé èíòåðàêòèâíî îòîáðàæàòü ðåçóëü-òàòû ìîäåëèðîâàíèÿ æèäêîñòåé, à òî÷íåå, ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä. Âèçóàëèçàöèÿñêàëÿðíîãî ïîëÿ îñíîâàíà íà àëãîðèòìå ãðàíè÷íûõ òåòðàýäðîâ. Äàííûé àëãî-ðèòì áûë ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè OpenGL. Ïðè ýòîì íà âè-çóàëèçàöèþ ïîëÿ ðàçðåøåíèåì 128x128x128 âèäåîêàðòå NVIDIA GeForce 9800MGTS òðåáóåòñÿ îêîëî 50�70 ìñ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ýòîò ìåòîä â èí-òåðàêòèâíûõ ïðèëîæåíèÿõ, ò.å. ïðè èçìåíåíèè äàííûõ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ìîæíîñòðîèòü ïîëèãîíàëüíóþ ïîâåðõíîñòü íåñêîëüêî ðàç â ñåêóíäó.Âîçìîæíîå óëó÷øåíèå àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñäåëàòü ñåòêó òåò-ðàýäðîâ íåðåãóëÿðíîé, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü òàêèå ñòðóêòóðû êàê oct-tree,k-d tree è äðóãèå. Ýòî ïîçâîëèò óâåëè÷èâàòü ïëîòíîñòü ÿ÷ååê ñ òåòðàýäðàìè



133â òåõ ìåñòàõ, ãäå áîëüøå ïëîòíîñòü ÷àñòèö (èëè ãðàäèåíò ïëîòíîñòè ÷àñòèö)ïîëÿ, è óìåíüøàòü òàì, ãäå ÷àñòèö íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàáîòà àëãîðèòìà ñòà-íåò áîëåå ýôôåêòèâíîé, ò.å. áóäåò óëó÷øåíî êà÷åñòâî ïîëó÷àåìîé ïîâåðõíîñòèè óìåíüøåíî ÷èñëî òðåáóåìûõ äëÿ ýòîãî ÿ÷ååê.Ëèòåðàòóðà1. M�uller, M. Particle-based �uid simulation for interactive applications /M. M�uller, D. Charypar, M. Gross // SCA '03: Proceedings of the 2003 ACMSIGGRAPH/Eurographics symposium on Computer animation. � 2003. � P. 154�159.2. GPU gems 3 / eds. H. Nguyen. � Boston: Pearson Education, 2008. � Äîñòóïíî òàêæå:http://developer.nvidia.com/object/gpu-gems-3.html (5.10.2009).3. Pawasauskas, J. Volume Visualization With Ray Casting [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] /J. Pawasauskas // CS563 - Advanced Topics in Computer Graphics (1997). � Ðåæèìäîñòóïà: http://web.cs.wpi.edu/ matt/courses/cs563/talks/powwie/p1/ray-cast.htm(5.10.2009).4. NVIDIA OpenGL SDK Guide [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]. � Ðåæèì äîñòóïà:http://developer.download.nvidia.com/SDK/10.5/opengl/OpenGL_SDK_Guide.pdf(5.10.2009).5. Marching Tetrahedra [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]. � Data Analysis and AssessmentCenter. � Ðåæèì äîñòóïà: https://visualization.hpc.mil/wiki/Marching_Tetrahedra(5.10.2009).6. Bourke, P. Polygonising a Scalar Field [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] / P. Bourke. � Ðåæèìäîñòóïà: http://local.wasp.uwa.edu.au/ pbourke/geometry/polygonise/ (5.10.2009).7. Lorensen, W. Marching cubes: a high resolution 3D surface construction algorithm /W. Lorensen, H. Cline // Computer Graphics. � 1987. � V. 21, N. 4. � P. 163-169.8. Newman, T.S. A survey of the marching cubes algorithm / T.S. Newman, H. Yi //Computers & Graphics. � 2006. � V. 30, N. 5. � P. 854-879.9. Brown, P. ARB_geometry_shader4 [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ] / P. Brown, B. Lichtenbelt// OpenGL - The Industry Standard for High Perfomance Graphics. � Ðåæèì äîñòóïà:http://www.opengl.org/registry/specs/ARB/geometry_shader4.txt (5.10.2009).10. Îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ¾Øåéäåð¿ [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]. � Âèêèïåäèÿ. � Ðåæèìäîñòóïà: http://ru.wikipedia.org/wiki/Øåéäåð (5.10.2009).



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 134�140 ÓÄÊ 003.26ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÃÅÍÅÐÀÒÎÐÎÂÏÑÅÂÄÎÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ,ÏÎÑÒÐÎÅÍÍÛÕ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÕÝØ-ÔÓÍÊÖÈÉÌ.È. Àòìàøêèí, Ñ.Â. ÁåëèìÂ ðàáîòå ïðîâåäåí ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé, ôîðìèðóåìûõ íà îñíîâå àëãîðèòìîâ õýøèðîâàíèÿ SHA-1 èMD5. Â êà÷åñòâå ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ âûáðàíû ãðàôè÷åñêèå òåñòû.1. ÂâåäåíèåÃåíåðàòîðû ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ÏÑÏ) ÿâëÿþòñÿ íåîòúåì-ëåìûìè ýëåìåíòàìè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Ãåíåðàòîðïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ÃÏÑÏ) � ýòî àëãîðèòì, ãåíåðèðóþùèéïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, ýëåìåíòû êîòîðîé ïî÷òè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãàè ïîä÷èíÿþòñÿ çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ. ÃÏÑÏ, êàê è ïîòî÷íûå øèôðû, ñî-ñòîÿò èç âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ (îáû÷íî ðàçìåðîì îò 16 áèò äî íåñêîëüêèõ ìå-ãàáàéò), ôóíêöèè èíèöèàëèçàöèè âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ êëþ÷îì èëè çåðíîì(àíãë. seed), ôóíêöèè îáíîâëåíèÿ âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ è ôóíêöèè âûâîäà.Åñëè {γi} � ïñåâäîñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííàÿ ïðè èñïîëüçîâà-íèè ¾õîðîøåãî¿ ÃÏÑÏ, òî òðè ñëåäóþùèå çàäà÷è äîëæíû áûòü âû÷èñëèòåëüíîñëîæíûìè:1) îïðåäåëåíèå (i − 1)-ãî ýëåìåíòà γi−1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îñíîâå èç-âåñòíîãî ôðàãìåíòà γi, γi+1, γi+2, ..., γi+b−1 êîíå÷íîé äëèíû b;2) îïðåäåëåíèå (i + 1)-ãî ýëåìåíòà γi+1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îñíîâå èç-âåñòíîãî ôðàãìåíòà γi−b+1, ..., γi−2, γi−1, γi êîíå÷íîé äëèíû b;3) îïðåäåëåíèå êëþ÷åâîé èíôîðìàöèè ïî èçâåñòíîìó ôðàãìåíòó ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè êîíå÷íîé äëèíû.Õåøèðîâàíèå (àíãë. hashing) � ïðåîáðàçîâàíèå âõîäíîãî ìàññèâà äàííûõïðîèçâîëüíîé äëèíû â âûõîäíóþ áèòîâóþ ñòðîêó ôèêñèðîâàííîé äëèíû. Òàêèåïðåîáðàçîâàíèÿ òàêæå íàçûâàþòñÿ õåø-ôóíêöèÿìè, à èõ ðåçóëüòàòû íàçûâàþòõåøåì, õåø-êîäîì èëè äàéäæåñòîì ñîîáùåíèÿ (àíãë. message digest). Â îáùåìñëó÷àå îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó èñõîäíûìè äàííûìè è õåø-êîäîì íåò.
Copyright c© 2009Ì.È. Àòìàøêèí, Ñ.Â. Áåëèì.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.E-mail: belim@univer.omsk.su



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 135Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìàññèâîâ äàííûõ, äàþùèõ îäèíàêîâûå õåø-êîäû � òàê íàçûâàåìûå êîëëèçèè. Âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ êîëëèçèé èãðàåòíåìàëîâàæíóþ ðîëü â îöåíêå ¾êà÷åñòâà¿ õåø-ôóíêöèé.2. Ïîñòðîåíèå ãåíåðàòîðà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåéÔîðìàëüíîå îïèñàíèå èññëåäóåìîãî äàëåå ÃÏÑÏ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñëå-äóþùèì îáðàçîì:1. Âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå è åãî ôóíêöèÿ îáíîâëåíèÿÂíóòðåííèì ñîñòîÿíèåì ÃÏÑÏ, îñíîâàííîãî íà õåø-ôóíêöèè MD5, ÿâëÿ-åòñÿ 128-áèòíîå õåø-çíà÷åíèå Hi è êëþ÷åâàÿ ôðàçà K ïðîèçâîëüíîé äëèíû(âîçìîæíî è íóëåâîé). Õåø-çíà÷åíèå Hi âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðåäûäóùåãîõåø-çíà÷åíèÿ Hi−1 â êîíêàòåíàöèè ñ êëþ÷åâîé ôðàçîé:
Hi = MD5(Hi−1||K).Êëþ÷åâàÿ ôðàçà çàäàåòñÿ âíà÷àëå îäèí ðàç, íî âîçìîæíà ìàëîâåðîÿòíàÿ ñèòó-àöèÿ, êîãäà Hi ñîâïàäåò ñ Hi−1. Â ýòîì ñëó÷àå, ÷òîáû èçáåæàòü ¾çàñòðåâàíèÿ¿ãåíåðàòîðà, ñëåäóåò ââåñòè íîâóþ êëþ÷åâóþ ôðàçó. Äëÿ SHA-1 ñèòóàöèÿ âû-ãëÿäèò àíàëîãè÷íî, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî õåø-çíà÷åíèå èìååò ðàçìåð 160áèò.2. Ôóíêöèÿ èíèöèàëèçàöèè âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ çåðíîìÂ èäåàëå çåðíî äîëæíî ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðèíÿòü ëþáîå èç çíà÷åíèé îò

0 äî 2m˘1, ãäåm � áèòîâàÿ ðàçðÿäíîñòü èñïîëüçóåìîé õåø-ôóíêöèè (íà ïðàêòèêåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàæäîå çíà÷åíèå ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ). Â äàííîé ðàáî-òå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÃÏÑÏ èñïîëüçîâàëàñü êîìáèíàöèÿ äâóõ ìåòîäîâ: ¾ñ÷åò÷èêòàêòîâ ïðîöåññîðà¿ è ¾âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîòîêàìè¿. Âðåìÿ (â íàíîñåêóí-äàõ), ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà çàãðóçêè ñèñòåìû, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê çíà÷å-íèå ñ÷åò÷èêà òàêòîâ ïðîöåññîðà â ìîìåíò èíèöèàëèçàöèè âíóòðåííåãî ñîñòîÿ-íèÿ, äåëåííîå íà òàêòîâóþ ÷àñòîòó ïðîöåññîðà è óìíîæåííîå íà 109. Ìëàäøèå8 ðàçðÿäîâ ýòîãî âðåìåíè äàäóò îäèí äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûéáàéò. Åñëè ñãåíåðèðîâàòü íåñêîëüêî òàêèõ íåçàâèñèìûõ áàéò (16 � äëÿ MD5,20 � äëÿ SHA-1), à çàòåì ñîåäèíèòü â îäíî ÷èñëî, òî ïîëó÷èì çåðíî, îòâå÷à-þùåå çàäàííûì òðåáîâàíèÿì. Ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííûõ âåëè-÷èí ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áàéòîâ è ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ çåðíà,à íåçàâèñèìîñòü ñëåäóåò èç Òåîðåìû 6 [2, ñòð. 65]. Íåçàâèñèìîñòè ïðîãðàììíîìîæíî äîáèòüñÿ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõ íåñèììåòðè÷íûõïî çàòðàòàì ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè ïîòîêîâ îïåðàöèîííîé ñèñòåìû. Ïåðâûéïîòîê � ýòî îñíîâíîé ïîòîê ïðîãðàììû (Main thread), ïðè ãåíåðàöèè çåðíà çà-ïóñêàþùèé äâà äðóãèõ ïîòîêà (¾Hard¿ è ¾Light¿), îäèí èç êîòîðûõ ñîñòîèò èçáåñêîíå÷íîãî öèêëà, à äðóãîé ãåíåðèðóåò íóæíîå ÷èñëî áàéò (MD5 � 16 áàéò;SHA-1 � 20 áàéò) íà îñíîâå 8-ìè ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ âðåìåíè â íàíîñåêóíäàõ.Íåçàâèñèìîñòü ýòèõ áàéò îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëîæíûì ìåõàíèçìîì ïåðåêëþ÷åíèÿìåæäó ïîòîêàìè, çàâèñÿùèì îò áîëüøîãî ÷èñëà ôàêòîðîâ, áûñòðûì èçìåíåíè-åì ñ÷åò÷èêà âðåìåíè, äîïîëíèòåëüíîé ïåðåäà÷åé óïðàâëåíèÿ íà êàæäîì øàãå



136 Ì.È. Àòìàøêèí, Ñ.Â. Áåëèì. Èññëåäîâàíèå ãåíåðàòîðîâ. . .öèêëà ãåíåðàöèè, à òàêæå íåêîòîðûìè ïðèìèòèâàìè ñèíõðîíèçàöèè, êîòîðûåíå äàþò ãåíåðèðóþùåìó ïîòîêó íàäîëãî çàõâàòûâàòü ïðîöåññîð.3. Ôóíêöèÿ âûâîäàÍà âûõîäå ãåíåðàòîðà áóäåò îäèí áèò, íàõîäÿùèéñÿ íà ïðîèçâîëüíîé (çà-äàííîé çàðàíåå) ïîçèöèè, îòñ÷èòûâàåìîé ñïðàâà â òåêóùåì õåø-çíà÷åíèè. Íà-ïðèìåð, äëÿ MD5 � îò 0 äî 127, à äëÿ SHA-1 � îò 0 äî 159. ¾Íåçàâèñèìîñòü¿ýòèõ áèòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ õåø-ôóíêöèé. Äàëåå ýòè áèòû ïîñëå-äîâàòåëüíî çàïèñûâàþòñÿ â ôàéë è àíàëèçèðóþòñÿ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òîîíè äåéñòâèòåëüíî íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû, òî íåçàâèñèìûìèè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè (ïî òîé æå Òåîðåìå 6 [2, ñòð. 65]) áóäóò è áëîêèèç ýòèõ áèòîâ (â ïðîãðàììå òåñòèðîâàëèñü áëîêè äî 16 áèò).3. Òåñòèðîâàíèå ÏÑÏ íà ñëó÷àéíîñòüÄëÿ ñðàâíåíèÿ ÏÑÏ ñ èñòèííî ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðèìåíÿþòñÿðàçëè÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå òåñòû. Ñëó÷àéíîñòü � âåðîÿòíîñòíîå ñâîéñòâî, ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü îõàðàêòåðè-çîâàíû è îïèñàíû â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòè. Âåðîÿòíûé ðåçóëüòàò ñòàòèñòè÷å-ñêèõ òåñòîâ, ïðèìåíÿåìûõ ê èñòèííî ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èçâåñòåíàïðèîðíî è ìîæåò áûòü îïèñàí â âåðîÿòíîñòíûõ òåðìèíàõ. Ñóùåñòâóåò áåñêî-íå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòîâ, îöåíèâàþùèõ ïðèñóòñòâèå èëèîòñóòñòâèå ¾îáðàçöà¿, êîòîðûé ïðè îáíàðóæåíèè óêàçàë áû, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü íåñëó÷àéíà. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ìíîãî òåñòîâ, îöåíèâàþùèõ, ÿâëÿåòñÿëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíîé èëè íåò, íèêàêîé îïðåäåëåííûé êîíå÷íûéíàáîð òåñòîâ íå ñ÷èòàåòñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ¾çàêîí÷åííûì¿.Ñòàòèñòè÷åñêèé òåñò ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè îïðåäåëåííîé íóëåâîéãèïîòåçû H0 î òîì, ÷òî ïðîâåðÿåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé. Ñýòîé íóëåâîé ãèïîòåçîé ñâÿçàíà àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü íåñëó÷àéíà. Äëÿ êàæäîãî ïðèìåíÿåìîãî òåñòà ïîëó÷àþò çàêëþ÷åíèåî ïðèíÿòèè èëè îòêëîíåíèè íóëåâîé ãèïîòåçû, îñíîâûâàÿñü íà ñôîðìèðîâàííîéèññëåäóåìûì ãåíåðàòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Äëÿ êàæäîãî òåñòà äîëæíà áûòü âûáðàíà ïîäõîäÿùàÿ ñòàòèñòèêà ñëó÷àéíî-ñòè äëÿ ïðèíÿòèÿ èëè îòêëîíåíèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþî ñëó÷àéíîñòè, òàêàÿ ñòàòèñòèêà èìååò ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé.Òåîðåòè÷åñêîå ýòàëîííîå ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ñòàòèñòèêè äëÿ íóëåâîé ãèïîòåçûîïðåäåëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Èç ýòîãî ýòàëîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿîïðåäåëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ òåñòà âû÷èñëÿåòñÿçíà÷åíèå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè. Ýòî çíà÷åíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ êðèòè÷åñêèì çíà-÷åíèåì. Åñëè çíà÷åíèå òåñòîâîé ñòàòèñòèêè ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå,òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà äëÿ ñëó÷àéíîñòè îòêëîíÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íóëåâàÿãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ.Â äàííîé ðàáîòå áûë ïðîâåäåí ðÿä ãðàôè÷åñêèõ òåñòîâ, îïèñàííûõ â [3].Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ýòèõ ãðàôè÷åñêèõ òåñòîâ:1. Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâÂ èññëåäóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷àñòîòà âñòðå÷àåìîñòè



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 137êàæäîãî ýëåìåíòà, ïîñëå ÷åãî ñòðîèòñÿ ãðàôèê çàâèñèìîñòè ÷èñëà ïîÿâëåíèéýëåìåíòîâ îò èõ ÷èñëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (ASCII-çíà÷åíèå äëÿ áàéòîâ). Äëÿòîãî ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿëà ñâîéñòâàì ñëó÷àéíîñòè, íåîáõî-äèìî, ÷òîáû â íåé ïðèñóòñòâîâàëè âñå âîçìîæíûå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìîéðàçðÿäíîñòè, ïðè ýòîì ðàçáðîñ ÷àñòîò ïîÿâëåíèÿ ñèìâîëîâ ñòðåìèëñÿ ê íóëþ. Âïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé. Ðåçóëüòàòû òåñòàïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1 è óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì ñëó÷àéíîñòè.

Ðèñ. 1. Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ. MD5 (ñëåâà) è SHA1 (ñïðàâà)2. Ðàñïðåäåëåíèå íà ïëîñêîñòèÍà ïîëå ðàçìåðîì (2R−1)×(2R−1) (R � ðàçðÿäíîñòü ÷èñåë èññëåäóåìîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè) íàíîñÿòñÿ òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (εi; εi+1), ãäå εi � ýëåìåíòûèññëåäóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε, i = 1, . . . , (n−1), n � äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè. Åñëè ìåæäó ýëåìåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòñóòñòâóþò çàâèñèìîñòè, òîòî÷êè íà ïîëå ðàñïîëîæåíû õàîòè÷íî. Åñëè íà ïîëå ïðèñóòñòâóþò çàâèñèìîñòè,íàáëþäàþòñÿ ¾óçîðû¿ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé. Ðåçóëüòà-òû òåñòà ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 2 è óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì ñëó÷àéíîñòè.
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Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå íà ïëîñêîñòè (R = 16 áèò). MD5 (ñëåâà) è SHA1 (ñïðàâà)3. Ïðîâåðêà ñåðèéÏîäñ÷èòûâàåòñÿ, ñêîëüêî ðàç âñòðå÷àþòñÿ íóëè, åäèíèöû, ñåðèè-äâîéêè (00,01, 10, 11), ñåðèè-òðîéêè (000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111) è ò. ä. â áèòîâîìïðåäñòàâëåíèè èññëåäóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåä-ñòàâëÿþòñÿ â ãðàôè÷åñêîì âèäå. Ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷üè ñòàòèñòè÷åñêèåñâîéñòâà áëèçêè ê ñâîéñòâàì èñòèííî ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàçáðîñûìåæäó ÷èñëîì ïîÿâëåíèé ñåðèé êàæäîãî âèäà äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Âïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé. Ðåçóëüòàòû òåñòàïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3 è óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì ñëó÷àéíîñòè.

Ðèñ. 3. Ïðîâåðêà ñåðèé äëèíîé 5 áèò. MD5 (ñëåâà) è SHA1 (ñïðàâà)4. Ïðîâåðêà íà ìîíîòîííîñòüÈññëåäóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñëåäó-þùèõ äðóã çà äðóãîì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ó÷àñòêîâ íåâîçðàñòàíèÿ è íåóáûâà-íèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷üè ñòàòèñòè÷åñêèå



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 139ñâîéñòâà áëèçêè ê ñâîéñòâàì èñòèííî ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âåðîÿò-íîñòü ïîÿâëåíèÿ ó÷àñòêà íåâîçðàñòàíèÿ (íåóáûâàíèÿ) îïðåäåëåííîãî ðàçìåðàçàâèñèò îò åãî äëèíû: ÷åì áîëüøå äëèíà, òåì ìåíüøå âåðîÿòíîñòü. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé. Ðåçóëüòàòû òåñòà ïîêàçàíûíà ðèñóíêå 4 è óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì ñëó÷àéíîñòè.

Ðèñ. 4. Ïðîâåðêà íà ìîíîòîííîñòü. MD5 (ñëåâà) è SHA1 (ñïðàâà)5. Ïðîôèëü ëèíåéíîé ñëîæíîñòèÏóñòü ε(n) = ε1ε2...εn �� äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n. Ïîñëåäî-âàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε(k), ñîäåðæàùèå ïåðâûå kýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è ñòðîèòñÿ ãðàôèê çàâèñèìîñòè ëèíåéíîé ñëîæ-íîñòè L îò äëèíû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè N . Ëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëÿåòñÿïî àëãîðèòìó Áåðëåêýìïà-Ìàññè, êîòîðûé ïîäðîáíî îïèñàí â [1]. Ó ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè, ÷üè ñâîéñòâà áëèçêè ê ñâîéñòâàì èñòèííî ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè, ëèíèÿ ãðàôèêà äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê ëèíèè L = N/2. Â ïðîòèâíîì ñëó-÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé. Ðåçóëüòàòû òåñòà íàñòîÿùåãîÃÏÑÏ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 5 è óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì ñëó÷àéíîñòè.

Ðèñ. 5. Ïðîôèëü ëèíåéíîé ñëîæíîñòè. MD5 (ñëåâà) è SHA1 (ñïðàâà)6. Ãðàôè÷åñêèé ñïåêòðàëüíûé òåñò



140Ïóñòü ε(n) = ε1ε2...εn �� äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n. Ïðåîáðàçó-åì åå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x = x1x2...xn, ãäå xi = 2 · εi˘1. Çàòåì ïðèìåíèì ê xäèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíèê:
Sj =

n∑

k=1

xke
−i 2πj

n
(k−1).Ãðàôè÷åñêè èçîáðàçèì ìîäóëè ýòèõ ãàðìîíèê. Ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷üèñâîéñòâà áëèçêè ê ñâîéñòâàì èñòèííî ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷èñëîãàðìîíèê, äëèíû êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþò ñðåäíþþ äëèíó ãàðìîíèêè,äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿñëó÷àéíîé. Ðåçóëüòàòû òåñòà ÃÏÑÏ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 6 è óäîâëåòâîðÿþòñâîéñòâàì ñëó÷àéíîñòè (â 3 ðàçà ñðåäíþþ äëèíó ïðåâûøàþò MD5 � 0.04%,SHA1 � 0.08%).

Ðèñ. 6. Ãðàôè÷åñêèé ñïåêòðàëüíûé òåñò. MD5 (ñëåâà) è SHA1 (ñïðàâà)4. Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, ãåíåðàòîð ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ïîñòðîåííûé ñ èñïîëüçî-âàíèåì øèðîêî èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ õýøèðîâàíèÿ SHA-1 è MD5, ÿâëÿåòñÿäîñòàòî÷íî ¾õîðîøèì¿ ñî ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Äàííûé ôàêò âåñüìàñóùåñòâåíåí ïðè ïîñòðîåíèè ðÿäà ñèñòåì çàùèòû èíôîðìàöèè. Îïèñàííûå õýø-ôóíêöèè äîñòàòî÷íî ëåãêî ïîääàþòñÿ àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåòñòðîèòü êà÷åñòâåííûå ÃÏÑÏ íà áàçå ÷èïîâ ñ íèçêîé òàêòîâîé ÷àñòîòîé.Ëèòåðàòóðà1. Áåðëåêýìï, Ý. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ / Ý. Áåðëåêýìï. � Ì.: Ìèð,1971. � 479 ñ.2. Áîðîâêîâ, À.À. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé / À.À. Áîðîâêîâ. � Ì.: Íàóêà, 1986. � 432 ñ.3. Èâàíîâ, Ì.À. Òåîðèÿ, ïðèìåíåíèå è îöåíêà êà÷åñòâà ãåíåðàòîðîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé / Ì.À. Èâàíîâ, È.Â. ×óãóíêîâ. � Ì.: ÊÓÄÈÖ-ÎÁÐÀÇ, 2003.� 240 ñ.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 141�152 ÓÄÊ 65.012.8ÑÎÂÌÅÑÒÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÌÀÍÄÀÒÍÎÃÎÈ ÐÎËÅÂÎÃÎ ÐÀÇÃÐÀÍÈ×ÅÍÈß ÄÎÑÒÓÏÀÊ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ Â ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕÑ.Â. Áåëèì, Í.Ô. Áîãà÷åíêî, Þ.Ñ. ÐàêèöêèéÂ ñòàòüå àíàëèçèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîâìåùåíèÿ ðîëåâîé è ìàíäàòíîéïîëèòèê áåçîïàñíîñòè íà îñíîâå ãðàôîâîé ìîäåëè. Ñ ýòîé öåëüþ ââîäèòñÿïîíÿòèå ðåøåòî÷íîãî äåðåâà è îáîáùàåòñÿ ìîäåëü ðîëåâîãî ðàçäåëåíèÿ äî-ñòóïà. Ïðèâîäèòñÿ ïðîñòåéøèé àëãîðèòì ìàíäàòíîãî ðàçäåëåíèÿ äîñòóïà,ó÷èòûâàþùèé êîíöåïöèþ ðîëåé.1. ÂâåäåíèåÍåîáõîäèìîñòü ñîâìåùåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà ê èíôîð-ìàöèè â êîðïîðàòèâíûõ ñåòÿõ, êàê ïðàâèëî, îáóñëîâëåíà òðåáîâàíèÿìè ïîëèòè-êè áåçîïàñíîñòè ïðåäïðèÿòèÿ ê õðàíåíèþ è îáðàáîòêå äàííûõ. Íà ñåãîäíÿøíèéäåíü îáùåïðèíÿòîé ïðàêòèêîé ñòàëî èñïîëüçîâàíèå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ áàçàìèäàííûõ äëÿ îðãàíèçàöèè äîñòóïà ê ðåñóðñàì. Âñå ñîâðåìåííûå áàçû äàííûõèñïîëüçóþò êîíöåïöèþ ðîëåé äëÿ âûäà÷è ïîëíîìî÷èé ïîëüçîâàòåëÿì, ðåàëè-çóÿ òàêèì îáðàçîì ðîëåâîå ðàçãðàíè÷åíèå äîñòóïà. Îäíàêî â ðÿäå îðãàíèçàöèé,îñîáåííî ñâÿçàííûõ ñ çàùèùåííûì äîêóìåíòîîáîðîòîì, òàêæå íàëàãàåòñÿ òðå-áîâàíèå èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîê áåçîïàñíîñòè è, îñíîâàííîãî íà íèõ, ìàíäàòíîãîðàçäåëåíèÿ äîñòóïà. Â ðàìêàõ ìàíäàòíîãî ðàçäåëåíèÿ äîñòóïà ìíîæåñòâî ðàç-ðåøåííûõ äîñòóïîâ çàäàåòñÿ íåÿâíûì îáðàçîì â âèäå óðîâíÿ êîíôèäåíöèàëü-íîñòè äëÿ îáúåêòîâ è óðîâíÿ äîâåðèÿ äëÿ ñóáúåêòîâ êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû.Ðåøåíèå î äîñòóïå ïðèíèìàåòñÿ ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ óðîâíÿ êîíôèäåíöèàëüíî-ñòè è óðîâíÿ äîâåðèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíöåïöèè ðîëåé çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîðàçðåøåííûõ ñèñòåìíûõ îïåðàöèé ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îáúåêòîâ� ðîëåé, íàäåëåííûõ íàáîðîì ðàçðåøåííûõ äîñòóïîâ. Ðåøåíèå î ðàçðåøåíèèäîñòóïà ïðèíèìàåòñÿ èñõîäÿ èç ðîëè, ñîïîñòàâëåííîé ñóáúåêòó.Ïîïûòêè ïðåäîñòàâëåíèÿ ñîâìåùåííûõ ñåðâèñîâ ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà(ìàíäàòíîãî è ðîëåâîãî) âñòðîåíû â ðÿä ñèñòåì óïðàâëåíèÿ áàçàìè äàííûõ.Òàê, íàïðèìåð, â øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîé ÑÓÁÄ Oracle [4, ñòð. 54] óæå ââåðñèè 7 áûëî ðàçðàáîòàíî äîïîëíèòåëüíîå èíñòðóìåíòàëüíîå ñðåäñòâî Trusted
Copyright c© 2009 Ñ.Â. Áåëèì, Í.Ô. Áîãà÷åíêî, Þ.Ñ. Ðàêèöêèé.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.E-mail: sbelim@mail.ru



142 Ñ.Â. Áåëèì, Í.Ô. Áîãà÷åíêî, Þ.Ñ. Ðàêèöêèé. Ñîâìåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ. . .Oracle7, êîòîðîå ïîçâîëÿëî àäìèíèñòðàòîðó êðîìå ðîëåé ââîäèòü òàêæå è ìåòêèáåçîïàñíîñòè. Îñíîâíûì òðåáîâàíèåì ìàíäàòíîãî ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà â äàí-íîì ïðèëîæåíèè áûëî äîìèíèðîâàíèå ìåòêè ïîëüçîâàòåëÿ íàä ìåòêîé ñòðîêè.Íà÷èíàÿ ñ âåðñèè ÑÓÁÄ Oracle8 ýòîò ïðîäóêò ïîëó÷èë íàçâàíèå Oracle LabelSecurity. Îäíàêî îáà ýòè ïðîäóêòà íå ïîëó÷èëè øèðîêîé ïîïóëÿðíîñòè â ñèëóäâóõ ïðè÷èí. Âî-ïåðâûõ, ñîãëàñîâàíèå íàñòðîåê äâóõ àëãîðèòìîâ ïðèâîäèò êáîëüøîìó êîëè÷åñòâó òðóäíîñòåé ïðè àäìèíèñòðèðîâàíèè. Âî-âòîðûõ, îñòàåò-ñÿ íåî÷åâèäíûì ñàìà âîçìîæíîñòü íåïðîòèâîðå÷èâîãî ñîñóùåñòâîâàíèÿ äâóõïðèíöèïîâ ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà â îäíîé êîìïüþòåðíîé ñèñòåìå.Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ñòàâèòñÿ ðàçâèòèå ìîäåëè ðîëåâîãî ðàçãðàíè÷åíèÿ äî-ñòóïà, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ïîëè-òèêè áåçîïàñíîñòè, èñïîëüçóþùåé êîíöåïöèþ ðîëåé è ìàíäàòíîå ðàçäåëåíèåäîñòóïà. Òàêæå èññëåäóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû, íåîáõîäèìûå äëÿ ìî-äåëèðîâàíèÿ ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè.2. Ðîëåâàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòèÐîëåâàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè îñíîâûâàåòñÿ íà ðàçðåøåíèè èëè çàïðåùåíèèäåéñòâèé â ñèñòåìå â öåëîì áåç ïðèâÿçêè ê îòäåëüíûì îáúåêòàì ñèñòåìû. Â îá-ùåì ñëó÷àå òàêîé ïîäõîä ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíöåïöèè ïðèâèëåãèé. Ïîäïðèâèëåãèåé ïîíèìàåòñÿ åäèíèöà äîñòóïà ê ñèñòåìíîé èíôîðìàöèè. Áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî ñèñòåìíàÿ èíôîðìàöèÿ ïðåäñòàâèìà ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ
O. Ðîëü � ýòî èìåíîâàííàÿ ñîâîêóïíîñòü ïðèâèëåãèé, òî åñòü ìíîæåñòâî ðàç-ðåøåííûõ òèïîâ äîñòóïà ê ñèñòåìíûì îáúåêòàì. Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõòèïîâ äîñòóïà ê ñèñòåìíûì îáúåêòàì îáîçíà÷èì ÷åðåç A. Ïåðåéäåì ê áîëååñòðîãîìó îïèñàíèþ ìîäåëè ðîëåâîãî ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà, ïðèâåäåííîãî âðàáîòå [6].Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä ïðèâèëåãèåé áóäåì ïîíèìàòü ïàðó (x,m), ãäå x � ñèñòåì-íûé îáúåêò (x ∈ O), à m � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âèäîâ äîñòóïà (m ⊆ A).Îïðåäåëåíèå 2. Ðîëü � ýòî èìåíîâàííîå ìíîæåñòâî ïðèâèëåãèé, êîòîðîå âäàëüíåéøåì áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ïàðû (rname, rpset), ãäå rname � óíè-êàëüíûé èäåíòèôèêàòîð, rpset � ìíîæåñòâî ïðèâèëåãèé.Åñëè îïðåäåëåíà ðîëü r, òî åå èìÿ r.rname, à ìíîæåñòâî ïðèâèëåãèé �
r.rpset. Äàëåå ââåäåì äâà ìíîæåñòâà: R � ìíîæåñòâî ðîëåé ñèñòåìû, P � ìíî-æåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïðèâèëåãèé. Òàêæå îïðåäåëèì ôóíêöèþ, èãðàþùóþâàæíóþ ðîëü â àäìèíèñòðèðîâàíèè ñèñòåì ñ ðîëåâûì ðàçãðàíè÷åíèåì äîñòóïà:

Ψ : R→ 2|P |.Äàííîå îòîáðàæåíèå ïîêàçûâàåò ïðèâèëåãèè çàäàííîé ðîëè. Ïî ñóòè Ψ(r) =
r.rpset. ×åðåç êîíöåïöèþ ðîëåé îñóùåñòâëÿåòñÿ äîñòóï ê ñèñòåìíîé èíôîðìà-öèè.Ïóñòü UID � ìíîæåñòâî èäåíòèôèêàòîðîâ ïîëüçîâàòåëåé, GID � ìíîæåñòâîèäåíòèôèêàòîðîâ ãðóïï ïîëüçîâàòåëåé, îáùåå ìíîæåñòâî èäåíòèôèêàòîðîâ,äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ðîëåâîå ðàçãðàíè÷åíèå äîñòóïà ID = UID ∪GID.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 143Äëÿ ñèñòåì ñ ðîëåâûì ðàçãðàíè÷åíèåì äîñòóïà âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïðîöåññàâòîðèçàöèè. Ïðè÷åì âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Àâòîðèçàöèÿ ¾Ðîëü � Ïðèâèëå-ãèÿ¿ âêëþ÷àåò çàäàííóþ ïðèâèëåãèþ â ìíîæåñòâî ïðèâèëåãèé äàííîé ðîëè, òîåñòü, åñëè ðîëü r àâòîðèçîâàíà íà ïðèâèëåãèþ p, òî p ∈ r.rpset. Àâòîðèçàöèÿ¾Ðîëü-Ðîëü¿ ïîäðàçóìåâàåò âêëþ÷åíèå ïðèâèëåãèé îäíîé ðîëè â ìíîæåñòâîïðèâèëåãèé äðóãîé ðîëè. Òî åñòü, åñëè ðîëü r1 àâòîðèçîâàíà íà ðîëü r2, òî
r2.rpset ⊆ r1.rpset.Àâòîðèçàöèÿ ¾Ðîëü-Ðîëü¿ ïîðîæäàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâåðîëåé. Îáîçíà÷èì ýòî îòíîøåíèå ÷åðåç r1 → r2, åñëè ðîëü r1 àâòîðèçîâàíà íàðîëü r2.Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [6], ôóíêöèÿ Ψ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî îòíîøåíèþê îïåðàöèè →, òî åñòü åñëè r1 → r2, òî Ψ(r2) ⊆ Ψ(r1).Îáîçíà÷èì öåïî÷êó âèäà ri → ri1 → . . . → rin → rj ÷åðåç ri →+ rj (ïðè
n > 0) è ri →∗ rj (ïðè n > 0).Îïðåäåëåíèå 3. Ðîëåâûì ïóòåì p(ri, rj) ìåæäó äâóìÿ ðîëÿìè ri è rj áóäåìíàçûâàòü öåïî÷êó ri →∗ rj.Çàäàííîìó îòíîøåíèþ íà ìíîæåñòâå ðîëåé ìîæíî ñîïîñòàâèòü îðèåíòèðî-âàííûé ãðàô, â êîòîðîì äóãà (r1, r2) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàðîëü r1 àâòîðèçîâàíà íà ðîëü r2. Î÷åâèäíî, ÷òî ðîëåâîé ïóòü p(ri, rj) èçîìîðôåíîðèåíòèðîâàííîìó ïóòè â ýòîì îðãðàôå, âåäóùåìó èç âåðøèíû ri â âåðøèíó rj.Îïðåäåëåíèå 4. Òðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðîëåâîé ïóòü, ñîñòîÿùèé èç îäíîéðîëè, òî åñòü ïóòü íóëåâîé äëèíû èç âåðøèíû ê ñàìîé ñåáå.Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðîëü ri äîìèíèðóåò íàä ðîëüþ rj, à ðîëü
rj ïîä÷èíÿåòñÿ ðîëè ri, åñëè ñóùåñòâóåò ðîëåâîé ïóòü p(ri, rj). Èëè â ãðàôîâîéïîñòàíîâêå: âåðøèíà ri äîìèíèðóåò íàä âåðøèíîé rj , à âåðøèíà rj ïîä÷èíÿåòñÿâåðøèíå ri, åñëè ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü p(ri, rj).Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ îäíîé ðîëè íàä äðóãîé çà-äàåò îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå ðîëåé R. Ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî âîçìîæíî äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ, çàâèñÿùèõ îò ïðèíöèïà àäìèíèñòðèðî-âàíèÿ ðîëåâîé ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîïóñêàåòñÿ ñóùåñòâî-âàíèå ðîëåé ñ ñîâïàäàþùèì íàáîðîì ïîëíîìî÷èé. Òîãäà îòíîøåíèÿ ïîðÿäêàìåæäó ðîëÿìè íåñòðîãîå. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä èìååò ñìûñë òîëüêî êàê âðåìåí-íàÿ ìåðà ïðè ôîðìèðîâàíèè ðîëåâîé ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè. Â îêîí÷àòåëüíîñôîðìèðîâàííîé èåðàðõèè ðîëåé ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðîëåé ñ ñîâïàäàþùèìèïîëíîìî÷èÿìè ëèøåíî ñìûñëà. Âòîðîé ñëó÷àé èñêëþ÷àåò íàëè÷èå äâóõ ðîëåéñ ñîâïàäàþùèìè ïîëíîìî÷èÿìè. Äëÿ äàííîãî ïîäõîäà îòíîøåíèå ïîðÿäêà áó-äåò ñòðîãèì. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ èìåííî âòîðîãî ïîäõîäà,îáåñïå÷èâàþùåãî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðîëÿìè, íî îáîçíà÷àòü îòíîøåíèåäîìèíèðîâàíèÿ ðîëè ri íàä ðîëüþ rj êàê ri > rj (èëè rj 6 ri).



144 Ñ.Â. Áåëèì, Í.Ô. Áîãà÷åíêî, Þ.Ñ. Ðàêèöêèé. Ñîâìåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ. . .3. Ìàíäàòíàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòèÌàíäàòíûå ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè ñòðîÿòñÿ îñíîâûâàÿñü íà ïîíÿòèÿõ óðîâíÿñåêðåòíîñòè èíôîðìàöèè è óðîâíÿ äîâåðèÿ ê ïîëüçîâàòåëþ. Ñóùåñòâóþò ðàç-ëè÷íûå ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü óðîâåíü ñåêðåòíîñòè èíôîðìàöèè.Íàèáîëåå îáùèé ïîäõîä ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ðåøåòêè öåííîñòåé. Ïðèâåäåì îñ-íîâíûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè ðåøåòîê [2, ñòð. 17], èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåìòåêñòå.Îïðåäåëåíèå 6. Ðåøåòêà � ýòî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, â êîòî-ðîì êàæäîå äâóõýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî èìååò êàê òî÷íóþ âåðõíþþ (sup),òàê è òî÷íóþ íèæíþþ (inf) ãðàíè, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó ìíîæåñòâó.Îïðåäåëåíèå 7. Äëÿ A,B ýëåìåíò C = sup(A,B) íàçûâàåòñÿ òî÷íîé èëèíàèìåíüøåé âåðõíåé ãðàíüþ, åñëè:1. A 6 C, B 6 C.2. ∀D : A 6 D, B 6 D ⇒ C 6 D.Îïðåäåëåíèå 8. Äëÿ A,B ýëåìåíò E = inf(A,B) íàçûâàåòñÿ òî÷íîé èëè íàè-áîëüøåé íèæíåé ãðàíüþ, åñëè:1. E 6 A, E 6 B.2. ∀D : D 6 A, D 6 B ⇒ D 6 E.Êàæäîìó îáúåêòó è ñóáúåêòó ñèñòåìû ñîïîñòàâëÿåòñÿ ¾ìåòêà áåçîïàñíîñòè¿,ÿâëÿþùàÿñÿ ýëåìåíòîì ðåøåòêè. Ïðè çàïðîñå íà äîñòóï ñóáúåêòà ê îáúåêòóïðîèñõîäèò ñðàâíåíèå ìåòîê áåçîïàñíîñòè. Äîñòóï ðàçðåøåí, åñëè ìåòêà áåç-îïàñíîñòè ñóáúåêòà äîìèíèðóåò íàä ìåòêîé áåçîïàñíîñòè îáúåêòà, â îñòàëüíûõñëó÷àÿõ äîñòóï çàïðåùåí.Â ñâÿçè ñ òåì ÷òî îñíîâíûå êîíöåïöèè ðîëåâîãî äîñòóïà ñôîðìóëèðîâàíûâ òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ, ââåäåì àíàëîãè÷íûå ïîíÿòèÿ äëÿ ìàíäàòíîãî ðàç-ãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà.Îïðåäåëåíèå 9. Ðåøåòî÷íûì ãðàôîì áóäåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííûéãðàô1, âåðøèíû êîòîðîãî îáðàçóþò ðåøåòêó. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå ïîðÿäêà çà-äàåòñÿ îòíîøåíèåì äîìèíèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà: åñëè ∃ p(r1, r2),òî r1 > r2. Íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü sup(r1, r2) îïðåäåëÿåòñÿ êàê áëèæàéøàÿâåðøèíà, äîìèíèðóþùàÿ íàä r1 è r2. Íàèáîëüøàÿ íèæíÿÿ ãðàíü inf(r1, r2) îïðå-äåëÿåòñÿ êàê áëèæàéøàÿ âåðøèíà, ïîä÷èíåííàÿ âåðøèíàì r1 è r2.Îïðåäåëèì áîëåå ôîðìàëüíî ïîíÿòèÿ íàèìåíüøåé âåðõíåé è íàèáîëüøåéíèæíåé ãðàíåé â êîíòåêñòå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà:
r = sup(r1, r2)⇐⇒1Åñëè èñõîäÿ èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, ÷òî ðå÷ü èäåò îá îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå, òî îðãðàôáóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ãðàôîì.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 1451. ∃ p(r, r1) & p(r, r2), òî åñòü r ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ.2. Åñëè ∃ p(r′, r1) & p(r′, r2), òî ∃ p(r′, r), òî åñòü r ìèíèìàëüíà ñðåäè âñåõâåðõíèõ ãðàíåé.
r = inf(r1, r2)⇐⇒1. ∃ p(r1, r) & p(r2, r), òî åñòü r ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíüþ.2. Åñëè ∃ p(r1, r′) & p(r2, r

′), òî ∃ p(r, r′), òî åñòü r ìàêñèìàëüíà ñðåäè âñåõíèæíèõ ãðàíåé.Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè ñóùåñòâóåò èçîìîðôíûé åé ðåøåòî÷-íûé ãðàô.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ðåøåòêà. Ñîïîñòàâèìóçëàì ðåøåòêè âåðøèíû ãðàôà G, à îòíîøåíèå ïîðÿäêà ïðåäñòàâèì îðèåí-òèðîâàííûìè äóãàìè, íàïðàâëåííûìè îò ¾ìåíüøåé¿ âåðøèíû ê ¾áîëüøåé¿:
r1 > r2 ⇐⇒ ∃(r1, r2) ∈ E, ãäå E � ìíîæåñòâî äóã ãðàôà G.Îïåðàöèè âçÿòèÿ inf è sup äëÿ óçëîâ ðåøåòêè r1 è r2 äàäóò òå æå óçëû, ÷òîè â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé ê ïîñòðîåííîìó ãðàôó G (òàê êàê äóãàìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè îáðàçóåò ïóòü åäèíè÷íîé äëèíû ìåæäó íèìè). �Çàìå÷àíèå 1. Ðåøåòî÷íûé ãðàô, èçîìîðôíûé çàäàííîé ðåøåòêå, íååäèíñòâå-íåí. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ãðàôû íà ðèñóíêå 1 èçîìîðôíû îäíîé è òîéæå ðåøåòêå (M,P ), ãäå M = {a, b, c, d} � ìíîæåñòâî óçëîâ ðåøåòêè, P =
{(a, b), (a, c), (a, d), (b, d), (c, d)} � îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, çàäàííîå íà
M .Îïðåäåëåíèå 10. Ðåøåòî÷íûå ãðàôû G1 èG2 íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè (G1 ∼
G2), åñëè îíè èçîìîðôíû îäíîé è òîé æå ðåøåòêå.
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Ðèñ. 1. Ýêâèâàëåíòíûå ðåøåòî÷íûå ãðàôûÄàëåå ïðîàíàëèçèðóåì, êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæåí îáëàäàòü ðåøåòî÷íûéãðàô è êàêèå ïðèçíàêè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè òîãî, ÷òî ãðàô ðå-øåòî÷íûé.Îïðåäåëåíèå 11. Ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ñåòüþ, åñëè âíåì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê (âåðøèíà áåç âõîäÿùèõ äóã) è åäèí-ñòâåííûé ñòîê (âåðøèíà áåç èñõîäÿùèõ äóã) [3, ñòð. 199].



146 Ñ.Â. Áåëèì, Í.Ô. Áîãà÷åíêî, Þ.Ñ. Ðàêèöêèé. Ñîâìåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ. . .Òåîðåìà 2. Ðåøåòî÷íûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí R �ðåøåòî÷íûé.Äîêàæåì, ÷òî â G íåò îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Äîïóñòèì? ýòî íå òàê.Òîãäà óçëû ðåøåòêè, îòâå÷àþùèå îðèåíòèðîâàííîìó öèêëó, ñâÿçàíû îòíîøå-íèåì ïîðÿäêà: ri > ri+1 > . . . > ri+n > ri. Ïî òðàíçèòèâíîñòè ïîëó÷àåì:
(ri > ri+1)&(ri+1 > ri) ⇒ (ri = ri+1). Íî óçëû ðåøåòêè îáðàçóþò ìíîæåñòâî,ñëåäîâàòåëüíî, âñå ðàçëè÷íû � ýòî ïðîòèâîðå÷èå.Òàê êàê ãðàô G ðåøåòî÷íûé, òî ∀r1, r2 ∈ R ∃r3 ∈ R : r3 = sup(r1, r2). Ïîîïðåäåëåíèþ, sup(r1, r2) - ýòî âåðøèíà, äîìèíèðóþùàÿ íàä r1, r2, òî åñòü â Gñóùåñòâóþò îðèåíòèðîâàííûå ïóòè p(r3, r1) è p(r3, r2). Ñëåäîâàòåëüíî, ∀r1, r2 ñó-ùåñòâóåò íåîðèåíòèðîâàííûé ïóòü p(r3, r1)∪ (r3, r2), ñîåäèíÿþùèé èõ, à çíà÷èò,ãðàô G ñâÿçåí.Ñóùåñòâîâàíèå èñòî÷íèêà è ñòîêà ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé.Ïóñòü, íàïðèìåð, èñòî÷íèêà íå ñóùåñòâóåò, ýòî çíà÷èò, ÷òî ∀r ∈ R íàéäåòñÿâõîäÿùàÿ äóãà (r′, r), òî åñòü ∃r′ : r 6 r′. Ñëåäîâàòåëüíî, ∃{ri}∞i=1 : ri 6 ri+1.Â ñèëó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà âåðøèí ∃i, j : (i < j)&(ri = rj). Òîãäà ri 6

ri+1 6 . . . 6 rj = ri. Ïîëó÷àåì îðèåíòèðîâàííûé öèêë � ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàíååäîêàçàííûì. Ñóùåñòâîâàíèå ñòîêà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü èñòî÷íèêà. Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóåòêàê ìèíèìóì äâà ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêà s1 è s2 (s1 6= s2). Òàê êàê ãðàô Gðåøåòî÷íûé, òî äîëæíà ñóùåñòâîâàòü âåðøèíà r, èç êîòîðîé ìîæíî ïîñòðîèòüîðèåíòèðîâàííûå ïóòè p(r, s1) è p(r, s2). Íî s1 è s2 � èñòî÷íèêè, ñëåäîâàòåëüíî,âîçìîæíû ëèøü òðèâèàëüíûå ïóòè, âåäóùèå â ýòè âåðøèíû: p(s1, s1) è p(s2, s2).Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ sup(s1, s2) íàäî ïîòðåáîâàòü: s1 = s2� ýòî ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ñòîêà. �Òåîðåìà 3. Èñòî÷íèê â ðåøåòî÷íîì ãðàôå äîìèíèðóåò íàä ëþáîé âåðøèíîé,à ñòîê ïîä÷èíÿåòñÿ ëþáîé âåðøèíå ýòîãî ãðàôà.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü s � èñòî÷íèê. Ïî îïðåäåëåíèþ ðåøå-òî÷íîãî ãðàôà ∀r ∈ R : ∃r′ = sup(s, r). Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå íàéäóòñÿ îðè-åíòèðîâàííûå ïóòè p(r′, r) è p(r′, s). Òàê êàê â s íå âõîäèò íè îäíà äóãà, òî
r′ = s è ∀r ∈ R : ∃p(s, r). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∀r ∈ R : ∃p(r, t), ãäå t� ñòîê. �Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê òåîðåìå 2, íåâåðíî: íå ëþáàÿ ñåòü áåç îðèåíòè-ðîâàííûõ öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ ðåøåòî÷íûì ãðàôîì. Âîçìîæíû äâå ïðè÷èíû, ïîêîòîðûì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íå áóäåò ðåøåòî÷íûì (÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-íîå ìíîæåñòâî íå áóäåò ðåøåòêîé [5]):1. Íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû, âîîáùå íå èìåþùèå âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíè.2. Íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû, äëÿ êîòîðûõ íåëüçÿ âûáðàòü ìèíèìàëüíóþ ñðåäèâåðõíèõ (ìàêñèìàëüíóþ ñðåäè íèæíèõ) ãðàíåé � îíè íåñðàâíèìû.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 147Ïåðâûé ñëó÷àé îòñåêàåòñÿ òðåáîâàíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ èñòî÷íèêà è ñòîêà âîðãðàôå è îòñóòñòâèåì îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ.Òåîðåìà 4. Èñòî÷íèê â ñåòè áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ äîìèíèðóåò íàäëþáîé âåðøèíîé, à ñòîê � ïîä÷èíÿåòñÿ ëþáîé âåðøèíå ýòîãî ãðàôà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ñåòè áåç îðèåíòèðîâàííûõöèêëîâ, s � èñòî÷íèê, t � ñòîê.Áóäåì ñòðîèòü îðèåíòèðîâàííûé ïóòü, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû r è äîáàâëÿÿíà êàæäîì øàãå ïî îäíîé äóãå. Â ñèëó îòñóòñòâèÿ â ñåòè îðèåíòèðîâàííûõöèêëîâ, ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïóòè êîíå÷åí, ïðè÷åì ïîñëåäíåé ïðèñîåäèíåííîéäóãîé áóäåò äóãà, âåäóùàÿ â åäèíñòâåííûé ñòîê ãðàôà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñåòèñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí îðèåíòèðîâàííûé ïóòü p(r1, t). Íî òîãäà tïîä÷èíÿåòñÿ âåðøèíå r.Ñóùåñòâîâàíèå îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè p(s, r) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, íîåãî ïîñòðîåíèå âåäåòñÿ â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì îðèåíòàöèè äóã. Òàêèì îáðà-çîì, s äîìèíèðóåò íàä âåðøèíîé r. �Çàìå÷àíèå 2. Èç òåîðåìû 4 î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò, ÷òî â ñåòè áåç îðè-åíòèðîâàííûõ öèêëîâ äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðåîäíà âåðõíÿÿ ãðàíü (ýòî èñòî÷íèê) è îäíà íèæíÿÿ ãðàíü (ýòî ñòîê). Íî îñòàåò-ñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè âûáîðà íàèìåíüøåé âåðõíåé (íàèáîëüøåéíèæíåé) ãðàíåé, òî åñòü âîïðîñ ñðàâíèìîñòè ãðàíåé.Âòîðóþ ïðè÷èíó ¾íåðåøåòî÷íîñòè¿ ãðàôà ëåãêî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðè-ìåðîì: ãðàô (1) íà ðèñóíêå 2 � ñåòü áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, íî îíà íåÿâëÿåòñÿ ðåøåòî÷íûì ãðàôîì. Äåéñòâèòåëüíî, âåðøèíû a è b èìåþò äâå íåñðàâ-íèìûå íèæíèå ãðàíè c è d, à åùå îäíà íèæíÿÿ ãðàíü t çàâåäîìî ìåíüøå c è d;âåðøèíû c è d èìåþò äâå íåñðàâíèìûå âåðõíèå ãðàíè a è b, à åùå îäíà âåðõíÿÿãðàíü s çàâåäîìî áîëüøå a è b.Íî òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ â ñåòè ïîäãðàôîâ, èìåþùèõ áîëåå îäíîãî ñòîêàèëè èñòî÷íèêà, êàê ó ïîäãðàôà, ïîðîæäåííîãî ìíîæåñòâîì âåðøèí {a, b, c, d}(ñì. ðèñ. 2 (1)), íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåøåòî÷íîñòè. Äåéñòâèòåëü-íî, äîáàâëåíèå âåðøèíû e (ñì. ðèñ. 2 (2)) äåëàåò ðàññìîòðåííóþ ñåòü ðåøåòî÷-íûì ãðàôîì: inf(a, b) = e (c è d ïî-ïðåæíåìó íåñðàâíèìû, íî (e > c)&(e > d))è sup(c, d) = e (a è b ïî-ïðåæíåìó íåñðàâíèìû, íî (e 6 a)&(e 6 b)).
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Ðèñ. 2. Ñåòü, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåòî÷íûì ãðàôîì (1), è ñåòü, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåòî÷íûìãðàôîì (2)Ñëåäóþùèå òåîðåìû äàþò ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðåøåòî÷íîñòè ãðàôà.



148 Ñ.Â. Áåëèì, Í.Ô. Áîãà÷åíêî, Þ.Ñ. Ðàêèöêèé. Ñîâìåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ. . .Òåîðåìà 5. Ïóñòü ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ è óäàëåíèå ñòîêà ïðåâðàùàåò åãîâ îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî2. Òîãäà G � ðåøåòî÷íûé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s � èñòî÷íèê, t � ñòîê èG\{t} = T � äåðåâî, ïîëó÷åííîåèç èñõîäíîãî ãðàôà óäàëåíèåì ñòîêà. Åñëè R � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, òî
RT = R\{t} � ìíîæåñòâî âåðøèí äåðåâà T è s � êîðåíü äåðåâà.Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå íàèìåíüøåé âåðõíåé ãðàíè äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèíãðàôà G.Ïóñòü r1 è r2 (r1 6= r2) � äâå ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû äåðåâà T . Ïî òåîðåìå îñâîéñòâàõ îðäåðåâà äëÿ ëþáîé åãî âåðøèíû ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îðèåíòè-ðîâàííûé ïóòü, âåäóùèé â ýòó âåðøèíó èç êîðíÿ [3, ñòð. 239]. Òîãäà ∃ ! p(s, r1)è ∃ ! p(s, r2). Òàê êàê r1 6= r2, òî ýòè ïóòè íå ñîâïàäàþò. Ïóñòü r′ � ïîñëåä-íÿÿ, ñ÷èòàÿ îò s, èç îáùèõ âåðøèí ýòèõ ïóòåé. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå âåðøèíû,ïðèíàäëåæàùèå îðèåíòèðîâàííîìó ïóòè p(s, r′), ÿâëÿþòñÿ âåðõíèìè ãðàíÿìèâåðøèí r1 è r2, à r′ � ìèíèìàëüíàÿ ñðåäè íèõ. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïóòåé
p(s, r1) è p(s, r2) äðóãèõ âåðõíèõ ãðàíåé ó âåðøèí r1 è r2 íåò. Ñëåäîâàòåëüíî,
r′ = sup(r1, r2).Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðó âåðøèí (r, t), ãäå r � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà äåðåâà
T . Ïî òåîðåìå 4 ñòîê t ïîä÷èíÿåòñÿ âåðøèíå r, òî åñòü ñóùåñòâóåò îðèåíòèðî-âàííûé ïóòü p(r, t). Ñëåäîâàòåëüíî, sup(r, t) = r.Äîêàæåì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå íàèáîëüøåé íèæíåé ãðàíè äëÿ ëþáîé ïàðûâåðøèí ãðàôà G.Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äâå ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû r1 è r2 (r1 6= r2) äåðåâà T .Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî íå ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè, ñâÿçûâàþ-ùåãî ýòè äâå âåðøèíû, ëèáî îí åäèíñòâåíåí.Â ïåðâîì ñëó÷àå, äâèãàÿñü èç ýòèõ âåðøèí ïî íàïðàâëåíèþ äóã, ïîñòðîèìîðèåíòèðîâàííûå ïóòè p(r1, r̃1) è p(r2, r̃2), ãäå r̃1 è r̃2 � ëèñòüÿ. Ýòè ïóòè ìîãóòáûòü íå åäèíñòâåííû, íî âñå îíè íå èìåþò îáùèõ âåðøèí (èíà÷å â ñâîáîä-íîì äåðåâå T̃ , ïîëó÷åííîì èç T îòìåíîé îðèåíòàöèè ðåáåð, áûë áû öèêë, ÷òîïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå î ñâîéñòâàõ îðäåðåâà [3, ñòð. 239]). Â ãðàôå G ñóùå-ñòâóþò äóãè (r̃1, t) è (r̃2, t). Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðàôå G îðèåíòèðîâàííûå ïóòè
p(r1, t) = p(r1, r̃1) ∪ (r̃1, t) è p(r2, t) = p(r2, r̃2) ∪ (r̃2, t) èìåþò ëèøü îäíó îáùóþâåðøèíó t. Òîãäà inf(r1, r2) = t.Âî âòîðîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå íàèáîëüøåé íèæíåé ãðàíè î÷åâèäíî, åþáóäåò òà èç âåðøèí r1, r2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé â ñóùåñòâóþùåì ìåæäóýòèìè âåðøèíàìè îðèåíòèðîâàííîì ïóòè.Ñóùåñòâîâàíèå íàèáîëüøåé íèæíåé ãðàíè äëÿ äâóõ âåðøèí, îäíà èç êîòî-ðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì (ïóñòü ýòî âåðøèíû r è t), ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîêðàéíåé ìåðå îäíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè p(r, t) (ñì. òåîðåìó 4). �Òåîðåìà 6. Ïóñòü ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ, à óäàëåíèå èñòî÷íèêà è èíâåð-òèðîâàíèå âñåõ äóã ïðåâðàùàåò åãî â äåðåâî. Òîãäà G � ðåøåòî÷íûé.2Â äàëüíåéøåì îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî äåðåâîì, à íåîðèåíòèðî-âàííîå � ñâîáîäíûì äåðåâîì.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 149Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èíâåðòèðîâàòü âñå äóãè ñåòè G, òî ìû ïîëó÷èì ñåòü Ĝ,â êîòîðîé èñòî÷íèê è ñòîê ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè. Äëÿ ãðàôà Ĝ ñïðàâåäëèâà òåî-ðåìà 5. Íî òîãäà èñõîäíûé ãðàô G òàêæå áóäåò ðåøåòî÷íûì, òàê êàê âåðøèíà
r1 äîìèíèðóåò íàä âåðøèíîé r2 â ãðàôå Ĝ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíà
r2 äîìèíèðóåò íàä âåðøèíîé r1 â ãðàôå G. �4. Äðåâîâèäíàÿ èåðàðõèÿ ðîëåéÐàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà â êîìïüþòåðíîé ñèñòåìå êðîìå ðîëåâîé ïîëèòèêèáåçîïàñíîñòè íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü òàêæå ìàíäàòíóþ ïîëèòèêó áåçîïàñíîñòèíà îñíîâå íåêîòîðîé ðåøåòêè L. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, âîçíèêàþùàÿ â ýòîì ñëó-÷àå, ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïðàâèë äîñòóïà, óäîâëåòâîðÿþùèõ îáåèì ïîëèòèêàìáåçîïàñíîñòè è íå ïðîòèâîðå÷àùèõ äðóã äðóãó. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàññìîòðèìèåðàðõèþ ðîëåé, îáðàçóþùóþ äåðåâî.Òåîðåìà 7. Ïóñòü â êîìïüþòåðíîé ñèñòåìå äåéñòâóþò ðîëåâàÿ ïîëèòèêàáåçîïàñíîñòè íà îñíîâå äåðåâà ðîëåé T è ìàíäàòíàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòèíà îñíîâå ðåøåòêè L, òîãäà â êîìïüþòåðíîé ñèñòåìå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíàíåïðîòèâîðå÷èâàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ðàçãðàíè÷åíèÿîáåèõ ïîëèòèê áåçîïàñíîñòè.Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî â äåðåâå ïðèñóòñòâóåò ðîëü, äîìèíèðóþùàÿíàä âñåìè îñòàëüíûìè ðîëÿìè � êîðåíü äåðåâà (íàçîâåì åå ìàêñèìàëüíîé ðîëüþ� MaxRole). Äîáàâèì ê äåðåâó T âåðøèíó MinRole, íå îáëàäàþùóþ íèêàêèìèïðèâèëåãèÿìè, è ñîåäèíèì äóãàìè âñå ëèñòüÿ äåðåâà T ñ âåðøèíîé MinRole(äîáàâëåííûå äóãè îðèåíòèðóåì îò ëèñòüåâ äåðåâà T ê MinRole), òåì ñàìûìïîñòðîèì ãðàô TM . Î÷åâèäíî, ÷òî âåðøèíà MaxRole ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì,âåðøèíà MinRole � ñòîêîì, à ãðàô TM � ñåòüþ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5, TM �ðåøåòî÷íûé ãðàô, òî òåñòü åãî âåðøèíû îáðàçóþò ðåøåòêó.Òîãäà âîçìîæíî ïîëó÷èòü äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ðåøåòêè, ïîñòðîåííîéíà âåðøèíàõ ãðàôà TM , è ðåøåòêè L. Êàê ïîêàçàíî â [1, ñòð. 21], äåêàðòîâîïðîèçâåäåíèå ðåøåòîê åñòü ðåøåòêà.Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîé ðåøåòêè ìîæíî ïîñòðîèòü ìàíäàòíóþ ïîëèòèêóáåçîïàñíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ýëåìåíòîâ ðåøåòêè âîçìîæíî ïîñòðîèòü ðå-øåòî÷íûé ãðàô (ñì. òåîðåìó 1). Òàêîé ãðàô ìîæåò çàäàâàòü ðîëåâóþ ïîëèòèêóáåçîïàñíîñòè. �5. Ïðîèçâîëüíàÿ èåðàðõèÿ ðîëåéÏåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ èåðàðõèè ðîëåé, îáðàçóþùåé ïðîèçâîëüíûéîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G.Îïðåäåëåíèå 12. Äîïóñòèìûì ïðåîáðàçîâàíèåì îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ðî-ëåé G íàçîâåì ñëåäóþùèé ïðîöåññ: åñëè â G èìååòñÿ áîëåå îäíîãî ñòîêà, òîäîáàâëÿåòñÿ ðîëü, íå îáëàäàþùàÿ íèêàêèìè ïðèâèëåãèÿìè, è äóãè, âåäóùèå îòñòîêîâ ãðàôà G ê íîâîé ðîëè.



150 Ñ.Â. Áåëèì, Í.Ô. Áîãà÷åíêî, Þ.Ñ. Ðàêèöêèé. Ñîâìåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ. . .Î÷åâèäíî, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðåâðàùàþò ãðàô ðî-ëåé â ñåòü (â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè èñòî÷íèêà), à ñ äðóãîé � èçìåíåíèÿ ðîëåâîéïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè íåñóùåñòâåííû.Òåîðåìà 8. Åñëè ãðàô èåðàðõèè ðîëåé ÿâëÿåòñÿ ðåøåòî÷íûì ëèáî åãî ìîæíîñ ïîìîùüþ äîïóñòèìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñøèðèòü äî ðåøåòî÷íîãî, òî ðîëå-âàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè äîïóñêàåò íåïðîòèâîðå÷èâîå ñîâìåùåíèå ñ ìàí-äàòíîé ïîëèòèêîé áåçîïàñíîñòè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñøèðèì, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ãðàô èåðàðõèè ðîëåé äî ðå-øåòî÷íîãî ãðàôà, îáîçíà÷èì åãî GM . Ìàíäàòíàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè çàäà-åòñÿ ðåøåòêîé L. Òîãäà ìîæíî âçÿòü äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ðåøåòêè, ïîñòðî-åííîé íà âåðøèíàõ ðåøåòî÷íîãî ãðàôà GM , è ðåøåòêè L. Ñîãëàñíî [1, ñòð. 21],òàêîå äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç GM×L, ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé.Ïîñêîëüêó GM ×L � ðåøåòêà, òî îíà ìîæåò çàäàâàòü ìàíäàòíóþ ïîëèòèêóáåçîïàñíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà îñíîâàíèè ðåøåòêè GM × L ìîæíî ïî-ñòðîèòü ðåøåòî÷íûé ãðàô (ñì. òåîðåìó 1), êîòîðûé áóäåò çàäàâàòü ðîëåâóþïîëèòèêó áåçîïàñíîñòè. �6. Ïðèìåð ñîâìåùåíèÿ ðîëåâîé è ìàíäàòíîé ïîëèòèê áåç-îïàñíîñòèÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8 ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèèïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà îáúåäèíèì ðîëåâóþ ïîëèòèêó áåçîïàñíîñòè, ïðåä-ñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå 3, è ìàíäàòíóþ ïîëèòèêó áåçîïàñíîñòè, ïîñòðîåííóþíà ëèíåéíîì ìíîæåñòâå èç òðåõ ýëåìåíòîâ.

Ðèñ. 3. Ðîëåâàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòèÐîëåâàÿ ïîëèòèêà çàäàåòñÿ øåñòüþ ðîëÿìè, îäíà èç êîòîðûõ (r0) ÿâëÿåòñÿ¾ïóñòîé¿, òî åñòü íå îáëàäàþùåé êàêèìè-ëèáî ïðèâèëåãèÿìè è ïîä÷èíåííîé ëþ-áîé äðóãîé ðîëè. Î÷åâèäíî, ÷òî çàäàííàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè ñîîòâåòñòâóåòóñëîâèÿì òåîðåìû 5. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 3, ÿâ-ëÿåòñÿ ðåøåòî÷íûì.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 151Ïóñòü ìàíäàòíàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè çàäàåòñÿ ðåøåòêîé L, ýëåìåíòàìèêîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óçëû l1, l2, l3, ïðè÷åì îòíîøåíèå ïîðÿäêà çàäàíî òàêèì îá-ðàçîì, ÷òî l1 > l2 > l3.Ñîãëàñíî òåîðåìå 8, âîçìîæíî íåïðîòèâîðå÷èâîå ñîâìåùåíèå çàäàííûõ ïî-ëèòèê áåçîïàñíîñòè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ðåøåòêó R×L, ÿâëÿþùó-þñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ðåøåòîê R è L, ãäå R � ðåøåòêà, îïðåäåëÿåìàÿðåøåòî÷íûì ãðàôîì, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñóíêå 3.Ýëåìåíòàìè ðåøåòêè L × R ÿâëÿþòñÿ ïàðû (ri, lj), ïðè i = 0, . . . , 5 è j =
1, . . . , 3. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå ïîðÿäêà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (ri, lj) >

(rk, lm), åñëè ri > rk è lj > lm. Çàìåòèì, ÷òî óçëû r2 è r3, r4 è r5, r3 è r4,
r3 è r5 ïîïàðíî íåñðàâíèìû. Ðåøåòî÷íûé ãðàô, èçîìîðôíûé ðåøåòêå R × L,ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 4.

Ðèñ. 4. Ñîâìåùåíèå ðîëåâîé è ìàíäàòíîé ïîëèòèê áåçîïàñíîñòèÍà ïîëó÷åííîé ðåøåòêå R×L ìîæíî çàäàòü ìàíäàòíóþ ïîëèòèêó áåçîïàñíî-ñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü, íà ïîëó÷åííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (ñì. ðèñ. 4) ìîæíîïîñòðîèòü ðîëåâóþ ïîëèòèêó áåçîïàñíîñòè.



1527. Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî ñîçäàíèå ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè ïðåäïðèÿòèÿ, âêëþ-÷àþùåé â ñåáÿ ìàíäàòíîå è ðîëåâîå ðàçãðàíè÷åíèå äîñòóïà. Ïðè÷åì ðåçóëüòàòîáúåäèíåíèÿ ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê â âèäå êîíöåïöèè,îñíîâàííîé íà ìåòêàõ áåçîïàñíîñòè, òàê è â âèäå èåðàðõèè ðîëåé.Ëèòåðàòóðà1. Áèðêãîô, Ã. Òåîðèÿ ðåøåòîê / Ã. Áèðêãîô. � Ì.: Íàóêà. Ãëàâíàÿ ðåäàêöèÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1984. � 568 ñ.2. Ãðåòöåð, Ã. Îáùàÿ òåîðèÿ ðåøåòîê / Ã. Ãðåòöåð. / Ïîä ðåäàêöèåé Ä.Ì. Ñìèðíîâà.� Ì.: Ìèð, 1981. � 456 ñ.3. Íîâèêîâ, Ô.À. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ ïðîãðàììèñòîâ / Ô.À. Íîâèêîâ. �ÑÏá.: Ïèòåð, 2001. � 304 ñ.4. Òåðüî, Ì. Oracle. Ðóêîâîäñòâî ïî áåçîïàñíîñòè / Ì. Òåðüî, À. Íüþìåí. � Ì.: Èç-äàòåëüñòâî ¾ËÎÐÈ¿, 2004. � 560 ñ.5. Ðåøåòêè [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]. � Ðåæèì äîñòóïà:http://www.eltech.ru/misc/LGA 2007 FINAL/Allpage/Section8/Part8112.htm(09.10.2009).6. Nyanchama, M. Access Rights Administration in Role-Based Security Systems /M. Nyanchama, S.L. Osborn // Database Security VIII: Status & Prospects, Biskup,Morgenstern and Landwehr, eds. North-Holland. � 1994. � C. 37-56.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 153�159 ÓÄÊ 65.012.810ÎÁÚÅÊÒÍÎ-ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄÂ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÄÈÑÊÐÅÖÈÎÍÍÎÉ ÏÎËÈÒÈÊÈÁÅÇÎÏÀÑÍÎÑÒÈÑ.Â. Áåëèì, Ñ.Â. ÓñîâÏðîâåäåíà ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè äèñêðåöèîííîãî ðàçäåëåíèÿ äîñòóïàHRU äëÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì.ÂâåäåíèåÒðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ñèñòåìû áåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðíûõñèñòåì ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñóáúåêòíî-îáúåêòíîãî ïîäõîäà. Îäíàêî â ïîñëåä-íåå âðåìÿ, â ñâÿçè ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäàâ ïîñòðîåíèè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì, ñêëàäûâàåò-ñÿ äâîéñòâåííàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà îäèí è òîò æå íàáîð äàííûõ â îäíîì ñëó-÷àå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îáúåêò (ïàññèâíûé), â äðóãîì ñëó÷àå êàê ñóáúåêò(àêòèâíûé). Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ áîëåå àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ êîìïüþòåðíûõñèñòåì, íåîáõîäèìî ïðèìåíåíèå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäà è ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëåé ïîëèòèê áåçîïàñíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííàÿ ìîäåëü êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû ïîñòðîåíà â ðàáîòå [5], ãäå äà-íû è íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.Â ñëó÷àå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû, êàêè äëÿ ñóáúåêòíî-îáúåêòíîãî ïîäõîäà, âîçìîæíî îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíûõîïåðàòîðîâ â ðàìêàõ ìîäåëè áåçîïàñíîñòè HRU [3]. Ïîñêîëüêó îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò ðàçáèåíèå îáúåêòîâ íà êëàññû, çàäà-âàåìûå ñïèñêîì ïîëåé è ìåòîäîâ, òî ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè HRU ìû äîëæíûíàó÷èòüñÿ îáðàùàòüñÿ íå òîëüêî ñ ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññîâ, íî è ñ ñàìèìèêëàññàìè. Âî-ïåðâûõ, ðàññìàòðèâàÿ êëàññû â êà÷åñòâå ðåàëèçàöèè òèïîâ èç ìî-äåëè òèïèçèðîâàííîé ìàòðèöû äîñòóïîâ (ÒÀÌ), ïîñòðîåííîé íà îñíîâå HRU,ìû ïîëó÷àåì ìåíåå æåñòêèå óñëîâèÿ â êðèòåðèè áåçîïàñíîñòè ñèñòåìû [6]. Âî-âòîðûõ, âîçíèêàåò äâà âàðèàíòà îïðåäåëåíèÿ êàê ëîêàëüíûõ (ïðèâÿçàííûõ êêàæäîìó îáúåêòó) ìàòðèö äîñòóïà, òàê è ýëåìåíòàðíûõ îïåðàòîðîâ, ïðåîáðà-çóþùèõ ýòè ìàòðèöû.Ïåðâûé ïîäõîä, êëàññîâî-òèïèçèðîâàííûé, îòîæäåñòâëÿåò êëàññ îáúåêòà ñåãî òèïîì, è ìàòðèöà äîñòóïà ê êàæäîìó îáúåêòó êàæäîãî êëàññà ñòðîèòñÿ êàê
Copyright c© 2009 Ñ.Â. Áåëèì, Ñ.Â. Óñîâ.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî.E-mail: belim@univer.omsk.su



154 Ñ.Â. Áåëèì, Ñ.Â. Óñîâ. Îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä. . .ÒÀÌ ñ ó÷åòîì îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäà ê ñòðîåíèþ êîìïüþòåðíîéñèñòåìû.Âòîðîé ïîäõîä, íàñëåäñòâåííî-òèïèçèðîâàííûé, îáðàùàåòñÿ ê íàñëåäñòâåí-íîé ñòðóêòóðå îáúåêòîâ â îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé ñðåäå. Â ýòîì ñëó÷àå âñåîáúåêòû îäíîãî êëàññà, à çíà÷èò, îäíîãî òèïà, ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñòî÷êè çðåíèÿ íàáîðà ïðàâ äîñòóïà, è ìàòðèöó äîñòóïà äîñòàòî÷íî çàäàòü äëÿêëàññà öåëèêîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî òèïîâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿ-äî÷åííûì, ïðè÷åì ïîðÿäîê çàäàåòñÿ íàñëåäñòâåííîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ òè-ïàì êëàññîâ. Áîëåå òîãî, íàñëåäñòâåííîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ è â ðàçãðàíè÷åíèè ïðàâäîñòóïà: îáúåêò êëàññà-íàñëåäíèêà îáëàäàåò âñåìè ïðàâàìè êëàññà-ðîäèòåëÿ.Òàêæå èìååò ñìûñë ââåñòè çàïðåò íà äîñòóï ê ïîëþ (ìåòîäó) êëàññà-íàñëåäíèêàäëÿ îáúåêòà, ó êîòîðîãî íåò ïðàâà äîñòóïà ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ïîëþ (ìåòîäó)êëàññà-ðîäèòåëÿ.Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ïîñòðîåíèåì îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè ñèñòåìû áåçîïàñíîñòè â ðàìêàõ êëàññîâî-òèïèçèðîâàííîãî ïîäõîäà è âûÿâëåíèåì ñëó÷àåâ, äîïóñêàþùèõ ïðîâåðêóáåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû.1. Ýëåìåíòàðíûå îïåðàòîðû ìîäåëè HRU â îáúåêòíî -îðèåíòèðîâàííîé êîìïüþòåðíîé ñèñòåìåÁóäåì ðàññìàòðèâàòü êîìïüþòåðíóþ ñèñòåìó â âèäå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ O,èìåþùèõ îòêðûòûå ïîëÿ f è ñêðûòûå ïîëÿ p, à òàêæå ìåòîäû îáðàáîòêè ïî-ëåé s.Âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ äàíû â ðàáîòå [5], òàì æå ïîñòðîåíà è ìîäåëüñèñòåìû áåçîïàñíîñòè äëÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû.Ìàòðèöà äîñòóïà M â äàííîì ñëó÷àå - ñêðûòîå (private) ïîëå îáúåêòà. Îòîáúåêòà ê îáúåêòó äàæå îäíîãî êëàññà (òèïà) ñîäåðæàíèå ýòîãî ïîëÿ ìîæåò îò-ëè÷àòüñÿ. Ñòðîêè ìàòðèöû îáúåêòà oi ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòàì êîìïüþòåðíîéñèñòåìû, ñòîëáöû � îòêðûòûì (public) ïîëÿì è ìåòîäàì îáúåêòà oi, ýëåìåí-òîì ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà R âèäîâ äîñòóïà êïîëþ, åñëè ñòîëáåö ýëåìåíòà ñîîòâåòñòâóåò public ïîëþ îáúåêòà, è ïðèíèìàåòçíà÷åíèå 0 ëèáî 1, åñëè ñòîëáåö ýëåìåíòà ñîîòâåòñòâóåò ìåòîäó îáúåêòà, ãäå ”1”ðàçðåøàåò âûçîâ ìåòîäà, à ”0” - çàïðåùàåò.Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè äëÿ ðàáîòû ñ ìàòðèöåé äî-ñòóïîâ:1) Create(oj , τ) � ñîçäàåò îáúåêò oi êëàññà τ ∈ T, ïðè ýòîì O′ = O ∪ {oj},à â ìàòðèöå äîñòóïà îáúåêòîâ oi (i 6= j) äîáàâëÿåòñÿ ñòðîêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿîáúåêòó oj , ïðè÷åì ∀f ∈ oi.F oi.M
′[oj, oi.f ] = ∅, ∀s ∈ oi.S oi.M

′[oj, oi.s] = ∅.Ìàòðèöà äîñòóïà îáúåêòà oj ñîçäàåòñÿ ïîëíîñòüþ ïóñòîé. 2) Destroy(oj) � óíè-÷òîæàåò îáúåêò oj , ïðè ýòîì O′ = O�{oj}, à â ìàòðèöå äîñòóïà îáúåêòîâ oi(i 6= j) óíè÷òîæàåòñÿ ñòðîêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáúåêòó oj. 3) Enter(r, oj, oi.f)- âíîñèò ïðàâî äîñòóïà r â oi.M [oj , oi.f ], ïðè ýòîì ìàòðèöà äîñòóïà èçìåíÿåòñÿïî ïðàâèëó: oi.M
′[oj, oi.f ] = oi.M [oj , oi.f ] ∪ {r}. 4) Delete(r, oj , oi.f) � óäàëÿ-åò ïðàâî r äîñòóïà èç oi.M [oj , oi.f ], ïðè ýòîì ìàòðèöà äîñòóïà èçìåíÿåòñÿ ïî
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′[oj , oi.f ] = oi.M [oj , oi.f ]�{r}. 5) Grant(oj , oi.s) � ðàçðåøàåò âû-çîâ îáúåêòó oj ìåòîäà oi.s, ïðè ýòîì ìàòðèöà äîñòóïà èçìåíÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

oi.M
′[oj , oi.s] = 1. 6) Deprive(oj, oi.s) � çàïðåùàåò âûçîâ îáúåêòó oj ìåòîäà oi.s,ïðè ýòîì ìàòðèöà äîñòóïà èçìåíÿåòñÿ ïî ïðàâèëó: oi.M

′[oj, oi.s] = ∅.Â äàëüíåéøåì áóäåì ñîêðàùàòü çàïèñü oi.M [oj , oi.f ] äî Mi[j, f ] è çàïèñü
oi.M [oj , oi.s] äî Mi[j, s].2. ÎïðåäåëåíèÿÎïðåäåëåíèå 1. Ïîä ñîñòîÿíèåì êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè táóäåì ïîíèìàòü ïàðó Q(t) = (O(t),M(t)), ãäå O(t) = {oj} � ìíîæåñòâî âñåõîáúåêòîâ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t, à M(t) = {oj.M [](t)} � ñåìåéñòâî âñåõìàòðèö äîñòóïà îáúåêòîâ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè íà ìîìåíò t. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿ-íèå ñèñòåìû áóäåì îáîçíà÷àòü Q(0).Ñîñòîÿíèÿ êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû â ìîäåëè HRU èçìåíÿþòñÿ ïîä âîçäåé-ñòâèåì çàïðîñîâ íà ìîäèôèêàöèþ ìàòðèöû äîñòóïà â âèäå êîìàíä ñëåäóþùåãîôîðìàòà:Êîìàíäà γ(x1, . . . , xγ) :

if � óñëîâíàÿ ÷àñòü (ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíúþíêöèþ çíà÷åíèé ëîãè÷åñêèõâûðàæåíèé âèäà r ∈Mi[j, f ] èëè Mi[j, s] = 1)
then � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé.Çäåñü àðãóìåíòû xk ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèáî îáúåêòû, ëèáî ïîëÿ èëè ôóíê-öèè îáúåêòîâ, ó÷àñòâóþùèå â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ â óñëîâíîé ÷àñòè ëèáî âýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèÿõ.Ôàêò ïåðåõîäà ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì êîìàíäû γ èç ñîñòîÿíèÿ Q(t), â êî-òîðîì îíà íàõîäèëàñü â ìîìåíò âðåìåíè t, â ñîñòîÿíèå Q(t+ 1), â êîòîðîì îíàíàõîäèëàñü â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t+1, áóäåì çàïèñûâàòü â ñîêðàùåííîìâèäå: Q(t)→γ Q(t+ 1).Îïðåäåëåíèå 2. HRU-ìîäåëü ñèñòåìû áåçîïàñíîñòè íàçûâàåòñÿ ìîíîîïåðàöè-îííîé, åñëè êàæäàÿ êîìàíäà â ýòîé ñèñòåìå ñîäåðæèò òîëüêî îäíó ýëåìåíòàð-íóþ îïåðàöèþ.Îïðåäåëåíèå 3. HRU-ìîäåëü ñèñòåìû áåçîïàñíîñòè íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé,åñëè êàæäàÿ êîìàíäà â ýòîé ñèñòåìå ñîäåðæèò òîëüêî îäíî óñëîâèå.Îïðåäåëåíèå 4. HRU-ìîäåëü ñèñòåìû áåçîïàñíîñòè îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëèêîìàíäû ýòîé ñèñòåìû íå ñîäåðæàò îïåðàöèé Delete, Deprive è Destroy.Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû Q(t) äîïóñêàåò óòå÷-êó ïðàâà äîñòóïà r ∈ R, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîìàíäà γ, îáúåêò oj è ïîëå

oi.f îáúåêòà oi, ÷òî r /∈Mi[j, f ](t), íî r ∈Mi[j, f ](t+ 1), ãäå Q(t)→γ Q(t+ 1).Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû Q(t) äîïóñêàåò óòå÷-êó ïðàâà âûçîâà, åñëè ñóùåñòâóþò òàêàÿ êîìàíäà γ, îáúåêò oj è ìåòîä oi.sîáúåêòà oi, ÷òî Mi[j, f ](t) = 0, íî Mi[j, f ](t+ 1) = 1, ãäå Q(t)→γ Q(t+ 1).



156 Ñ.Â. Áåëèì, Ñ.Â. Óñîâ. Îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä. . .Îïðåäåëåíèå 7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà r-áåçîïàñíà, åñëè íå ñóùåñòâóåòòàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä γ1 . . . γT , ÷òî Q(t− 1)→γt
Q(t), t = 1, 2 . . . T ,è Q(T ) äîïóñêàåò óòå÷êó ïðàâà r ëèáî óòå÷êó ïðàâà âûçîâà.3. Ñëó÷àè, äîïóñêàþùèå ïðîâåðêó áåçîïàñíîñòè ìîäåëèHRU îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé êîìïüþòåðíîé ñèñòå-ìûÏîïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ, â êàêèõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî ðåøèòü ïðîáëåìó r-áåçîïàñíîñòè ñèñòåìû äëÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé ñèñòåìû. Ðàçðåøèìîñòüàíàëîãè÷íîé ïðîáëåìû äëÿ HRU-ìîäåëåé ñóáúåêòíî-îáúåêòíûõ ñèñòåì óæå áû-ëà äîêàçàíà äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. À èìåííî â [4] - äëÿ ìîíîîïåðà-öèîííûõ ñèñòåì è â [2] � äëÿ ìîíîòîííûõ ìîíîóñëîâíûõ ñèñòåì. Íàøà öåëü� ïîâòîðèòü ýòè ðåçóëüòàòû â ðàìêàõ HRU-ìîäåëè îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîéñèñòåìû.Òåîðåìà 1. Ïðîáëåìà r-áåçîïàñíîñòè ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ NP-ðàçðåøèìîé äëÿìîíîîïåðàöèîííîé îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû r-áåçîïàñíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êî-ìàíä êîíå÷íîé äëèíû, òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî îáíàðóæèòü òîëüêîóòå÷êó ïðàâà äîñòóïà ê ïîëþ îáúåêòà, ïîñêîëüêó ïðàâî âûçîâà ìåòîäà îáúåê-òà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îñîáîå è åäèíñòâåííîå ïðàâî äîñòóïà ê ýòîìóìåòîäó.Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ìîíîîïåðàöèîííà, ìû ìîæåì íàçûâàòü êîìàíäó ïî åäèí-ñòâåííîé ýëåìåíòàðíîé îïåðàöèè, êîòîðóþ îíà ñîäåðæèò.Áóäåì èñêàòü öåïî÷êó êîìàíä íàèìåíüøåé äëèíû, ïåðåâîäÿùóþ ñèñòåìó âñîñòîÿíèå, äîïóñêàþùåå óòå÷êó íåêîòîðîãî ïðàâà r. Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ öåïî÷êàíå äîëæíà ñîäåðæàòü êîìàíä, íå èçìåíÿþùèõ íè îäíó ìàòðèöó äîñòóïà (êàê,íàïðèìåð, êîìàíäà, äîáàâëÿþùàÿ ïðàâî r â ÿ÷åéêó ìàòðèöû äîñòóïà, â êîòîðîéïðàâî r óæå èìååòñÿ).Äîïóñòèì,

Q(0)→γ1 Q(1)→ · · · →T−1 Q(T − 1)→γT
Q(T ),ãäå Q(T ) äîïóñêàåò óòå÷êó ïðàâà r ∈ R â ÿ÷åéêó Mi[j, f ](T ).Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî óñëîâèÿ êîìàíä ïðîâåðÿþò ëèøü íàëè÷èå ïðàâà âÿ÷åéêå ìàòðèöû äîñòóïà, à íå åãî îòñóòñòâèå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû âûêèíåìâñå êîìàíäû Delete è Destroy èç öåïî÷êè, âñå ïðàâà äîñòóïà, íàõîäèâøèåñÿ âîïðåäåëåííîé ÿ÷åéêå â ñîñòîÿíèè Q(T ), îñòàíóòñÿ òàì è ïîñëå óäàëåíèÿ óêà-çàííûõ êîìàíä. Âîçìîæíî, ïîÿâÿòñÿ íîâûå ïðàâà � è ýòî ìîæåò ïðèâåñòè êïîÿâëåíèþ ñîñòîÿíèÿ, äîïóñêàþùåãî óòå÷êó ïðàâà r â ìîìåíò t < T , ÷òî òîëüêîóêîðîòèò öåïî÷êó.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 157Îäíàêî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî t < T ïðàâî r ëåæàëî â Mi[i, f ](t), óäàëåíèåêîìàíä Delete(r, oj , oi.f), Destroy(oj), Destroy(oi), âûïîëíåííûõ ïîñëå ìîìåíòà
t, ïðèâåäåò ê òîìó ÷òî ïðàâî r îñòàíåòñÿ â Mi[j, f ](T ) è ñîñòîÿíèå Q(T ) áîëååíå áóäåò äîïóñêàòü óòå÷êè ýòîãî ïðàâà. Â ýòîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäíó èç ïåðå÷èñ-ëåííûõ êîìàíä íåîáõîäèìî îñòàâèòü â öåïî÷êå.Îòûùåì ïåðâóþ êîìàíäó Create â ðàññìàòðèâàåìîé öåïî÷êå.(à) Òàêîé êîìàíäû íåò. Çíà÷èò, âñå êîìàíäû Destroy ìîæíî óäàëèòü, ïî-ñêîëüêó ñðåäè íèõ îòñóòñòâóþò êîìàíäû Destroy(oj),Destroy(oi): åñëè áû òàêî-âûå ïðèñóòñòâîâàëè, ÿ÷åéêè Mi[i, f ](T ) ïðîñòî áû íå ñóùåñòâîâàëî. Âîçìîæíî,â öåïî÷êå ïðèñóòñòâóåò êîìàíäà Delete(r, oj , oi.f). Âñå îñòàëüíûå êîìàíäû - ýòîêîìàíäû Enter, è èõ íå áîëåå |R||O|2N . Çäåñü N � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâîïîëåé è ìåòîäîâ â êëàññå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè. Çàìåòèì, ÷òî ýòóîöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè ðàçëè÷àòü â äîêàçàòåëüñòâå ïîëÿ è ìåòîäû êëàñ-ñà äî ñëåäóþùåé: (|R|Nf + Ns)|O|2, ãäå Nf � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîëåé,à Ns - ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ â êëàññå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîéìîäåëè. Äåéñòâèòåëüíî, â ìàòðèöó äîñòóïà îáúåêòà íå óäàñòñÿ âíåñòè áîëåå
(|R|Nf + Ns)|O| ïðàâ, à êîìàíäû, íå èçìåíÿþùèå ìàòðèöû äîñòóïà, ìû èç öå-ïî÷êè âûêèäûâàåì.(á) Íàøëàñü êîìàíäà Create(ok, τk), τk ∈ T. Åñëè ok /∈ O(0), òî ïåðåä íåéíåò êîìàíäû Destroy(ok), à ïîñëå íåå âñå òàêèå êîìàíäû ìîæíî óäàëèòü.Åñëè ok ∈ O(0), k îòëè÷íî îò i è j, òî ïåðåä êîìàíäîé Create(ok, τk) íàéäåòñÿðîâíî îäíà êîìàíäà Destroy(ok), è ìû ìîæåì óäàëèòü ýòó ïàðó êîìàíä (òåì ñà-ìûì ñîêðàòèâ öåïî÷êó, ïåðåâîäÿùóþ ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå, äîïóñêàþùåå óòå÷êóïðàâà), ïðè ýòîì âñå ïðàâà â ìàòðèöå äîñòóïîâ ñîõðàíÿòñÿ, è ê íèì äîáàâÿòñÿíîâûå, ðàíåå óäàëåííûå ñî ñòðîêîé îáúåêòà ok. Ïîñëå êîìàíäû Create(ok, τk)âñå êîìàíäû Destroy(ok) òàêæå ìîæíî óäàëèòü.Íàêîíåö, ok ∈ O(0), k = i èëè k = j. Ïî ñîîáðàæåíèÿì, èçëîæåííûì âû-øå, îäíó ïàðó êîìàíä âèäà Destroy(ok) - Create(ok, τk) (åñëè èõ íåñêîëüêî, òîïåðâóþ) ïðèäåòñÿ îñòàâèòü. Îñòàëüíûå èç öåïî÷êè ìîæíî óäàëèòü: äåéñòâè-òåëüíî, åñëè â ìîìåíò âûïîëíåíèÿ t êîìàíäû Destroy(ol), ãäå l = i èëè l = j,
r ∈ R ëåæèò â Mi[j, f ](t), òî óòå÷êà ïðàâà óæå ïðîèçîøëà (è öåïî÷êó ìîæíîñîêðàòèòü), åñëè æå r /∈Mi[j, f ](t), óäàëåíèå ïàðû Destroy(ol) - Create(ol, τl) íåâûçîâåò ïîÿâëåíèÿ ïðàâà r ∈ R â Mi[j, f ] âïëîòü äî ìîìåíòà t1 âûïîëíåíèÿ êî-ìàíäû Create(ol, τl). Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå êîìàíäó Delete(r, oj , oi.f) ìîæíîóäàëèòü òàê æå.Äàëåå, íå èìååò ñìûñëà îñòàâëÿòü áîëåå îäíîé êîìàíäû âèäà Create(ok, τk)äëÿ êàæäîãî êëàññà τk ∈ T. Äåéñòâèòåëüíî, âòîðîé ñîçäàííûé êëàññ ol òîãîæå òèïà τk ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïåðâûì, ok, âûêèíóâ èç öåïî÷êè îïåðàöèþ
Create(ol, τk) è çàìåíèâ äàëåå â àðãóìåíòàõ êîìàíä öåïî÷êè ol íà ok. Òàêîåîòîæäåñòâëåíèå îñòàåòñÿ â ñèëå, äàæå åñëè ol ðàíåå áûë ðàçðóøåí, à òåïåðüâîññîçäàí, à l ñîâïàäàåò ñ j (èëè i): äåéñòâèòåëüíî, ñîçäàííàÿ ñ íóëÿ ñòðîêà äëÿ
oj (ìàòðèöà äîñòóïà äëÿ oi) íå ìîæåò ñîäåðæàòü ïðàâà äîñòóïà, îòñóòñòâóþùèåâ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå Mk (ìàòðèöå Mk).Èòàê, â öåïî÷êå îñòàëîñü íå áîëåå |T| êîìàíä Create, íå áîëåå îäíîé êî-ìàíäû Destroy èëè Delete è êîíå÷íîå ÷èñëî êîìàíä Enter, à èìåííî íå áîëåå
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|R|(|O| + |T| + 1)2N + |R|(|O| + |T|)N . Çäåñü âòîðîå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò çà çà-ïîëíåíèå ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàíåå óäàëåííîìó, à òåïåðü âîññîçäàííîìóîáúåêòó oi (èëè oj).Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà. �Òåîðåìà 2. Ïðîáëåìà r-áåçîïàñíîñòè ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ NP-ðàçðåøèìîé äëÿìîíîóñëîâíîé ìîíîòîííîé îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû r-áåçîïàñíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êî-ìàíä êîíå÷íîé äëèíû, òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî îáíàðóæèòü òîëüêîóòå÷êó ïðàâà äîñòóïà ê ïîëþ îáúåêòà, ïîñêîëüêó ïðàâî âûçîâà ìåòîäà îáúåê-òà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îñîáîå è åäèíñòâåííîå ïðàâî äîñòóïà ê ýòîìóìåòîäó.Áóäåì èñêàòü öåïî÷êó êîìàíä íàèìåíüøåé äëèíû, ïåðåâîäÿùóþ ñèñòåìó âñîñòîÿíèå, äîïóñêàþùåå óòå÷êó íåêîòîðîãî ïðàâà r. Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ öåïî÷êàíå äîëæíà ñîäåðæàòü êîìàíä, íå èçìåíÿþùèõ íè îäíó ìàòðèöó äîñòóïà (êàê,íàïðèìåð, êîìàíäà, äîáàâëÿþùàÿ ïðàâî r â ÿ÷åéêó ìàòðèöû äîñòóïà, â êîòîðîéïðàâî r óæå èìååòñÿ).Äîïóñòèì,

Q(0)→γ1 Q(1)→ · · · →T−1 Q(T − 1)→γT
Q(T ),ãäå Q(T −1) äîïóñêàåò óòå÷êó ïðàâà r ∈ R â ÿ÷åéêó Mi[j, f ](T −1) ïîñðåäñòâîìâûïîëíåíèÿ êîìàíäû γT .Óñëîâèå âûïîëíåíèÿ êîìàíäû γT òðåáóåò íàëè÷èÿ ïðàâà äîñòóïà r1 â ÿ÷åéêå

Mi1 [j1, f1](T − 1), êîòîðîå äîáàâëåíî òóäà íåêîòîðîé êîìàíäîé γt, t < T . Òà-êèì îáðàçîì, êîìàíäû γt+1 . . . γT−1 ìîæíî âûêèíóòü èç öåïî÷êè, ïîñêîëüêó îíèçàïîëíÿþò ÿ÷åéêè, ñîäåðæàíèå êîòîðûõ íàì íå ïîòðåáóåòñÿ äëÿ óòå÷êè ïðà-âà r. Îñòàâèì ëèøü êîìàíäó (èëè äâå), ñîäåðæàùóþ ýëåìåíòàðíóþ îïåðàöèþ
Create(ok, τk) (k ìîæåò ñîâïàäàòü ñ i èëè ñ j), åñëè îíà âñòðåòèëàñü íà âûêè-äûâàåìîì îòðåçêå öåïî÷êè. Äàëåå óñëîâèå êîìàíäû γt òðåáóåò íàëè÷èÿ ïðàâàäîñòóïà r2 â ÿ÷åéêå Mi2 [j2, f2](t− 1), êîòîðîå äîáàâëåíî òóäà íåêîòîðîé êîìàí-äîé γ′t, t′ < t, è ìû âíîâü ìîæåì îòêàçàòüñÿ îò ïðîìåæóòî÷íûõ êîìàíä, êðîìåîäíîé-äâóõ Create. Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, äîáåðåìñÿ íàêîíåö äî êîìàíäû,óñëîâèå êîòîðîé âûïîëíÿëîñü óæå â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû. Äàëåå ñ÷è-òàåì, èç öåïî÷êè

Q(0)→γ1 Q(1)→ · · · →T−1 Q(T − 1)→γT
Q(T )óæå âûêèíóòû ëèøíèå êîìàíäû.Òåïåðü äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû â óñëîâèè êîìàíä öåïî÷êè âñòðå÷àëîñü íå áî-ëåå îäíîãî íîâîãî (òî åñòü îòñóòñòâîâàâøåãî â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû)îáúåêòà êàæäîãî òèïà. Äîïóñòèì, ïåðâûì áûë ñîçäàí îáúåêò ok òèïà τk ∈ T, ààðãóìåíòîì íåêîòîðûõ êîìàíä γt ÿâëÿåòñÿ îáúåêò ol òîãî æå òèïà, ñîçäàííûéïîçæå. Ïîäñòàâèâ âìåñòî íåãî ok, ïîëó÷àåì êîìàíäû γ′t íà ìåñòå γt â öåïî÷êå,



159ïðè÷åì âñå ïðàâà, íàõîäèâøèåñÿ â ñòðî÷êàõ ol ìàòðèö äîñòóïà (è â ìàòðèöå äî-ñòóïà îáúåêòà ol) òåïåðü íàõîäÿòñÿ â ñòðî÷êàõ ok ìàòðèö äîñòóïà (è â ìàòðèöåäîñòóïà îáúåêòà ok). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òàì æå íàõîäÿòñÿ è ïðàâà äîñòóïà ñàìîãîîáúåêòà ok, óòå÷êà ïðàâà äîñòóïà ïðîèçîéäåò â ìîìåíò T èëè äàæå ðàíüøå.Èòàê, êàæäàÿ èç êîìàíä öåïî÷êè ëèáî ñîçäàåò îäèí èç íå áîëåå ÷åì T îáú-åêòîâ, êîòîðûå âñòðåòÿòñÿ â óñëîâèÿõ êîìàíä öåïî÷êè, ëèáî çàíîñèò ïðàâî âÿ÷åéêó ìàòðèöû äîñòóïà óæå ñóùåñòâóþùåãî îáúåêòà, ïðè÷åì íàëè÷èå ýòîãîïðàâà òàêæå ïîòðåáóåòñÿ â óñëîâèè îäíîé èç êîìàíä öåïî÷êè. Íà ñàìîì äåëåêîìàíäà ìîæåò âûïîëíÿòü ñðàçó íåñêîëüêî èç ýòèõ ¾ïîëåçíûõ¿ ýëåìåíòàðíûõîïåðàöèé, ÷òî ïðèâåäåò ëèøü ê ñîêðàùåíèþ äëèíû öåïî÷êè. Â ëþáîì ñëó÷àå,åå äëèíà íå ïðåâûøàåò |R|(|O|+ |T|)2N + |T|. �Òåîðåìà 3. Ïðîáëåìà r-áåçîïàñíîñòè ñèñòåìû íåðàçðåøèìà äëÿ ïðîèçâîëüíîéîáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè.Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷å-ñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ñî ñâåäåíèåì ê ïðîáëåìå îñòàíîâêè ìàøèíû Òüþðèíãà,ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [3]. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî ëåíòà ìà-øèíû Òüþðèíãà ñîáèðàåòñÿ èç ÿ÷ååê íå îäíîé ìàòðèöû äîñòóïà, êàê áûëî âñëó÷àå ñòàíäàðòíîé HRU-ìîäåëè, à íåñêîëüêèõ.Ëèòåðàòóðà1. Harrison, M.A. Theoretical issues concerning protection in operating systems /M.A. Harrison. � University of California at Berkeley, CSD-84-170, 1984.2. Harrison, M.A. Monotonic protection systems / M.A. Harrison, W.L. Ruzzo / InR.A. DeMillo, D.P. Dobkin, A.K. Jones, R.J. Lipton, editors. � Foundations of SecureComputation. � Academic Press, Inc., 1978. � P. 461�471.3. Harrison, M.A. Protection in operating systems / M.A. Harrison, W.L. Ruzzo, J.D.Ullman. � Communications of the ACM, 19(8):461�471, August 1976.4. Tripunitara, M.V. The Foundational work of Harrison-Ruzzo-Ullman Revisited /M.V. Tripunitara, N. Li. � 2006.5. Áåëèì, Ñ.Â. Îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííàÿ ìîäåëü êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû / Ñ.Â. Áå-ëèì, Ñ.Þ. Áåëèì // Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. � 2008. �Âûï. 18. � Ñ. 98-101.6. Sandhu, R.S. The Typed Access Matrix Model / R.S. Sandhu // Proceedings of IEEESymposium on Security and Privacy, Oakland, California, May 4-6, 1992. � P. 122-136.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 160�172 ÓÄÊ 65.012.810(075.8)ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÁÅÇÎÏÀÑÍÎÑÒÈÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛÄËß ÌÎÄÅËÈ TAKE-GRANTÄ.Ì. Áðå÷êàÂ ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ïîèñêà tg-ïóòåé, îñòðîâîâ è ìîñòîââ ãðàôàõ äîñòóïîâ äëÿ äèñêðåöèîííîé ìîäåëè Take-Grant.ÂâåäåíèåÑîâðåìåííûå ñèñòåìû çàùèòû èíôîðìàöèè ñîçäàþòñÿ è òåñòèðóþòñÿ èñõîäÿèç ïîñòóëàòà, âïåðâûå ïðåäëîæåííîãî â çíàìåíèòîé ¾Îðàíæåâîé êíèãå¿: ¾Âñåâîïðîñû áåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû â òåðìèíàõäîñòóïîâ ñóáúåêòîâ ê îáúåêòàì¿. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé öåëüþ ëþáîé ñèñòå-ìû çàùèòû ÿâëÿåòñÿ ðàçãðàíè÷åíèå äîñòóïà, ïîçâîëÿþùåãî ðàçäåëèòü êîìïî-íåíòû êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîëüçîâàòåëè ñèñòåìû ïîëó-÷àþò äîñòóï ëèøü ê òîé èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà èì äëÿ âûïîëíåíèÿñâîèõ ôóíêöèîíàëüíûõ îáÿçàííîñòåé.Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì ñ äèñêðåöèîííûì ðàçãðàíè÷åíèåì äîñòóïà ñòðî-èòñÿ ñèñòåìà, îòñëåæèâàþùàÿ âñå âîçìîæíûå äîñòóïû ñóáúåêòîâ êîìïüþòåð-íîé ñèñòåìû ê îáúåêòàì êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû. Îäíèì èç ïðåäñòàâëåíèé ìíî-æåñòâà âîçìîæíûõ äîñòóïîâ ÿâëÿåòñÿ ãðàô äîñòóïîâ. Íàèáîëåå ðàçâèòîé ìîäå-ëüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðàâ äîñòóïà ïî ãðàôó äîñòóïîâ ÿâëÿåòñÿ Take-Grant [1].Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì ýòîé ìîäåëè ñëóæèò ¾áåçîïàñíîå ñîñòîÿíèå¿. Â ðàìêàõìîäåëè Take-Grant âûäåëåíû êðèòåðèè áåçîïàñíîñòè ñîñòîÿíèÿ êîìïüþòåðíîéñèñòåìû. Îäíàêî îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ îá àëãîðèòìàõ ïðîâåðêè áåçîïàñíî-ñòè êîíêðåòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåíû íåêîòîðûå àëãîðèòìû,ïîçâîëÿþùèå îäíîçíà÷íî îòâåòèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííîå ñîñòîÿíèå êîìïüþòåð-íîé ñèñòåìû áåçîïàñíûì.1. Îïèñàíèå ìîäåëè Take-GrantÌîäåëü Take-Grant � ýòî ìîäåëü äèñêðåöèîííîãî ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà â èí-ôîðìàöèîííîé ñèñòåìå. Äàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êëàññè÷åñêîéìîäåëè HRU, îðèåíòèðîâàííîé íà àíàëèç ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðàâ â ñèñòåìå [1,2].
Copyright c© 2009 Ä.Ì. Áðå÷êà.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî.E-mail: dbrechkawork@yandex.ru



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 1611.1. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿÑîãëàñíî ìîäåëè Take-Grant, èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, â êîòîðîì âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ ñóáúåêòû è îáúåêòû(àêòèâíûå è ïàññèâíûå ñóùíîñòè ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî), à äóãè ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé óñòàíîâëåííûå ïðàâà ñóáúåêòîâ íà îáúåêòû. Ïðè ýòîì ñóáúåêòûðàññìàòðèâàþòñÿ êàê àêòèâèçèðîâàííûå îáúåêòû, òî åñòü ìîãóò ñóùåñòâîâàòüäóãè ìåæäó ñóáúåêòàìè. Ïîìèìî ïðàâ, ïðèñóòñòâóþùèõ â ìîäåëè HRU, â Take-Grant äîáàâëÿþòñÿ äâà äîïîëíèòåëüíûõ ïðàâà: Take (t) � ïðàâî áðàòü ïðàâàäîñòóïà ó êàêîãî-ëèáî ñóáúåêòà è Grant (g) � ïðàâî ïðåäîñòàâëÿòü ïðàâà äî-ñòóïà íà êàêîé-ëèáî îáúåêò.Ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èçìåíÿþòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ÷åòûðåõ âèäîâ êîìàíä:1. Take(α, x, y, z) � ñóáúåêò x áåðåò ïðàâà α ó îáúåêòà y íà îáúåêò z.2. Grant(α, x, y, z) � ñóáúåêò x äàåò ïðàâà α îáúåêòó y íà îáúåêò z.3. Create(α, x, y) � ñóáúåêò x ñîçäàåò îáúåêò y ñ ïðàâàìè α íà íåãî.4. Remove(α, x, y) � ñóáúåêò x óäàëÿåò ïðàâà α íà îáúåêò y.Ïðè àíàëèçå áåçîïàñíîñòè ñèñòåìû èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ äî-ñòóïà êàêèì-ëèáî ñóáúåêòîì íà êàêîé-ëèáî îáúåêò. Ïðè ýòîì àíàëèçèðóþòñÿóñòàíîâëåííûå íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îòíîøåíèÿ â ñèñòåìå è ðàññìàò-ðèâàþòñÿ âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà ñèñòåìû â ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ïóòåì èçìå-íåíèÿ ïðàâ äîñòóïà íà îáúåêòû. Èìååòñÿ äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà ïîëó÷åíèÿïðàâ äîñòóïà â ñèñòåìå: ñàíêöèîíèðîâàííîå ïîëó÷åíèå ïðàâ è ïîõèùåíèå ïðàâ.1.2. Ïîëó÷åíèå ïðàâ äîñòóïàÎïðåäåëåíèå 1. Ïðåäèêàò ¾âîçìîæåí äîñòóï¿(α, x, y, G0) èñòèíåí òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ãðàôû äîñòóïîâ G1, G2, ...Gn òàêèå, ÷òî
G1 `c1 G2 `c2 ... `cn

Gn, ãäå G0 � èñõîäíûé ãðàô ñèñòåìû, G1, G2, ...Gn �ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî ãðàôà ïîä âîçäåéñòâèåì êîìàíä
c1, c2, ...cn.Îïðåäåëåíèå 2. Âåðøèíû ãðàôà äîñòóïîâ íàçûâàþòñÿ tg-ñâÿçíûìè (ñîåäè-íåíû tg-ïóòåì), åñëè â ãðàôå ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè,÷òî êàæäàÿ äóãà ïóòè ñîäåðæèò ïðàâî Take ëèáî Grant áåç ó÷åòà íàïðàâëåíèÿäóã.Äëÿ ãðàôà äîñòóïîâ, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñóáúåêòû, ñïðà-âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà 1. Â ãðàôå äîñòóïîâ G0, ñîäåðæàùèì òîëüêî âåðøèíû-ñóáúåêòû,ïðåäèêàò ¾âîçìîæåí äîñòóï¿(α, x, y, G0) èñòèíåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:



162 Ä.Ì. Áðå÷êà. Àëãîðèòìû àíàëèçà áåçîïàñíîñòè ñîñòîÿíèé. . .1. Â ãðàôå G0 ñóùåñòâóþò ñóáúåêòû s1, s2, ..., sm, ñâÿçàííûå äóãàìè ñ âåð-øèíîé y.2. Ñóáúåêò x â ãðàôå G0 ñîåäèíåí tg-ïóòåì ñ êàæäûì ñóáúåêòîì si äëÿ
i = 1, 2, . . .m.Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â [1].Ïîäîáíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâóåò è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà äîñòóïîâ. Äëÿòîãî ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó, íåîáõîäèìî ïðåæäå îïðåäåëèòü íåñêîëüêîïîíÿòèé.Îïðåäåëåíèå 3. Îñòðîâîì â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå äîñòóïîâ íàçûâàåòñÿ åãîìàêñèìàëüíûé tg-ñâÿçíûé ïîäãðàô, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç âåðøèí ñóáúåêòîâ.Îïðåäåëåíèå 4. Ìîñòîì â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå äîñòóïîâ íàçûâàåòñÿ tg-ïóòü,ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû-îáúåêòû, êîíöàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû-ñóáúåêòû; ïðè ýòîì ñëîâàðíàÿ çàïèñü tg-ïóòè äîëæíà èìåòü âèä −→t ∗, ←−t ∗,−→

t ∗−→g←−t ∗, −→t ∗←−g←−t ∗, ãäå ñèìâîë ∗ îçíà÷àåò ìíîãîêðàòíîå (â òîì ÷èñëå íóëåâîå)ïîâòîðåíèå.Îïðåäåëåíèå 5. Íà÷àëüíûì ïðîëåòîì ìîñòà â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå äîñòóïîâíàçûâàåòñÿ tg-ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû-îáúåêòû, íà÷àëîì êîòîðîãî ÿâ-ëÿåòñÿ âåðøèíà-ñóáúåêò, à êîíöîì � âåðøèíà-îáúåêò; ïðè ýòîì ñëîâàðíàÿ çà-ïèñü ïóòè èìååò âèä −→t ∗−→g .Îïðåäåëåíèå 6. Êîíå÷íûì ïðîëåòîì ìîñòà â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå äîñòóïîâíàçûâàåòñÿ tg-ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû-îáúåêòû, íà÷àëîì êîòîðîãî ÿâ-ëÿåòñÿ âåðøèíà-ñóáúåêò, à êîíöîì � âåðøèíà-îáúåêò; ïðè ýòîì ñëîâàðíàÿ çà-ïèñü ïóòè èìååò âèä −→t ∗.Òåîðåìà 2. Â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå äîñòóïîâ äëÿ îáúåêòîâ x è y ïðåäèêàò¾âîçìîæåí äîñòóï¿(α, x, y, G0) èñòèíåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíå-íû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1. Â èñõîäíîì ãðàôå G0 ñóùåñòâóþò îáúåêòû s1, s2, ..., sm, ñîåäèíåííûå äó-ãàìè ñ îáúåêòîì y.2. Â èñõîäíîì ãðàôå G0 ñóùåñòâóþò ñóáúåêòû x′1, x
′
2, ..., x

′
m è s′1, s

′
2, ..., s

′
mòàêèå, ÷òî:

• x′i = x èëè x′i ñîåäèíåí ñ x íà÷àëüíûì ïðîëåòîì ìîñòà â ãðàôå G0äëÿ i = 1, 2, ..., m;
• s′i = s èëè s′i ñîåäèíåí ñ s êîíå÷íûì ïðîëåòîì ìîñòà â ãðàôå G0 äëÿ
i = 1, 2, ..., m.3. Â èñõîäíîì ãðàôå G0 äëÿ êàæäîé ïàðû (x′i, s

′
i), ãäå i = 1, 2, ..., m, ñóùå-ñòâóþò îñòðîâà Ii,1, ..., Ii,ui

ïðè ui ≥ 1 òàêèå, ÷òî x′i ∈ Ii,1, s′i ∈ Ii,ui
, èñóùåñòâóþò ìîñòû ìåæäó îñòðîâàìè Iij è Iij+1 ïðè j = 1, 2, ..., ui−1.Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â [1].



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 1632. Ãðàô äîñòóïîâ èç âåðøèí-ñóáúåêòîâÑîãëàñíî Òåîðåìå 1 äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü âîçìîæíîñòü äîñòóïà îäíîãîñóáúåêòà ê äðóãîìó â ãðàôå, êîòîðûé ñîäåðæèò òîëüêî âåðøèíû-ñóáúåêòû,íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè â ãðàôå ìåæäó ýòèìè ñóáúåêòàìè tg-ïóòü.Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå äóã íå ó÷èòûâàåòñÿ. Äëÿ ïîèñêà tg-ïóòè ìîæíî èñïîëü-çîâàòü àëãîðèòì Äåéêñòðû [3] ïðè íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèè ãðàôà äîñòóïîâ.3. Ïîèñê tg-ïóòåéÄëÿ íà÷àëà ïðèâåäåì îïèñàíèå ñàìîãî àëãîðèòìà Äåéêñòðû. Àëãîðèòì ïîçâî-ëÿåò íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü â ãðàôå ìåæäó äâóìÿ âûäåëåííûìè âåðøèíàìè
s è t. Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà âñå âåðøèíû è äóãè íå ïîìå÷åíû. Âõîäå âûïîëíåíèÿ êàæäîé âåðøèíå x ïðèñâàèâàåòñÿ ÷èñëî d(x), ðàâíîå äëèíåêðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó s è x, âêëþ÷àþùåãî òîëüêî ïîìå÷åííûå âåðøèíû èäóãè. Øàãè àëãîðèòìà:1. Ïðèñâîèòü d(s) = 0 è d(x) = ∞ äëÿ âñåõ x, îòëè÷íûõ îò s. Ïîìåòèòüâåðøèíó s è ïðèñâîèòü y = s. Ãäå y - ïîñëåäíÿÿ ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà.2. Äëÿ êàæäîé íåïîìå÷åííîé âåðøèíû x ïåðåñ÷èòàòü âåëè÷èíó d(x):

d(x) = min{d(x), d(y) + a(y, x)}, ãäå a(y, x) � äëèíà äóãè îò y ê x.Åñëè d(x) =∞ äëÿ âñåõ íåïîìå÷åííûõ x, òî çàêîí÷èòü ïðîöåäóðó: â ãðàôåíåò ïóòè èç s â íåïîìå÷åííûå âåðøèíû. Èíà÷å � ïîìåòèòü òó èç âåðøèí
x, äëÿ êîòîðîé d(x) ìèíèìàëüíà. Âìåñòå ñ âåðøèíîé x îêðàøèâàåòñÿ äóãà,âåäóùàÿ â äàííóþ âåðøèíó. Ïðèñâîèòü y = x.3. Åñëè y == t, òî çàêîí÷èòü ïðîöåäóðó: ïóòü èç s â t íàéäåí � ñîñòîèò èçïîìå÷åííûõ äóã è âåðøèí. Èíà÷å � ïåðåéòè íà øàã 2.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü äàííûé àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà tg-ïóòåé, ïðîèçâåäåì ìîäèôèêàöèþ ãðàôà äîñòóïîâ îïèñàííûì íèæå îáðàçîì.Âî-ïåðâûõ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàïðàâëåíèÿ äóã íå èìåþò çíà÷åíèÿ (ñîãëàñíîîïðåäåëåíèþ 2 íàïðàâëåíèÿ äóã â tg-ïóòè íå ó÷èòûâàþòñÿ).Âî-âòîðûõ, ïðèñâîèì âñåì äóãàì, íå ñîäåðæàùèì ïðàâ Take èëè Grant, âåñ,ðàâíûé áåñêîíå÷íîñòè (d(e) =∞).Â-òðåòüèõ, äëÿ âñåõ ðåáåð, ñîäåðæàùèõ ïðàâà Take èëè Grant, ïðèñâîèì âåñ,ðàâíûé åäèíèöå (d(e) = 1), òàê êàê íå ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû,èñïîëüçóåòñÿ ïðàâî Take èëè Grant. Ïðè ýòîì åñëè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìèñóùåñòâóåò áîëüøå îäíîãî òàêîãî ðåáðà, òî íåîáõîäèìî îñòàâèòü ëèøü îäíî èçíèõ.Ïîñëå òàêîé ìîäèôèêàöèè ê ãðàôó ìîæíî ïðèìåíÿòü àëãîðèòì Äåéêñòðû.Ïðè ýòîì áóäåò íàéäåí êðàò÷àéøèé tg-ïóòü ìåæäó óêàçàííûìè âåðøèíàìè, íîäëÿ íàñ íåò ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû � ëþáîé èç ñóùåñòâóþùèõ ïóòåé ïîäîé-äåò.



164 Ä.Ì. Áðå÷êà. Àëãîðèòìû àíàëèçà áåçîïàñíîñòè ñîñòîÿíèé. . .4. Ïðîèçâîëüíûé ãðàô äîñòóïîâÑîãëàñíî Òåîðåìå 2 äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü âîçìîæíîñòü äîñòóïà îäíîãîñóáúåêòà ê äðóãîìó â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå äîñòóïîâ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû:1) â ãðàôå ñóùåñòâîâàëè ìîñòû;2) èññëåäóåìûå ñóáúåêòû áûëè ñîåäèíåíû â ãðàôå äîñòóïîâ íà÷àëüíûì èêîíå÷íûì ïðîëåòîì ìîñòà ñ îñòðîâàìè;3) ñàìè îñòðîâà â ãðàôå áûëè ñîåäèíåíû ìîñòàìè.4.1. Ïîèñê îñòðîâîâÄëÿ ïîèñêà îñòðîâîâ â ãðàôå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì Ôëîéäà [3],ïðè ýòîì ãðàô äîñòóïîâ íåîáõîäèìî îïðåäåëåííûì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàòü.Ïðèâåäåì îïèñàíèå àëãîðèòìà Ôëîéäà. Àëãîðèòì ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïåðåäíà÷àëîì åãî ðàáîòû âñå âåðøèíû ãðàôà äîëæíû áûòü ïðîíóìåðîâàíû. Äëèíàêðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû i â âåðøèíó j îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dm
ij , ãäå m �÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí ïóòè. Åñëè ìåæäó âåðøèíàìè i è j íå ñóùåñòâóåòíè îäíîãî ïóòè, òî dm

ij =∞. Âåëè÷èíà d0
ii = 0.Ôîðìàëüíî àëãîðèòì Ôëîéäà èìååò ñëåäóþùèå øàãè:1. Ïðîíóìåðîâàòü âñå âåðøèíû èñõîäíîãî ãðàôà öåëûìè ÷èñëàìè îò 1 äî N .Îïðåäåëèòü ìàòðèöó D0 òàêóþ, ÷òî êàæäûé åå ýëåìåíò (i, j) ñîîòâåòñòâóåòâåëè÷èíå d0

ij, òî åñòü, êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû D0 âûðàæàåò äëèíó äóãèìåæäó âåðøèíàìè i è j â èñõîäíîì ãðàôå. Åñëè â èñõîäíîì ãðàôå âåðøèíûíå ñîåäèíåíû äóãàìè, òî d0
ij =∞. Äëÿ êàæäîãî i d0

ii = 0.2. Äëÿm, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ 1, 2, ..., N , îïðåäåëèòü ïîâåëè÷èíàì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Dm−1 âåëè÷èíû ìàòðèöû Dm, èñïîëüçóÿîòíîøåíèå dm
ij = min{dm−1

im + dm−1
mj , dm−1

ij }.Ïî îêîí÷àíèè äàííîé ïðîöåäóðû âåëè÷èíà ýëåìåíòà (i, j) ìàòðèöû DN áóäåòîïðåäåëÿòü äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû i â âåðøèíó j.Äëÿ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Ôëîéäà íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü ãðàô äî-ñòóïîâ òàêèì æå îáðàçîì, ÷òî è äëÿ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Äåéêñòðû.1. Óäàëèì íàïðàâëåíèÿ äóã.2. Ïðèñâîèì âñåì ðåáðàì, íå ñîäåðæàùèì ïðàâà Take è Grant, áåñêîíå÷íûéâåñ. Çàìåòèì, ÷òî ïî óñëîâèþ àëãîðèòìà âåñ ðåáðà ìåæäó äâóìÿ âåðøè-íàìè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè íå ñóùåñòâóåò.Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû óäàëÿåì èç ãðàôà âñå ðåáðà, íå ñîäåð-æàùèå ïðàâ Take èëè Grant.3. Âñåì ðåáðàì, ñîäåðæàùèì ïðàâà Take è Grant, ïðèñâîèì âåñ, ðàâíûé åäè-íèöå.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 165Äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ãðàôà áóäåì ïðèìåíÿòü àëãîðèòì Ôëîéäà ñëåäó-þùèì îáðàçîì:1. Âûáåðåì âåðøèíó èç ìíîæåñòâà âñåõ âåðøèí ãðàôà (E), ïðèìåíèì äëÿ íååàëãîðèòì Ôëîéäà. Àëãîðèòì îáíàðóæèò âñå âåðøèíû â ãðàôå, ñâÿçàííûåñ âûáðàííîé tg-ïóòåì. Ìíîæåñòâî âåðøèí, âûáðàííîå àëãîðèòìîì, áóäåòÿâëÿòüñÿ îñòðîâîì. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç I1.2. Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà áåç I1 îáîçíà÷èì ÷åðåç E/I1. Âûáåðåì âåðøè-íó èç ìíîæåñòâà E/I1 è ïðèìåíèì äëÿ íåå àëãîðèòì Ôëîéäà. Àëãîðèòìîáíàðóæèò âñå âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó E/I1, ñâÿçàííûå ñâûáðàííîé tg-ïóòåì. Ìíîæåñòâî âåðøèí, âûáðàííîå àëãîðèòìîì, îáîçíà-÷èì ÷åðåç I2. Ýòî ìíîæåñòâî áóäåò ÿâëÿòüñÿ âòîðûì ìîñòîì â ãðàôå.Áóäåì ïðèìåíÿòü äàííóþ ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà âñå âåðøèíû ãðàôàíå áóäóò ðàñïðåäåëåíû ïî ñâîèì îñòðîâàì. Íà íåêîòîðîì øàãå N ìíîæåñòâî
E/IN−1 ñòàíåò ïóñòûì � ýòî çíà÷èò, ÷òî îáíàðóæåíû âñå ìîñòû â ãðàôå äîñòó-ïîâ.4.2. Ïîèñê ìîñòîâÏîñëå òîãî êàê íàéäåíû âñå îñòðîâà â ãðàôå äîñòóïîâ, íåîáõîäèìî âûÿñíèòü,ñîåäèíåíû ëè îíè ìîñòàìè. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4, ìîñòîì â ãðàôå äîñòóïîâíàçûâàåòñÿ tg-ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû-îáúåêòû, êîíöàìè êîòîðîãî ÿâ-ëÿþòñÿ âåðøèíû-ñóáúåêòû; ïðè ýòîì ñëîâàðíàÿ çàïèñü tg-ïóòè èìååò âèä −→t ∗,←−
t ∗, −→t ∗−→g←−t ∗, −→t ∗←−g←−t ∗.Çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ìîñòà â ãðàôå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êîòîðûé, àíàëèçèðóÿ âåðøèíû ãðàôàäîñòóïîâ è óñòàíîâëåííûå ïðàâà ìåæäó íèìè, ìîã îïðåäåëèòü tg-ïóòü çàäàííî-ãî âèäà. Ïîõîæàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ-ðàñïîçíàâàòåëåéãðàììàòèê. Ïîñòðîåíèå ðàñïîçíàâàòåëåé ãðàììàòèê ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ â [4].Ïîñòðîèì ðàñïîçíàâàòåëü ìîñòîâ â ãðàôå äîñòóïîâ. Ïðè ýòîì ìîñò −→t ∗ áóäåìðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîñòà−→t ∗−→g←−t ∗, òî åñòü äëÿ ïîèñêà ýòèõ äâóõòèïîâ ìîñòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü îäèí àëãîðèòì.Ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé. Íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ âåðøèíó ìîñòà áóäåì îáî-çíà÷àòü S(e) è F (e) ñîîòâåòñòâåííî. Âåðøèíó, â êîòîðîé ìû íàõîäèìñÿ â äàí-íûé ìîìåíò, áóäåì îáîçíà÷àòü C(e), à ðàññìàòðèâàåìóþ âåðøèíó � W (e). Äó-ãó ìåæäó âåðøèíàìè e1 è e2, ñîäåðæàùåå ïðàâî −→g , îáîçíà÷èì −→g (e1, e2). Äëÿäóã ñ ïðàâàìè −→t è ←−t òàêæå ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ −→t (e1, e2) è←−
t (e1, e2).Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ìîñòû −→t ∗ è −→t ∗−→g←−t ∗.Áóäåì èñêàòü ìîñò ìåæäó îñòðîâàìè ãðàôà I1 è I2. Ïóñòü íàø ðàñïîçíà-âàòåëü íàõîäèòñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíû âåðøèíû
S(e) è F (e) (S(e) ∈ I1, F (e) ∈ I2). Â ñàìîì íà÷àëå ðàáîòû C(e) = S(e). Ðàñ-ñìîòðèì âîçìîæíûå âàðèàíòû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàñïîçíàâàòåëÿ. Î÷åâèäíî,



166 Ä.Ì. Áðå÷êà. Àëãîðèòìû àíàëèçà áåçîïàñíîñòè ñîñòîÿíèé. . .÷òî ïðÿìîé äóãè ìåæäó C(e) è F (e), ñîäåðæàùåé ïðàâî t èëè g, áûòü íå ìî-æåò, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îáå âåðøèíû ïðèíàäëåæàëè áû îäíîìó îñòðîâó.Äëÿ ïîèñêà ìîñòà ìåæäó äàííûìè âåðøèíàìè íàì íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòüâåðøèíû-îáúåêòû ãðàôà äîñòóïîâ. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ îáúåêòîâ ÷åðåç
O. Âûáåðåì èç ýòîãî ìíîæåñòâà âåðøèíó W (e) è ðàññìîòðèì, êàêèì îáðàçîìýòà âåðøèíà ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ C(e). Òàê êàê ìû èùåì ìîñò −→t ∗−→g←−t ∗, òîíàñ èíòåðåñóåò, ñóùåñòâóåò ëè äóãà −→t èëè −→g ìåæäó C(e) è W (e). Åñëè òàêîéäóãè íåò, òî íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëåäóþùóþ âåðøèíó
W (e) èç O. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ìû ðàññìîòðåëè âñå âåðøèíû èç O, íîïîäõîäÿùåé òàê è íå íàøëè, â ýòîì ñëó÷àå íàì ñëåäóåò âûáðàòü äðóãóþ âåð-øèíó S(e) ∈ I1. Åñëè æå ìû ðàññìîòðåëè âñå âåðøèíû èç I1 è O, íî òàê è íåíàøëè íè îäíîé ïîäõîäÿùåé íàì ïàðû, òî, î÷åâèäíî, ìîñòà íå ñóùåñòâóåò èðàñïîçíàâàòåëü ïåðåõîäèò â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñ îòðèöàòåëüíûì ðåçóëüòàòîì.Íàçîâåì ýòî ñîñòîÿíèå E−. Äîïóñòèì, ÷òî, ïåðåáèðàÿ ïàðû C(e) - W (e), ìûîáíàðóæèëè äóãó ñîäåðæàùóþ ïðàâî −→t (−→t (C(e),W (e)), ýòî çíà÷èò, ÷òî ìûíàøëè äóãó, êîòîðàÿ ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ÷àñòüþ ìîñòà. Íàì íåîáõîäèìî çàïîì-íèòü ýòó äóãó, äëÿ ýòîãî ïîìåòèì åå è âåðøèíó W (e) ïîëîæèòåëüíî, ñäåëàåìðàññìàòðèâàåìóþ âåðøèíó òåêóùåé (W (e) = C(e)) è ïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëüâ íîâîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü −→T +. Íàìè îñòàëàñü íå ðàññìîòðåíàñèòóàöèÿ, êîãäà, ïåðåáèðàÿ ïàðû C(e) - W (e), ìû îáíàðóæèëè äóãó ñîäåðæà-ùóþ ïðàâî −→g (−→g (C(e),W (e)). Â ýòîì ñëó÷àå ïîìåòèì äóãó è âåðøèíó W (e)ïîëîæèòåëüíî, âûïîëíèì ïðèñâîåíèå W (e) = C(e) è ïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëüâ íîâîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü −→G+.Äîïóñòèì, ÷òî â õîäå ñâîåãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàñïîçíàâàòåëü ïåðåøåëâ ñîñòîÿíèå −→T +. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóþòëè tg-äóãè ìåæäó òåêóùåé è êîíå÷íîé âåðøèíîé ìîñòà. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äó-ãà −→t (C(e), F (e)), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïîçíàâàòåëü îáíàðóæèë ìîñò òèïà −→t ∗;íåîáõîäèìî ïîìåòèòü ýòó äóãó è ïåðåâåñòè ðàñïîçíàâàòåëü â íîâîå ñîñòîÿ-íèå, êîòîðîå íàçîâåì E+. Äðóãîé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò äóãà
−→g (C(e), F (e)), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïîçíàâàòåëü îáíàðóæèë ìîñò òèïà −→t ∗−→g .Ïîìåòèì äàííóþ äóãó è âåðøèíó ïîëîæèòåëüíî è ïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëü âñîñòîÿíèå E+. Ðàññìîòðèì âàðèàíòû, êîãäà tg-äóãè ìåæäó òåêóùåé è êîíå÷íîéâåðøèíîé ìîñòà íå ñóùåñòâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïîçíàâàòåëü âûáèðàåò âåðøè-íóW (e) ∈ O èç òåõ, ÷òî åùå íå ïîìå÷åíû. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äóãà −→t (C(e),W (e))� ïîìåòèì äóãó è âåðøèíó W (e) ïîëîæèòåëüíî, ñäåëàåì ðàññìàòðèâàåìóþ âåð-øèíó òåêóùåé (C(e) = W (e)); ðàñïîçíàâàòåëü îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè −→T + è âû-áèðàåò ñëåäóþùóþ âåðøèíó W (e) ∈ O. Åñëè ñóùåñòâóåò äóãà −→g (C(e),W (e))� ïîìåòèì äóãó è âåðøèíó ïîëîæèòåëüíî, ñäåëàåì ðàññìàòðèâàåìóþ âåðøèíóòåêóùåé è ïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå −→G+. Íàêîíåö, âîçìîæíà ñè-òóàöèÿ, êîãäà ìû ïåðåáðàëè âñå íåïîìå÷åííûå âåðøèíû èç ìíîæåñòâà O è íåíàøëè äóã −→t èëè −→g � ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû çàøëè â òóïèê. Ïîïðîáóåì âåðíóòü-ñÿ ê ïðåäûäóùåé âåðøèíå è âûáðàòü äðóãóþ, îòëè÷íóþ îò òåêóùåé. Äëÿ ýòîãîïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü −→T −.Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå −→T −. Ðàñïîçíàâàòåëü ïîïàäàåò â íåãî èç ñîñòîÿíèÿ −→T +



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 167â òîì ñëó÷àå, åñëè, ðàññìîòðåâ âñå íåïîìå÷åííûå âåðøèíû ìíîæåñòâà O, îí íåíàøåë äóã −→t èëè −→g ìåæäó âåðøèíîé C(e) è W (e). Ïîïðîáóåì âûáðàòü âåð-øèíó, îòëè÷íóþ îò òåêóùåé. Äëÿ ýòîãî ïîìåòèì C(e) îòðèöàòåëüíî, ñäåëàåìòåêóùåé ïðåäûäóùóþ ïîìå÷åííóþ ïîëîæèòåëüíî âåðøèíó (C(e) = C(e − 1))è âåðíåì ðàñïîçíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå −→T +. Òåêóùóþ âåðøèíó íåîáõîäèìî ïî-ìåòèòü îòðèöàòåëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñïîçíàâàòåëü âíîâü íå âûáðàë åå âñîñòîÿíèè −→T +. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà, âûáèðàÿ ïðåäûäóùóþ âåðøèíó, ìûïîïàäåì â âåðøèíó S(e). Ýòî, î÷åâèäíî, îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó âåðøèíàìè S(e)è F (e) íå ñóùåñòâóåò ìîñòà è íåîáõîäèìî âåðíóòü ðàñïîçíàâàòåëü â íà÷àëüíîåñîñòîÿíèå äëÿ âûáîðà äðóãèõ S(e) è F (e).Ïóñòü â õîäå ñâîåé ðàáîòû ðàñïîçíàâàòåëü ïåðåøåë â ñîñòîÿíèå −→G+. Ïðî-âåðèì, ñóùåñòâóåò ëè äóãà ←−t ìåæäó âåðøèíàìè C(e) è F (e). Åñëè äà, òî ýòîîçíà÷àåò, ÷òî îáíàðóæåí ìîñò −→t ∗−→g←−t ∗. Ïîìåòèì äàííóþ äóãó ïîëîæèòåëüíî èïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå E+. Åñëè íóæíîé íàì äóãè ìåæäó C(e)è F (e) íå ñóùåñòâóåò, òî íåîáõîäèìî âûáðàòü íåïîìå÷åííóþ âåðøèíó W (e) èçìíîæåñòâà O. Åñëè ñóùåñòâóåò äóãà ←−t (C(e),W (e)), òî ïîìåòèì ýòó äóãó è âåð-øèíó W (e) ïîëîæèòåëüíî, ïðèñâîèì C(e) = W (e), è ïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëüâ íîâîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ←−T +. Âñå ïðî÷èå âàðèàíòû íàñ íåèíòåðåñóþò, îäíàêî âîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ìû ïåðåáðàëè âñå íåïîìå-÷åííûå âåðøèíû èç ìíîæåñòâà O, íî òàê è íå íàøëè äóãè, ñîäåðæàùåé ïðàâî←−t .Â ýòîì ñëó÷àå íàì ïðèäåòñÿ ïîìåòèòü òåêóùóþ âåðøèíó îòðèöàòåëüíî, âûáðàòüâ êà÷åñòâå òåêóùåé ïðåäûäóùóþ ïîìå÷åííóþ ïîëîæèòåëüíî (C(e) = C(e− 1))è âåðíóòüñÿ â ñîñòîÿíèå −→T +.Åñëè ðàñïîçíàâàòåëü ïîïàë â ñîñòîÿíèå←−T +, òî íàì ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ñóùå-ñòâóåò ëè äóãà ←−t (C(e), F (e)). Åñëè ýòî òàê, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî îáíàðóæåí ìîñò−→
t ∗−→g←−t ∗; ïîìåòèì äàííîå ðåáðî ïîëîæèòåëüíî è ïåðåéäåì â ñîñòîÿíèå E+. Âïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáåðåì íåïîìå÷åííóþ âåðøèíóW (e) ∈ O è ïðîâåðèì, ñóùå-ñòâóåò ëè äóãà←−t (C(e),W (e)). Åñëè òàêàÿ äóãà ñóùåñòâóåò, òî ïîìåòèì âåðøèíó
W (e) è äóãó ïîëîæèòåëüíî, ïðèñâîèì C(e) = W (e) è âíîâü ïåðåéäåì â ñîñòîÿíèå←−
T +. Â ñëó÷àå, êîãäà, ïåðåáðàâ âñå íåïîìå÷åííûå âåðøèíû èç O, ìû íå íàøëèíóæíîé äóãè (ïîïàëè â òóïèê), íåîáõîäèìî ïîïðîáîâàòü âåðíóòüñÿ ê ïðåäûäó-ùåé ïîìå÷åííîé ïîëîæèòåëüíî âåðøèíå. Äëÿ ýòîãî ïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëüâ íîâîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå íàçîâåì ←−T −.Îïèøåì ñîñòîÿíèå ←−T −. Ðàñïîçíàâàòåëü ïåðåõîäèò ñþäà èç ñîñòîÿíèÿ ←−T +,åñëè, ïåðåáðàâ âñå íåïîìå÷åííûå âåðøèíû èç O, îí íå ñìîã îáíàðóæèòü äóãè←−
t ìåæäó C(e) è W (e). Ïîìåòèì òåêóùóþ âåðøèíó îòðèöàòåëüíî, âåðíåìñÿê ïðåäûäóùåé ïîìå÷åííîé ïîëîæèòåëüíî âåðøèíå (C(e) = C(e − 1)) è âíîâüïåðåéäåì â ñîñòîÿíèå ←−T +. Åñëè ïðè âûáîðå ïðåäûäóùåé âåðøèíû ìû ïîïàäåìâ âåðøèíó, êîòîðîé çàêîí÷èëàñü äóãà −→g , òî íàì ïðèäåòñÿ ïîìåòèòü åå îòðèöà-òåëüíî è âåðíóòüñÿ â ñîñòîÿíèå −→T +.Ãðàôè÷åñêàÿ ñõåìà ðàáîòû ðàñïîçíàâàòåëÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 1.Äëÿ ïîèñêà ìîñòà −→t ∗←−g←−t ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïèñàííûì ðàñïîçíàâà-òåëåì, åñëè çàìåíèòü ñîñòîÿíèå −→G+ íà ñîñòîÿíèå ←−G+.
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Ðèñ. 1. Ðàñïîçíàâàòåëü ìîñòà →t ∗
→

g
←

t
∗Ïîñòðîèì ðàñïîçíàâàòåëü ìîñòà←−t ∗. Áóäåì èñêàòü ìîñò ìåæäó îñòðîâàìè I1è I2. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè âûáåðåì S(e) ∈ I1, F (e) ∈ I2, ïðèñâîèì C(e) = S(e).Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò äóãè ←−t (C(e), F (e)), èíà÷å âåð-øèíû S(e) è F (e) ïðèíàäëåæàëè áû îäíîìó îñòðîâó. Âûáåðåì âåðøèíó W (e)èç ìíîæåñòâà O è ïðîâåðèì, ñóùåñòâóåò ëè äóãà ←−t (C(e),W (e)). Åñëè äóãà ñó-ùåñòâóåò, òî ïîìåòèì äàííóþ äóãó è âåðøèíó W (e) ïîëîæèòåëüíî, ïðèñâîèì

C(e) = W (e) è ïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå ←−T +; èíà÷å âûáåðåì ñëå-äóþùóþ âåðøèíó W (e). Åñëè ìû ðàññìîòðåëè âñå âåðøèíû èç O, íî ïðè ýòîìòàê è íå íàøëè íè îäíîé äóãè ←−t (C(e),W (e)), òî ïîïðîáóåì âûáðàòü äðóãóþâåðøèíó S(e) ∈ I1. Íàêîíåö, êîãäà ìû ïåðåáðàëè âñå âåðøèíû èç I1 è íå íàøëèíè îäíîé äóãè ←−t (C(e),W (e)) � ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîñòà íå ñóùåñòâóåò; ïåðåâåäåìðàñïîçíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå E−.Ïóñòü ðàñïîçíàâàòåëü ïîïàë â ñîñòîÿíèå←−T +. Ïðîâåðèì, ñóùåñòâóåò ëè äóãà←−
t (C(e), F (e)). Åñëè äà, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî îáíàðóæåí ìîñò ←−t ∗, ïîìåòèì äóãóïîëîæèòåëüíî è ïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå E+. Åñëè òàêîé äóãè íåò,òî âûáåðåì âåðøèíó W (e) ∈ O è ïðîâåðèì, ñóùåñòâóåò ëè äóãà ←−t (C(e),W (e)).Åñëè òàêàÿ äóãà åñòü, òî ïîìåòèì åå è âåðøèíó W (e) ïîëîæèòåëüíî, ïðèñâîèì
C(e) = W (e) è âíîâü ïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå←−T +; èíà÷å âûáåðåìñëåäóþùóþ âåðøèíó W (e). Êîãäà ìû ðàññìîòðèì âñå âåðøèíû èç O, íî ïðèýòîì íå îáíàðóæèì íè îäíîé äóãè ←−t (C(e),W (e)), òî ïîïðîáóåì âåðíóòüñÿ êïðåäûäóùåé ïîìå÷åííîé ïîëîæèòåëüíî âåðøèíå, äëÿ ýòîãî ïåðåâåäåì ðàñïî-çíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå ←−T −.Â ñîñòîÿíèè ←−T − íåîáõîäèìî ïîìåòèòü òåêóùóþ âåðøèíó îòðèöàòåëüíî èâåðíóòüñÿ ê ïðåäûäóùåé ïîëîæèòåëüíîé âåðøèíå (C(e) = C(e−1)), ïîñëå ÷åãî



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 169íóæíî ïåðåâåñòè ðàñïîçíàâàòåëü îáðàòíî â ←−T +. Åñëè ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäûäó-ùåé âåðøèíå ìû îêàçàëèñü â âåðøèíå S(e), òî íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ â íà÷àëü-íîå ñîñòîÿíèå äëÿ âûáîðà äðóãîé S(e) ∈ I1.Ãðàôè÷åñêàÿ ñõåìà ðàáîòû ðàñïîçíàâàòåëÿ äëÿ ïîèñêà ìîñòà ←−t ∗ ïðåäñòàâ-ëåíà íà ðèñóíêå 2.
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)()( eWeC ==Ðèñ. 2. Ðàñïîçíàâàòåëü ìîñòà ←t ∗4.3. Ïîèñê íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ïðîëåòà ìîñòàÍàìè îñòàëèñü íå ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû ïîèñêà íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ïðî-ëåòà ìîñòà.Ðàññìîòðèì ïîèñê íà÷àëüíîãî ïðîëåòà. Ïî îïðåäåëåíèþ 5 íà÷àëüíûé ïðîëåòìîñòà � ýòî tg-ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû-îáúåêòû, íà÷àëîì êîòîðîãîÿâëÿåòñÿ âåðøèíà-ñóáúåêò, à êîíöîì � âåðøèíà-îáúåêò; ïðè ýòîì ñëîâàðíàÿçàïèñü ïóòè èìååò âèä −→t ∗−→g . Ïîñòðîèì ðàñïîçíàâàòåëü íà÷àëüíîãî ïðîëåòàìîñòà.Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âåðøèíó-îáúåêò, êîòîðàÿ áó-äåò ÿâëÿòüñÿ êîíöîì ïðîëåòà. Îáîçíà÷èì ýòó âåðøèíó F (e). Áóäåì èñêàòü íà-÷àëüíûé ïðîëåò ìîñòà îò îñòðîâà I äî âåðøèíû F (e). Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèèíàì íåîáõîäèìî âûáðàòü âåðøèíó S(e) ∈ I. Òàêæå íóæíî âûáðàòü ðàññìàòðè-âàåìóþ âåðøèíó, â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ýòî áóäåò âåðøèíà S(e) (C(e) = S(e)).Ïîñëå ýòîãî ïðîâåðèì, ñóùåñòâóåò ëè äóãà −→g (C(e), F (e)). Åñëè òàêàÿ äóãà ñó-ùåñòâóåò � ýòî çíà÷èò, ÷òî íà÷àëüíûé ïðîëåò ìîñòà îáíàðóæåí, ïîìåòèì äóãóïîëîæèòåëüíî è ïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå E+. Åñëè òàêîé äóãè íåò,òî âûáåðåì âåðøèíó W (e) ∈ O è ïðîâåðèì, ñóùåñòâóåò ëè äóãà −→t (C(e),W (e)).



170 Ä.Ì. Áðå÷êà. Àëãîðèòìû àíàëèçà áåçîïàñíîñòè ñîñòîÿíèé. . .Åñëè äóãà åñòü, òî ïîìåòèì åå è âåðøèíóW (e) ïîëîæèòåëüíî, âûïîëíèì ïðèñâî-åíèå C(e) = W (e) è ïåðåéäåì â ñîñòîÿíèå −→T +. Åñëè äóãè íåò, òî âûáåðåì ñëåäó-þùóþ âåðøèíó W (e). Åñëè ïðè ïåðåáîðå âñåõ âåðøèí èç O äóãè −→t (C(e),W (e))íå îáíàðóæèòñÿ, òî âûáåðåì äðóãóþ âåðøèíó S(e). Êîãäà áóäóò ðàññìîòðåíûâñå âåðøèíû èç I, íî ïðè ýòîì ðàñïîçíàâàòåëü áóäåò íàõîäèòüñÿ â íà÷àëüíîì ñî-ñòîÿíèè � ìû âûÿñíèì, ÷òî íà÷àëüíîãî ïðîëåòà ìåæäó îñòðîâîì I è âåðøèíîé
F (e) íå ñóùåñòâóåò; ïåðåâåäåì ðàñïîçíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå E−.Åñëè ðàñïîçíàâàòåëü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè −→T +, òî â ïåðâóþ î÷åðåäü íóæíîïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè äóãà −→g (C(e), F (e)). Åñëè ñóùåñòâóåò, òî, î÷åâèäíî,ìû íàøëè íà÷àëüíûé ïðîëåò ìîñòà; ïîìåòèì äóãó ïîëîæèòåëüíî è ïåðåéäåìâ ñîñòîÿíèå E+. Åñëè òàêîé äóãè íåò, òî âûáåðåì ñëåäóþùóþ íåïîìå÷åííóþâåðøèíó W (e) èç O, ïðîâåðèì, ñóùåñòâóåò ëè äóãà −→t (C(e),W (e)). Òàê æå, êàêè â ïðåäûäóùèõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ, åñëè òàêàÿ äóãà åñòü, òî ïîìå÷àåì åå èðàññìàòðèâàåìóþ âåðøèíó ïîëîæèòåëüíî, âûïîëíÿåì ïðèñâîåíèå C(e) = W (e)è âíîâü ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå −→T +. Åñëè æå äóãè íåò, òî ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå−→
T −.Ñîñòîÿíèå −→T − òàêæå àíàëîãè÷íî ðàíåå ðàññìîòðåííûì. Çäåñü ìû ïîìå÷àåìòåêóùóþ âåðøèíó îòðèöàòåëüíî, ïåðåõîäèì ê ïðåäûäóùåé ïîëîæèòåëüíîé âåð-øèíå (C(e) = C(e−1)) è âîçâðàùàåìñÿ â ñîñòîÿíèå −→T +. Åñëè C(e−1) == S(e),òî ïåðåõîäèì â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.Ãðàô ðàáîòû ðàñïîçíàâàòåëÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 3.
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)()( eSeC ==Ðèñ. 3. Ðàñïîçíàâàòåëü íà÷àëüíîãî ïðîëåòà ìîñòàÍàêîíåö, ðàññìîòðèì àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà êîíå÷íîãî ïðîëåòà ìîñòà. Ïîîïðåäåëåíèþ 6, êîíå÷íûé ïðîëåò ìîñòà � ýòî tg-ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåçâåðøèíû-îáúåêòû, íà÷àëîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà-ñóáúåêò, à êîíöîì �âåðøèíà-îáúåêò; ïðè ýòîì ñëîâàðíàÿ çàïèñü ïóòè èìååò âèä −→t ∗.Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ïîñòðîèì ðàñïîçíàâàòåëü äëÿ äàííîãî òèïà

tg-ïóòè. Äëÿ íà÷àëà âûáåðåì êîíå÷íóþ âåðøèíó ìîñòà èç F (e) ∈ O è íà÷àëü-



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 171íóþ âåðøèíó S(e) ∈ I. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïðèñâîèì C(e) = S(e) ïðîâåðèìíàëè÷èå äóãè −→t (C(e), F (e)). Åñëè äóãà åñòü, òî ïîìåòèì åå ïîëîæèòåëüíî è ïå-ðåéäåì â ñîñòîÿíèå E+ (êîíå÷íûé ïðîëåò íàéäåí), åñëè íåò � âûáåðåì âåðøèíó
W (e) ∈ O. Ïðîâåðèì íàëè÷èå äóãè −→t (C(e),W (e)), åñëè òàêàÿ äóãà åñòü � ïå-ðåéäåì â ñîñòîÿíèå −→T +, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáåðåì ñëåäóþùóþ W (e). Âíîâüñòîèò ó÷åñòü ñèòóàöèþ, êîãäà ïðè ïåðåáîðå âñåõ âåðøèí èç O ìû íå íàøëèíóæíîé äóãè, â ýòîì ñëó÷àå íóæíî âûáðàòü ñëåäóþùóþ âåðøèíó S(e) ∈ I. Íåçàáóäåì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå ïåðåáîðà âñåõ ñóáúåêòîâ èç I è âñåõ îáúåêòîâ èç
O ìû ìîæåì íå íàéòè íè îäíîé äóãè −→t (C(e),W (e)) è òîãäà, ñëåäóåò ïåðåâåñòèðàñïîçíàâàòåëü â ñîñòîÿíèå E−.Ñîñòîÿíèå −→T + àíàëîãè÷íî ðàíåå ðàññìîòðåííûì. Çäåñü ïðîâåðÿåòñÿ íà-ëè÷èå äóãè −→t (C(e), F (e)), è â ïîëîæèòåëüíîì ñëó÷àå ðàñïîçíàâàòåëü ïåðå-âîäèòñÿ â ñîñòîÿíèå E+. Â îòðèöàòåëüíîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå äóãè−→
t (C(e),W (e)), è åñëè äóãà åñòü, òî îíà è W (e) ïîìå÷àþòñÿ ïîëîæèòåëüíî,ðàññìàòðèâàåìàÿ âåðøèíà äåëàåòñÿ òåêóùåé (C(e) = W (e)), è ðàñïîçíàâàòåëüâîçâðàùàåòñÿ â −→T +. Åñëè ïåðåáðàëè âñå âåðøèíû èç O, à äóãè −→t (C(e),W (e))íå íàøëè, òî ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå −→T −.Â ñîñòîÿíèè −→T − ïåðåõîäèì ê ïðåäûäóùåé ïîìå÷åííîé ïîëîæèòåëüíî âåð-øèíå è âîçâðàùàåìñÿ â −→T +. Òàêæå íå ñëåäóåò çàáûâàòü ïðî âîçìîæíîñòü ïå-ðåõîäà â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå â ñëó÷àå, êîãäà C(e− 1) == S(e).Ãðàô ðàáîòû ðàñïîçíàâàòåëÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 4.
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)()( eSeC ==Ðèñ. 4. Ðàñïîçíàâàòåëü êîíå÷íîãî ïðîëåòà ìîñòàÌû ðàññìîòðåëè àëãîðèòìû äëÿ ïîèñêà tg-ïóòåé, îñòðîâîâ è ìîñòîâ â ãðàôåäîñòóïîâ. Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ôîðìàëüíûé àâòîìàò, êîòîðûé ñìîã áûâûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðåäèêàò ¾âîçìîæåí äîñòóï¿(α, x, y, G0) èñòèííûì äëÿäàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Òî åñòü ýòîò àâòîìàò ìîæåò ïîêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëèäàííîå ñîñòîÿíèå êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû áåçîïàñíûì.



172 Ëèòåðàòóðà1. Äåâÿíèí, Ï.Í. Ìîäåëè áåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì: Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿñòóäåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé / Ï.Í. Äåâÿíèí. � Ì.: Èçäàòåëüñêèé öåíòð¾Àêàäåìèÿ¿, 2005.2. Ãàéäàìàêèí, Í.À. Ðàçãðàíè÷åíèå äîñòóïà ê èíôîðìàöèè â êîìïüþòåðíûõ ñèñòå-ìàõ / Í.À. Ãàéäàìàêèí. � E.: Èçäàòåëüñòâî Óðàëüñêîãî óíèâåðñèòåòà, 2003.3. Ìàéíèêà, Ý. Àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè íà ñåòÿõ è ãðàôàõ / Ý. Ìàéíèêà � Ì.: Èç-äàòåëüñòâî ¾Ìèð¿, 1981.4. Ãîðäååâ, À.Â. Ñèñòåìíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå. Ó÷åáíèê / À.Â. Ãîðäååâ, À.Þ.Ìîë÷àíîâ � ÑÏá.: ¾Ïèòåð¿, 2001.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 173�177 ÓÄÊ 519.71:371.3ÊÓÐÑ ¾ÎÑÍÎÂÛ ÒÅÎÐÈÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß¿ÄËß ÈÍÆÅÍÅÐÎÂ-ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÑÒÎÂÈ.Ï. Áåñöåííûé, À.À. ËàïòåâÎáñóæäàþòñÿ ïðîáëåìû ïðåïîäàâàíèÿ êóðñà ¾Îñíîâû òåîðèè óïðàâëå-íèÿ¿ íà ôàêóëüòåòå êîìïüþòåðíûõ íàóê è ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû èõ ðåøå-íèÿ, èñõîäÿ èç ðåàëüíîãî îïûòà ïðåïîäàâàòåëåé ôàêóëüòåòà.Ñîãëàñíî ãîñóäàðñòâåííîìó îáðàçîâàòåëüíîìó ñòàíäàðòó äëÿ ñïåöèàëüíîñòè230101 ¾Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû, êîìïëåêñû, ñèñòåìû è ñåòè¿ äèñöèïëèíà¾Îñíîâû òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿(äàëåå ÎÒÓ) îòíåñåíà ê áëîêó îáùåïðîôåññèî-íàëüíûõ äèñöèïëèí è ïðèíàäëåæèò ôåäåðàëüíîé êîìïîíåíòå îáðàçîâàòåëüíîéïðîãðàììû. Ýòîò ñòàòóñ ãîâîðèò î äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñòåïåíè ôóíäàìåíòà-ëèçàöèè ïðè ðàçðàáîòêå ðàáî÷åé ïðîãðàììû ÎÒÓ [3]. Èç ïðèíöèïîâ ôóíäà-ìåíòàëèçàöèè îáðàçîâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî îò ïðåïîäàâàòåëåé âóçà çàâèñèòìîäóëüíîñòü ïðîãðàìì ó÷åáíûõ äèñöèïëèí, ðàçâèòèå ñèñòåìû ìåæäèñöèïëè-íàðíûõ ñïåöêóðñîâ, ñáàëàíñèðîâàííîñòü àóäèòîðíîãî è ñàìîñòîÿòåëüíîãî îáó-÷åíèÿ, ñáëèæåíèå ìåæäó âûñøåé è ñðåäíåé øêîëîé.Åñëè ïîäðàçóìåâàòü òåîðèþ óïðàâëåíèÿ â øèðîêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà, òîñëåäóåò âêëþ÷èòü â ñîäåðæàíèå äèñöèïëèíû îáùèé îáçîð ñîâðåìåííûõ äîñòè-æåíèé âñåé êèáåðíåòèêè (êàê èçâåñòíî, êèáåðíåòèêà è åñòü íàóêà îá óïðàâ-ëåíèè). Îäíàêî, àíàëèç ñîäåðæàíèÿ ðàáî÷èõ ïðîãðàìì ÎÒÓ â äðóãèõ âóçàõ[2, 9�11, 16, 18] ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî âðåìåíè îòâîäèòñÿíà èçó÷åíèå òîëüêî òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ (ñïðèìåðàìè â îñíîâíîì èç ðàäèîýëåêòðîíèêè), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèøü óçêèìðàçäåëîì òåõíè÷åñêîé (à íå âñåé) êèáåðíåòèêè.Êîíå÷íî, â óçêîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè ìîæíî íàéòè áîëüøå ñóùåñòâåííûõçàêîíîìåðíîñòåé, ÷åì êîãäà îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûå ñèñòå-ìû ðåàëüíîãî ìèðà, ãäå ñëîæíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîé íåâîçìîæíî-ñòüþ äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ [7]. Òåì íå ìåíåå èíæåíåð ïî ñïåöèàëüíîñòè 230101¾Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû, êîìïëåêñû, ñèñòåìû è ñåòè¿ äîëæåí çíàòü è óìåòüïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ìîäåëè è ìåòîäû àíàëèçà è ïðîåêòèðîâàíèÿ ñëîæíûõèíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì, êàê ñëåäóåò èç òðåáîâàíèé ê óðîâíþ ïîäãîòîâêè äè-ïëîìèðîâàííîãî ñïåöèàëèñòà. Ïîìèìî ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, âêóðñ ÎÒÓ ñëåäóåò âêëþ÷àòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, èññëåäîâàíèå íåäåòåð-ìèíèðîâàííûõ ñèñòåì, ñàìîíàñòðàèâàþùèåñÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, àëãîðèòìû
Copyright c© 2009 È.Ï. Áåñöåííûé, À.À. Ëàïòåâ.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.



174 È.Ï. Áåñöåííûé, À.À. Ëàïòåâ. Êóðñ ¾Îñíîâû òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿. . .öèôðîâîãî óïðàâëåíèÿ. Çà ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì ( [2,10,13]) â ó÷åáíèêàõ è ó÷åá-íûõ ïîñîáèÿõ ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ ýòèì âîïðîñàì óäåëÿåòñÿ ìàëî âíèìàíèÿ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòìåòèì, ÷òî â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè ñèñòåì è ñè-ñòåìíîìó àíàëèçó äëÿ äðóãèõ ñïåöèàëüíîñòåé óäåëÿåòñÿ ìåñòî è ïðèíöèïàì èìåòîäàì òåîðèè óïðàâëåíèÿ, âïëîòü äî îïèñàíèÿ òèïîâûõ ëèíåéíûõ çâåíüåâ [8].Òàê êàê äèñöèïëèíà ¾Òåîðèÿ ñèñòåì¿ ôåäåðàëüíîé êîìïîíåíòîé îáðàçîâàòåëü-íîãî ñòàíäàðòà ïî ñïåöèàëüíîñòè 230101 íå ïðåäóñìîòðåíà, òî òà ÷àñòü, êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ îáùåé ïî ñìûñëó äëÿ òåîðèè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, äîëæíà èëèâõîäèòü â êóðñ ÎÒÓ, èëè ïðåïîäàâàòüñÿ â êà÷åñòâå ðåãèîíàëüíîé (âóçîâñêîé)êîìïîíåíòû. Ïðîãðàììà òàêîãî ñïåöêóðñà ñåé÷àñ ðàçðàáàòûâàåòñÿ íà íàøåìôàêóëüòåòå.Èòàê, ïåðâàÿ ïðîáëåìà ïðè ðàçðàáîòêå ïðîãðàììû ÎÒÓ � òùàòåëüíûé îòáîðìàòåðèàëà, êîòîðûé ñëåäóåò çíàòü ñòóäåíòàì.Äîñòàòî÷íî ïîëíûé êîìïëåêò ó÷åáíèêîâ ïî ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì òåîðèèóïðàâëåíèÿ [1, 4, 5, 12, 14, 15] ñîäåðæèò íåñêîëüêî òûñÿ÷ ñòðàíèö, è åãî ïîäðîá-íîå èçëîæåíèå íåâîçìîæíî íå òî ÷òî â ñåìåñòðîâîì, äàæå â ãîäîâîì êóðñå.Îãðàíè÷åííîñòü îáùåé òðóäî¼ìêîñòè äèñöèïëèíû (120 ÷àñîâ), ñòðåìëåíèå êôóíäàìåíòàëèçàöèè è öåëîñòíîñòè êóðñà ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî èçëîæåíèå ìà-òåðèàëà îõâàòûâàåò øèðîêèé êðóã âîïðîñîâ, íî íåäîñòàòî÷íî ãëóáîêî. Òàêàÿïîâåðõíîñòíîñòü èçëîæåíèÿ âìåñòå ñ íåäîñòàòî÷íîé ïîäãîòîâëåííîñòüþ ñòó-äåíòîâ ïðèâîäèò ê ïîâåðõíîñòíîìó óñâîåíèþ ìàòåðèàëà, ÷òî îòðàæàåòñÿ íàýêçàìåíàöèîííûõ îöåíêàõ. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé â òåîðèèóïðàâëåíèÿ, òîæå îáøèðåí [6]. Äëÿ îñâîåíèÿ êóðñà ÎÒÓ ñòóäåíò äîëæåí çíàòüñëåäóþùèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè:
• îïåðàöèè ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è ôóíêöèÿìè;
• àëãåáðà ìàòðèö;
• ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà è Ëîðàíà;
• ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå;
• ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-ïëàñà;
• ñëó÷àéíûå ïðîöåññû;
• íàõîæäåíèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà.Åñëè ñòóäåíòû î÷íîé ôîðìû îáó÷åíèÿ ïðîõîäÿò ÎÒÓ íà òðåòüåì êóðñå,ïîñëå 2,5 ëåò ó÷åáû íà ôàêóëüòåòå, òî ñòóäåíòû ñîêðàùåííîé ôîðìû îáó÷åíèÿïîëó÷àþò áàçîâîå îáðàçîâàíèå â òåõíèêóìàõ. Óðîâåíü èõ ïîäãîòîâêè ñèëüíîðàçíèòñÿ. Ïîýòîìó íà ëåêöèÿõ ïðèõîäèòñÿ ïëàíèðîâàòü âðåìÿ íà äîïîëíèòåëü-íîå ïîÿñíåíèå ìàòåðèàëà.Âòîðàÿ ïðîáëåìà ïðè ïðåïîäàâàíèè ÎÒÓ � ñîãëàñîâàíèå ðàáî÷èõ ïðîãðàììñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 175Êîãäà ìàòåðèàë îòîáðàí è ñîãëàñîâàí ïî îáú¼ìó ñ äðóãèìè äèñöèïëèíàìè,îñòà¼òñÿ åãî ðàñïîëîæèòü â íóæíîì ïîðÿäêå. Åñòü äâà ñïîñîáà èçëîæåíèÿ � îòîáùåãî ê ÷àñòíîìó è íàîáîðîò. Ìàòåìàòèêàì ñâîéñòâåííî ïåðâîå, èíæåíåðàì �âòîðîå. Õîòÿ ñïåöèàëüíîñòü ¾Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû, êîìïëåêñû, ñèñòåìû èñåòè¿ ÿâëÿåòñÿ èíæåíåðíîé, íà ôàêóëüòåòå êîìïüþòåðíûõ íàóê îíà èìååò áîëååìàòåìàòè÷åñêî-ïðîãðàììèñòñêèé óêëîí, ÷åì èíæåíåðíî-ýëåêòðîòåõíè÷åñêèé.Ïîýòîìó àêöåíò äåëàåòñÿ íà èçëîæåíèå îò îáùåãî ê ÷àñòíîìó. Íî â îòäåëü-íûõ ñëó÷àÿõ ìåòîäè÷åñêè ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ñíà÷àëà ðàññìîòðåòü ïðèìå-ðû ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ (ìåõàíè÷åñêèõ, ãèäðàâëè÷åñêèõ,ýëåêòðè÷åñêèõ), à çàòåì âûâåñòè îáùèå äëÿ íèõ ïðèíöèïû è åäèíóþ ìàòåìàòè-÷åñêóþ ìîäåëü. Íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ïîñòîÿííî èñïîëüçóåòñÿ ïðîãðàììàñèìóëÿöèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ VisSim (ðèñ. 1). Ìû ñ÷èòàåì ïîëåçíûì ñðàâíåíèå÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàñ÷¼òîâ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ íàãëÿäíûìãðàôè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì å¼ ñèìóëÿöèè. Ïðîãðàììà VisSim óäîáíà â èñ-ïîëüçîâàíèè, êîìïàêòíà è ëåãêî îñâàèâàåòñÿ ñòóäåíòàìè ñàìîñòîÿòåëüíî. Îíàïîçâîëÿåò îõâàòèòü ïðèìåðàìè ïðàêòè÷åñêè âñå ðàçäåëû, ðàññìàòðèâàåìûå âêóðñå ÎÒÓ. Åñòü ó ïàêåòà VisSim è íåäîñòàòêè: íåâîçìîæíîñòü ñîõðàíåíèÿïîëó÷åííûõ ãðàôè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, íå âñåãäà óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ òî÷íîñòü÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé è äð.

Ðèñ. 1. Îêíî ïðîãðàììû VisSimÒàêèì îáðàçîì, òðåòüÿ ïðîáëåìà ïðè ïîñòðîåíèè êóðñà ÎÒÓ � àäåêâàòíûéïîäáîð ïðèìåðîâ äëÿ ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëà è äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäàíèé, ýô-ôåêòèâíîå ñî÷åòàíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà è ïðàêòè÷åñêèõ çàäàíèé.Âñå ýòè ïðîáëåìû ðåøàþòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ðàáî÷èõ ïðîãðàìì êóðñà ¾Îñ-íîâû òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿ è ïðè ïîäãîòîâêå ê çàíÿòèÿì ïðåïîäàâàòåëÿìè ôà-



176 È.Ï. Áåñöåííûé, À.À. Ëàïòåâ. Êóðñ ¾Îñíîâû òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿. . .êóëüòåòà êîìïüþòåðíûõ íàóê. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîäà÷è ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëàêóðñ ÎÒÓ äîñòàòî÷íî ñëîæåí, òàê êàê òðåáóåòñÿ âîñïðîèçâåäåíèå áîëüøîãîãðàôè÷åñêîãî ìàòåðèàëà (ñõåìû, ãðàôèêè è ò.ï.) äëÿ íàãëÿäíîñòè èçëàãàåìîãîìàòåðèàëà. Ñ 2009 ãîäà ïðåïîäàâàíèå âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåçåíòàöèé, îòîáðà-æàåìûõ íà ýêðàíå â àóäèòîðèè. Ýòî ïîçâîëèëî óïðîñòèòü ïðîöåññ èçëîæåíèÿ èïîâûñèòü êà÷åñòâî ïîäà÷è ìàòåðèàëà. Èñïîëüçîâàíèå ïðîåêòîðà äàåò âîçìîæ-íîñòü ïðîâîäèòü ïîêàç ðàáîòû ìîäåëåé â ðåàëüíîì ðåæèìå.Íà ôàêóëüòåòå êîìïüþòåðíûõ íàóê ïî÷òè ïîëîâèíà ñòóäåíòîâ îáó÷àåòñÿ íàñîêðàùåííîé ôîðìå îáó÷åíèÿ. Êîëè÷åñòâî àóäèòîðíûõ ÷àñîâ ñîêðàùåíî íà 30%ó î÷íîé ôîðìû îáó÷åíèÿ, à íà çàî÷íîé ôîðìå � íà 70%. Ïîýòîìó áîëüøàÿ÷àñòü ìàòåðèàëà äîëæíà îñâàèâàòüñÿ ñòóäåíòàìè ñàìîñòîÿòåëüíî. Äëÿ çàî÷-íîé ôîðìû îáó÷åíèÿ íàáîð ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò ñîêðàùåí è óïðîùåíà ôîðìàïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ñòóäåíòû-çàî÷íèêè íà çèìíåé ñåññèè âòîðîãî êóð-ñà ïðîñëóøèâàþò óñòàíîâî÷íûå ëåêöèè è ïîëó÷àþò çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíûõðàáîò, ÷àñòü êîòîðûõ îíè óñïåâàþò âûïîëíèòü íà òîé æå ñåññèè. Â ëåòíþþñåññèþ ïðîõîäèò ñäà÷à ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò, êîòîðûå îíè âûïîëíÿþò ñàìîñòîÿ-òåëüíî. Âî âðåìÿ ïðèåìà ðàáîò ïðîâåðÿòñÿ ïðàâèëüíîñòü èõ âûïîëíåíèÿ, ïîíè-ìàíèå ñòóäåíòîì èçó÷åííîãî ìàòåðèàëà. Ñòóäåíòû-çàî÷íèêè èìåþò íåêîòîðîåïðåèìóùåñòâî â òîì, ÷òî åñòü ÷åòêèå òðåáîâàíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîéîöåíêè. Ê ñîæàëåíèþ, áîëüøèíñòâî ñòóäåíòîâ ñîêðàùåííîé ôîðìû îáó÷åíèÿîãðàíè÷èâàþòñÿ âûïîëíåíèåì ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè¾óäîâëåòâîðèòåëüíî¿, è òîëüêî 20-30% ñòóäåíòîâ äåëàþò óñèëèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿáîëåå âûñîêîé îöåíêè.Ñòóäåíòû ôàêóëüòåòà èìåþò áîëüøèå âîçìîæíîñòè äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîéðàáîòû: ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû âûäàþòñÿ â ýëåêòðîííîì âèäå, â ðàñïîðÿæåíèåñòóäåíòîâ ïðåäîñòàâëåíî ïÿòü êîìïüþòåðíûõ êëàññîâ, â êîòîðûõ âûäåëåíî âðå-ìÿ äëÿ èíäèâèäóàëüíîé ðàáîòû. Ïðè ýòîì çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîòïîñòîÿííî èçìåíÿþòñÿ è ñîâåðøåíñòâóþòñÿ ñ öåëüþ èñêëþ÷åíèÿ êîïèðîâàíèÿðåçóëüòàòîâ íåäîáðîñîâåñòíûìè ñòóäåíòàìè.Òàêèì îáðàçîì, êóðñ ÎÒÓ àäàïòèðóåòñÿ ïîä ñïåöèôèêó íàøåãî ôàêóëüòåòàäëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ.Ëèòåðàòóðà1. Àñòàïîâ, Þ.Ì. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ èóïðàâëåíèÿ / Þ.Ì. Àñòàïîâ, Â.Ñ. Ìåäâåäåâ. � Ì.: Íàóêà, 1982.2. Àôàíàñüåâ, Â.À. Òåîðèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ / Â.À. Àôàíàñüåâ è äð. /Ó÷.ïîñîáèå: â 2 ÷. � Èæåâñê: ÈæÃÒÓ, 2007.3. Áåñöåííûé, È.Ï. Î ïðîáëåìàõ ôóíäàìåíòàëüíîãî åñòåñòâåííî-íàó÷íîãî îáðàçîâà-íèÿ / È.Ï. Áåñöåííûé // Åñòåñòâåííûå íàóêè â ÎìÃÀÓ. � Îìñê: ÎìÃÀÓ, 2005. �Ñ. 142-152,4. Èâàíîâ, Â.À. Òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ / Â.À.Èâàíîâ, Í.Â. Ôàëäèí. � Ì.: Íàóêà, 1981.5. Èâàíîâ, Â.À. Òåîðèÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ / Â.À. Èâà-íîâ, À.Ñ. Þùåíêî. � Ì.: Íàóêà, 1983.



1776. Èâàíîâ, Â.À. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ /Â.À. Èâàíîâ è äð. � Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1971.7. Êàëìàí, Ð. Î÷åðêè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì / Ð. Êàëìàí è äð. � Ì.: Ìèð,1971.8. Êà÷àëà, Â.Â. Îñíîâû òåîðèè ñèñòåì è ñèñòåìíîãî àíàëèçà / Â.Â. Êà÷àëà. � Ì.:Ãîðÿ÷àÿ ëèíèÿ Òåëåêîì, 2007.9. Êëèíà÷åâ, Í.Â. Òåîðèÿ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ / Í.Â. Êëèíà÷åâ[Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]. � Ðåæèì äîñòóïà: http://model.exponenta.ru/lectures (2004).10. Ëåîíîâ, Ã.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ óïðàâëåíèÿ / Ã.À. Ëåîíîâ. � ÑÏá.: ÑïáÃÓ, 2004.11. Íèêóëèí, Å.À. Îñíîâû òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ / Å.À. Íèêóëèí. �ÑÏá.: ÁÕÂ-Ïåòåðáóðã, 2000.12. Îïïåíãåéì, Ý. Öèôðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ / Ý. Îïïåíãåéì, Ð. Øàôåð / Ïåð. ñàíãë. � Ì.: Òåõíîñôåðà, 2007.13. Ïàíòåëååâ, À.Â. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ â ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ / À.Â. Ïàíòåëååâ,À.Ñ. Áîðòàêîâñêèé. � Ì.: 2003.14. Ïîïîâ, Å.Ï. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ è óïðàâëå-íèÿ / Å.Ï. Ïîïîâ. � Ì.: Íàóêà, 1989.15. Ïîïîâ, Å.Ï. Òåîðèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ è óïðàâ-ëåíèÿ / Å.Ï. Ïîïîâ. � Ì.: Íàóêà, 1988.16. Ôàëååâ, Ì.Â. Òåîðèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ / Ì.Â. Ôàëååâ [Ýëåêòðîííûéðåñóðñ]. � Ðåæèì äîñòóïà: http://elib.ispu.ru/library/lessons/faleev (2004).17. Ôåäîñîâ, Á.Ò. Çàäàíèÿ è ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ê âûïîëíåíèþ ëàáîðàòîðíûõðàáîò ïî êóðñàì ¾Ñèñòåìîòåõíèêà¿ è ¾ÒÀÓ¿ / Á.Ò. Ôåäîñîâ [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ].� Ðåæèì äîñòóïà: http://model.exponenta.ru/bt (2005).18. Þðåâè÷, Å.È. Òåîðèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ / Å.È. Þðåâè÷. � ÑÏá.: ÁÕÂ-Ïåòåðáóðã, 2007.



Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 178�190 ÓÄÊ 004.045+372.862ÎÒ ÈÌÏÅÐÀÒÈÂÍÎÃÎÊ ÎÁÚÅÊÒÍÎ-ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÌÓÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÞ ÂÌÅÑÒÅ Ñ JAVAÈ NETBEANS: ÎÁÚÅÊÒÍÀß ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈßÈ ÈÍÊÀÏÑÓËßÖÈßÄ.Í. ËàâðîâÎñíîâíîé ïðîáëåìîé ïðè ïåðåõîäå îò èìïåðàòèâíîãî ê îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå ñòèëÿ ìûø-ëåíèÿ. Êàê èçìåíèòü ýòîò ñòèëü çà îäíî-äâà çàíÿòèÿ è ïðè ýòîì ïðîäå-ìîíñòðèðîâàòü îñíîâíûå ïîäõîäû, èñïîëüçóåìûå ïðè ðàçðàáîòêå, âîçíè-êàþùèå ñëîæíîñòè è ñïîñîáû èõ ðåøåíèÿ � ýòî öåëü äàííîé ñòàòüè. Íàïðèìåðå ðåøåíèÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è ìû âåäåì ó÷àùåãîñÿ ïî äîðîãå îòóìåíèÿ ñîñòàâëÿòü àëãîðèòìû ê ñïîñîáíîñòÿì ñòðîèòü ìàñøòàáèðóåìóþàðõèòåêòóðó ïðèëîæåíèÿ.ÂâåäåíèåÎáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ÎÎÏ) � ýòî îäèí èç ñïîñîáîâáîðîòüñÿ ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ ñëîæíîñòüþ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Ðåàëü-íûå îùóòèìûå ïëîäû ýòîò ïîäõîä äàåò íà áîëüøèõ ïðîåêòàõ, à íà íåáîëüøèõçàäà÷àõ ïðèìåíåíèå ïîäõîäà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ îáúåìà êîäà. Ó÷àùèåñÿ,âèäÿ óâåëè÷åíèÿ îáúåìà, ÷àñòî òåðÿþò ìîòèâàöèþ â èñïîëüçîâàíèè ÎÎÏ. Ýòóìîòèâàöèþ íóæíî ñîçäàâàòü, îáúÿñíÿÿ, êàê âàæíî â áîëüøèõ ïðîãðàììíûõïðîåêòàõ ïðàâèëüíî ïðîâåñòè îáúåêòíóþ äåêîìïîçèöèþ.Ê ñîæàëåíèþ, ïðèâîäèòü ïðèìåðû áîëüøèõ ïðîåêòîâ íà ëàáîðàòîðíûõ ðà-áîòàõ è âûäàâàòü çàäàíèÿ áîëüøèõ îáúåìîâ íà ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàçðàáîòêóíåâîçìîæíî. Èç îïûòà ïðåïîäàâàíèÿ èçâåñòíî, ÷òî òàêèå ïðîåêòû, êàê ïðàâèëî,íå çàâåðøàþòñÿ óäà÷íî.Ó÷èòüñÿ íóæíî íà íåáîëüøèõ ïðèìåðàõ. Ðàçîáðàâ ïðèìåð, íåîáõîäèìî äàòüïîõîæåå ïî óðîâíþ ñëîæíîñòè çàäàíèå ó÷àùåìóñÿ è ïðîêîíòðîëèðîâàòü åãîâûïîëíåíèå.Îñíîâíîé êðèòåðèé � ïðàâèëüíàÿ îáúåêòíàÿ äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷è. Ê ñîæà-ëåíèþ èëè ê ñ÷àñòüþ, íå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííî âåðíîãî ðåøåíèÿ. Êàæäîå èç
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 179ðåøåíèé áóäåò èìåòü ñâîè äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè. Ñóùåñòâóþò îòêðîâåííîíåâåðíûå ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ, âåðíûå ïðè ðàññìîòðåíèè ñ êàêèõ-ëèáî ïîçèöèé.Ïóñòü íåîáõîäèìî ñîçäàòü ïðèëîæåíèå, âû÷èñëÿþùåå äåéñòâèòåëüíûå êîðíèêâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.Èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé áóäåì èñõîäèòü ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è:1. Íåîáõîäèìî ñêðûòü ðåàëèçàöèþ êëàññîâ äðóã îò äðóãà è îò ïðîãðàììèñòà,ïîëüçîâàòåëÿ êëàññà. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáåñïå÷èòü èíêàïñóëÿöèþ.2. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïðèëîæåíèå, â êîòîðîì ëîãèêà âûïîëíÿåìîé ðàáî-òû íå ñìåøèâàëàñü áû ñ èíòåðôåéñíîé ÷àñòüþ. Çäåñü ìîæíî òàêæå ãî-âîðèòü îá èíêàïñóëÿöèè, íî óæå íå íà óðîâíå êëàññà, à íà óðîâíå âñåãîïðèëîæåíèÿ. Ñêðûâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ëîãèêè ðàáîòû ïðèëîæåíèÿ îò èí-òåðôåéñíûõ êëàññîâ.1. Ðåøåíèå â èìïåðàòèâíîì ñòèëåÑ ÷åãî íà÷àòü? Ïîïðîñèì ñòóäåíòîâ ñîçäàòü ïðîãðàììó íà ÿçûêå Java, êîòîðàÿðåøàåò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Ñòèëü èíòåðôåéñàíå âàæåí, ïóñòü ýòî áóäåò êîíñîëüíûé ââîä-âûâîä. Ñêîðåå âñåãî ïîëó÷èòüñÿ êîä,ïîäîáíûé ñëåäóþùåìó:import static java.lang.Math.*;import java.io.*;public class SolverSquareEquation {public static void main(String[] args) throws IOException {int numberOfRoots;double a, b, c, x1=0, x2=0;BufferedReader br=new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));System.out.print("a=");a=Double.parseDouble(br.readLine());System.out.print("b=");b=Double.parseDouble(br.readLine());System.out.print("c=");c=Double.parseDouble(br.readLine());if (a!=0) {double d=b*b-4*a*c;if (d<0) {numberOfRoots=0;}else if (d==0) {numberOfRoots=1; x1=-b/(2*a); }else /*(d>0)*/ {numberOfRoots=2; x1=(-b-sqrt(d))/(2*a);x2=(-b+sqrt(d))/(2*a);}} else /*(a==0)*/ {if (b==0&&c==0) {numberOfRoots=-1;}else if (b==0&&c!=0) {numberOfRoots= 0;}else /*(b!=0&&c!=0)*/{numberOfRoots= 1; x1=-c/b;}}switch (numberOfRoots){



180 Ä.Í. Ëàâðîâ. Îò èìïåðàòèâíîãî ê îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîìó. . .case -1: {System.out.println("X-ëþáîå ÷èñëî.");break;}case 0: {System.out.println("Êîðíåé íåò.");break;}case 1: {System.out.println("X1=");break;}case 2: {System.out.println("X1="+x1+" X2="+x2);break;}}}} Â ýòîì ïðèìåðå ðàçîáðàíû âñå ñëó÷àè âõîäíûõ äàííûõ. Êîíå÷íî, íå ðàçî-áðàâøèé âñåõ ñëó÷àåâ ó÷àùèéñÿ äîëæåí èñïðàâèòüñÿ, âåäü ïðîãðàììà äîëæíàðàáîòàòü íà âñåõ òèïàõ âõîäíûõ äàííûõ � è ïðàâèëüíûõ, è íåïðàâèëüíûõ.Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî â äàííîé ïðîãðàììå ñëîæíîå äåéñòâèå íåðàçáèòî íà áîëåå ïðîñòûå, è ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðîãðàììà íà îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîì ÿçûêå ñêîðåå íàïèñàíà äàæå íå â èìïåðàòèâíîì, à â ñòðóêòóð-íîì ñòèëå. Ïëîõî ëè ýòî? Ñìîòðÿ äëÿ ÷åãî. Åñëè öåëü ïðîñòî ðåøèòü êâàäðàòíîåóðàâíåíèå, òî íåò. Íî íàøà öåëü � îñâîèòü íîâûé ñïîñîá ìûøëåíèÿ, ïîýòîìóíå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äîñòèãíóòîì.×òî õàðàêòåðèçóåò ïîëó÷åííîå ðåøåíèå:
• Ýòî ïðîåêòíîå ðåøåíèå íåâîçìîæíî òåñòèðîâàòü, êðîìå êàê â ¾ðó÷íîì¿ðåæèìå, ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ââîäà äàííûõ è âèçóàëüíîé ïðîâåðêåïîëó÷åííûõ îòâåòîâ.
• Ýòî ðåøåíèå òðóäíî ïîääåðæèâàòü, îíî íå ïîääàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòî-äàì ðåôàêòîðèíãà [2].
• Ýòî ðåøåíèå ôàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåò îáúåêòîâ, à çíà÷èò, íåâîçìîæíîïîëó÷èòü ïðåèìóùåñòâà ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ è ðàñøèðÿåìîñòè áåçïåðåïèñûâàíèÿ êîäà.
• Íè î êàêîì ðàçäåëåíèè èíòåðôåéñíîé ÷àñòè êîäà è êîäà, ïðåäñòàâëÿþùåãîðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è, ðå÷è íå èäåò: êîä âçàèìîäåéñòâèÿ ñ êîíñîëüþè êîä ðåøåíèÿ îñíîâíîé çàäà÷è ïðèëîæåíèÿ ñïëåòåíû ìåæäó ñîáîþ, àñëåäîâàòåëüíî, â áóäóùåì âîçíèêíóò òðóäíîñòè ïðè ïîïûòêå ñìåíû èí-òåðôåéñà ñ êîíñîëüíîãî íà îêîííûé èëè web-èíòåðôåéñ.Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ïðèëîæåíèå íåìàñøòàáèðóåìîå.Ïðåæäå ÷åì èñïðàâèòü óêàçàííûå íåäîñòàòêè, îáñóäèì ïðåèìóùåñòâàîáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäà.2. Ñóòü îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäàÎñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ìîäåëè íà îñíîâå âûäåëåíèÿ ïîíÿòèéïðåäìåòíîé îáëàñòè ñ ïîñëåäóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì îáÿçàííîñòåé ìåæäó íèìè.Ïðîãðàììà, ðåøàþùàÿ íàøó çàäà÷ó, ñòðîèòñÿ òàê, êàê çàäà÷à ðåøàëàñü áû âæèçíè. Ïî ñóòè, ñòðîèòñÿ ìîäåëü ïðåäìåòíîé îáëàñòè, ïîíÿòèÿ ïðåäìåòíîé îá-ëàñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå êëàññîâ, à èõ êîíêðåòíûå ïðîÿâëåíèÿ â âèäå îáú-åêòîâ. Ðàñïðåäåëÿÿ îáÿçàííîñòè ìåæäó êëàññàìè, ïðîåêòèðîâùèê ïðèëîæåíèÿ



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 181¾îæèâëÿåò¿ îáúåêòû, íàäåëÿåò èõ ïîâåäåíèåì. Îæèâëåíèå (Animation) ÿâëÿåò-ñÿ îñíîâíûì ïðèíöèïîì, èñïîëüçóåìûì ïðè ïîñòðîåíèè àðõèòåêòóðû îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðèëîæåíèÿ [1]. Ïðîåêòèðîâùèê (ïðîãðàììèñò) óïîäîáëÿåò-ñÿ áîãó, ñîçäàþùåìó èñêóññòâåííûé ìèð ïî îáðàçó è ïîäîáèþ íàñòîÿùåãî ìèðà.Ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ äåêîìïîçèöèåé íå ïî äåéñòâèÿì (ãëàãîëàì),êàê áûëî ïðèíÿòî â èìïåðàòèâíîì ïðîãðàììèðîâàíèè, à ïî ñóùíîñòÿì (ñóùå-ñòâèòåëüíûì). Ñóùíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, êàê ïðàâèëî, ïîíÿòèÿ ïðåäìåò-íîé îáëàñòè, íî èíîãäà èñêóññòâåííûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûõ íåò â ÿâíîì âèäå âïðåäìåòíîé îáëàñòè, íî áåç êîòîðûõ íåâîçìîæíî ñîçäàòü ìàñøòàáèðóåìûé êîä.Ïðè îæèâëåíèè ïîëüçîâàòåëþ îáúåêòîâ ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî çíàòü âíóò-ðåííþþ ñòðóêòóðó îáúåêòà, òàê æå êàê â ðåàëüíîé æèçíè ïîëüçîâàòåëü îáû÷-íî íå çíàåò, êàê â òî÷íîñòè óñòðîåíà ìèêðîâîëíîâàÿ ïå÷ü èëè òåëåâèçîð, ÷òîíå ìåøàåò åìó ðàçîãðåâàòü åäó è ïðîñìàòðèâàòü òåëåïåðåäà÷è. Ñêðûòèå âíóò-ðåííåé ðåàëèçàöèè îáúåêòà îò ïîëüçîâàòåëÿ � ýòî îáû÷íàÿ ïðàêòèêà, êîòîðàÿíàçûâàåòñÿ èíêàïñóëÿöèåé. Âàæíà òîëüêî ôóíêöèîíàëüíîñòü îáúåêòà, åãî èí-òåðôåéñ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü ðàñïðîñòðàíåíèå èçìåíåíèé â êî-äå êëàññà íà âñå ïðèëîæåíèå. Ýòî îäèí èç âàæíåéøèõ ïðèíöèïîâ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.Íåîáõîäèìî ñëîìàòü óñòàíîâêó ó÷àùåãîñÿ, êîòîðàÿ ñêðûâàåòñÿ çà âûñêàçû-âàíèåì: ¾Íî âåäü ïðîãðàììà ðàáîòàåò ïðàâèëüíî¿. ¾Ðàáîòàåò ïðàâèëüíî¿ - ýòîíåîáõîäèìîå óñëîâèå õîðîøåé ïðîãðàììû, íî, ê ñîæàëåíèþ, íåäîñòàòî÷íîå.3. Îáúåêòíàÿ äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷èÊëàññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêóþ ñóùíîñòü, êîòîðàÿ çàäàåò íåêîòîðîå îáùååïîâåäåíèå äëÿ îáúåêòîâ. Ðàçðàáîòêà èëè, òî÷íåå, ìîäåëèðîâàíèå ïðèëîæåíèÿñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: àíàëèçà è ïðîåêòèðîâàíèÿ. Â áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõïðîöåññîâ ðàçðàáîòêè ðåçóëüòàòû ýòèõ äâóõ ýòàïîâ îïèñûâàþòñÿ íà ãðàôè÷å-ñêîì ÿçûêå UML [3] â âèäå äèàãðàìì.Öåëü àíàëèçà � âûÿâëåíèå îáúåêòîâ è îïèñûâàþùèõ èõ êëàññîâ, ïðåäñòàâ-ëÿþùèõ âàæíûå, ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçðàáîò÷èêà è çàêàç÷èêà, ïîíÿòèÿ ïðåäìåò-íîé îáëàñòè. Îáû÷íî âûäåëåííûå ïîíÿòèÿ ôîðìèðóþò òàê íàçûâàåìóþ êîí-öåïòóàëüíóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ èñòî÷íèêîì áîëüøèíñòâà êëàññîâ èîáúåêòîâ ðàçðàáàòûâàåìîãî ïðèëîæåíèÿ [1].Âûäåëåíèå îáúåêòîâ è ïîíÿòèé ïðåäìåòíîé îáëàñòè (áóäóùèõ êëàññîâ) ÷àñòîîñíîâûâàåòñÿ íà âûäåëåíèè ñóùåñòâèòåëüíûõ èç òåêñòîâûõ îïèñàíèé ðàáîòûáóäóùåãî ïðèëîæåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî âûäåëèòü òðè òàêèõ ïîíÿòèÿ(êëàññà):SquareEquation � êâàäðàòíîå óðàâíåíèå;Solution � ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ;SolverSquareEquation � òîò êòî, ïîëüçóåòñÿ óñëóãàìè ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãîóðàâíåíèÿ. Ýòî áóäåò èíòåðôåéñíûé êëàññ, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò âçàè-ìîäåéñòâèå ñ ïîëüçîâàòåëåì ÷åðåç êîíñîëü.
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Ðèñ. 1. Êîíöåïòóàëüíàÿ ìîäåëü çàäà÷è ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàäèàãðàììå êëàññîâÑëåäóþùàÿ çàäà÷à ýòàïà àíàëèçà � îïðåäåëåíèå íàèáîëåå âàæíûõ àòðèáóòîâ èàññîöèàöèé (ñâÿçåé) ìåæäó ïîíÿòèÿìè. Â íàøåì ñëó÷àå àòðèáóòû äîñòàòî÷íîî÷åâèäíû, à ïîñòîÿííûõ àññîöèàöèé íåò.Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâîäÿòñÿ íà äèàãðàììó êëàññîâ, ïðåäñòàâëÿþ-ùóþ êîíöåïòóàëüíóþ ìîäåëü ïðèëîæåíèÿ (ðèñ. 1). Íà ýòîé äèàãðàììå ïóíê-òèðíûå ñòðåëêè îçíà÷àþò èñïîëüçîâàíèå îäíîãî êëàññà äðóãèì. Òàêèå ñòðåëêèïðèìåíÿþò, åñëè íåîáõîäèìî óêàçàòü, ÷òî ýêçåìïëÿð êëàññà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-íîé ïåðåìåííîé, ïàðàìåòðîì èëè âîçâðàùàåìûì çíà÷åíèåì ìåòîäà êëàññà, îòêîòîðîãî áåðåò íà÷àëî ñòðåëêà.Öåëü ïðîåêòèðîâàíèÿ � ýòî ðàñïðåäåëåíèå îáÿçàííîñòåé ìåæäó îáúåêòà-ìè äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé ðåøàåìîé çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû òàêîãîðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå UML-äèàãðàìì âçàèìîäåéñòâèé, îïèñû-âàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîáùåíèé ìåæäó îáúåêòàìè è UML-äèàãðàììûêëàññîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ àðõèòåêòóðó áóäóùåãî ïðèëîæåíèÿ. Íà ýòîì ýòàïåïîíÿòèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè ïðåâðàùàþòñÿ â ïðîãðàììíûå êëàññû.Èòàê, â íàøåé çàäà÷å íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü, êàêîìóîáúåêòó (êëàññó) ïîðó÷èòü ðåøàòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Ñóùåñòâóåò íåñêîëü-êî âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, íî åñëè íåîáõîäèìî ñîêðàòèòü îáúåì êîäàïðèëîæåíèÿ, òî íóæíî ïåðåäàòü ýòó îáÿçàííîñòü òîìó êëàññó, êîòîðûé îáëàäà-åò íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì èíôîðìàöèè äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäà÷è. Òàêîé ñïîñîáðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íîñèò íàçâàíèå øàáëîíà ðàñïðåäåëåíèÿ îáÿçàí-íîñòåé Expert, îòíîñÿùåãîñÿ ê ñåìåéñòâó øàáëîíîâ GRASP [1]. Â íàøåì ñëó÷àå
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Ðèñ. 2. UML-äèàãðàììà êëàññîâ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ àðõèòåêòóðó ïðèëîæåíèÿSolverSquareEquationòàêèì êëàññîì ÿâëÿåòñÿ êëàññ SquareEquation, âåäü èìåííî îí îáëàäàåò âñåìèäàííûìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìåòîäsolve() ñòàíîâèòüñÿ ìåòîäîì SquareEquation.Ïîëåçíî ðàçîáðàòü ñ ó÷àùèìèñÿ äðóãèå ðåøåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáÿçàííî-ñòåé è ïîñìîòðåòü, ê êàêîìó êîäó è êàêèì ïðîáëåìàì ìîãóò ýòè ðåøåíèÿ ïðè-âåñòè.Äàëåå ñëåäóåò îïðåäåëèòü, êàêîé êëàññ áóäåò îòâå÷àòü çà êîíñîëüíûé èí-òåðôåéñ ïðèëîæåíèÿ. Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì äëÿ ýòèõ öåëåé ÿâëÿåòñÿ êëàññSolverOfSquareEquation, ïðåäñòàâëÿþùèé âñå ïðèëîæåíèå â öåëîì. Ðåàëèçàöèÿââîäà/âûâîäà áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â ñòàòè÷åñêîì ìåòîäå main() òàê, ÷òî ñî-çäàâàòü ýêçåìïëÿð ýòîãî êëàññà íå íóæíî.Ïîñëå ðàñïðåäåëåíèÿ îáÿçàííîñòåé ïîëó÷àåì äèàãðàììó êëàññîâ (ðèñ. 2).Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è íàì íå íóæíû âñå ìåòî-äû äîñòóïà è èíèöèàëèçàöèè (ìåòîäû òèïà get/set). Âñå ëèøíåå äîëæíî áûòüîòáðîøåíî, ÷òîáû êîä áûë áîëåå ÿñíûì è íå çàãðîìîæäàëñÿ íèêîìó íå íóæíû-ìè êîíñòðóêöèÿìè.Èíòåãðèðîâàííàÿ ñðåäà ðàçðàáîòêè NetBeans1 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü òàêóþäèàãðàììó êëàññîâ, à çàòåì ñãåíåðèðîâàòü ïî íåé êîä, â êîòîðîì îñòàíåòñÿ òîëü-êî äîïèñàòü ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ. Íîðìàëüíî, åñëè â äèàãðàììå êëàññîâ áóäóòîïóøåíû íåêîòîðûå äåòàëè èëè áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü íåñóùåñòâåííûå íåäîðà-áîòêè. Â äàëüíåéøåì ïðè ðåàëèçàöèè ìîæíî áóäåò èñïðàâèòü ýòè íåäîðàáîòêèâ êîäå, à íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè ðàçðàáîòêè ìåòîäîì îáðàòíîãî ðåèíæåíåðèíãà(òàêæå ðåàëèçîâàí â NetBeans) ñêîððåêòèðîâàòü âûøåóïîìÿíóòóþ äèàãðàììóêëàññîâ.1Ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìàÿ ñðåäà ðàçðàáîòêè, äîñòóïíàÿ ïî àäðåñóhttp://www.netbeans.org
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 185this.x2=x2;}public Solution (double x1) {numberOfRoots=ONE_ROOT;this.x1=x1;}public int getNumberOfRoots() {return numberOfRoots;}public double getX1() {if (numberOfRoots==ONE_ROOT||numberOfRoots==TWO_ROOTS) {return x1;} else {throw new Error("Sorry, X1 IS NOT EXIST OR ANY NUMBER.");}}public double getX2() {if (numberOfRoots==TWO_ROOTS) {return x2;} else {throw new Error("Sorry, X2 IS NOT EXIST OR ANY NUMBER.");}}}// ìîäóëü êîìïèëÿöèè SolverOfSquareEquation.javaimport java.io.*;public class SolverOfSquareEquation {public static void main (String[] args) throws IOException {int numberOfRoots;double a, b, c, x1=0, x2=0;BufferedReader br=new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));System.out.print("a=");a=Double.parseDouble(br.readLine());System.out.print("b=");b=Double.parseDouble(br.readLine());System.out.print("c=");c=Double.parseDouble(br.readLine());SquareEquation sq=new SquareEquation(a, b, c);Solution sol=sq.solve();switch (sol.getNumberOfRoots()){case Solution.ANY_NUMBER:{System.out.println("X-ëþáîå ÷èñëî.");break;}case Solution.NOT_EXIST_ROOTS:



186 Ä.Í. Ëàâðîâ. Îò èìïåðàòèâíîãî ê îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîìó. . .a b c numberOfRoots x1 x21 2 1 1 -1 �1 -2 1 1 1 �2 -7 6 2 1.5 21 0 -4 2 -2 20 0 0 ∞ � �0 1 2 1 -2 �0 0 1 0 � �0 1 0 1 0 �2 -3.5 1 2 ≈0.35961 ≈1.39039Òàáëèöà 1. Íàáîð òåñòîâ äëÿ ìåòîäà solve(){System.out.println("Êîðíåé íåò.");break;}case Solution.ONE_ROOT:{System.out.println("X1="+sol.getX1());break;}case Solution.TWO_ROOTS:{System.out.println("X="+sol.getX1()+" X2="+sol.getX2());break;}}}} Êëàññ Solution îáçàâåëñÿ òðåìÿ êîíñòðóêòîðàìè äëÿ ðåàëèçàöèè ïðèíöèïàèíêàïñóëÿöèè. Ïåðâûé êîíñòðóêòîð èìååò îäèí àðãóìåíò òèïà double, ÷åðåçêîòîðûé ïåðåäàåòñÿ çíà÷åíèå êîðíÿ â ñëó÷àå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Âòîðîéêîíñòðóêòîð èìååò äâà ïàðàìåòðà äëÿ ïåðåäà÷è çíà÷åíèé äâóõ êîðíåé. È òðåòèéêîíñòðóêòîð íåîáõîäèì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõ ñëó÷àåâ: îòñóòñòâèÿ êîðíåé èñèòóàöèè, êîãäà êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ÷èñëî.Â Solution ïðîïèñàíû ÷åòûðå ñòàòè÷åñêèå êîíñòàíòû, îïðåäåëÿþùèå êîëè÷å-ñòâî êîðíåé è èñïîëüçóåìûå äëÿ ïîâûøåíèÿ ÷èòàåìîñòè êîäà. Îïðåäåëåíû òðèìåòîäà äîñòóïà, ïîçâîëÿþùèå êëàññó SolverOfSquareEquation îòîáðàçèòü ïîëó-÷åííûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ çàùèòû ïîëüçîâàòåëÿ êëàññà îò ñëó÷àéíûõ îøèáîê âîâðåìÿ ðàçðàáîòêè â ìåòîäàõ äîñòóïà ñòîèò ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè îïåðàöèé.4. Òåñòèðîâàíèå êëàññîâÏðè òåñòèðîâàíèè íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ðàáîòó ìåòîäîâ êëàññîâ. Àâòîìàòè÷å-ñêîå òåñòèðîâàíèå íåîáõîäèìî íå ñòîëüêî äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðàáîòûìîäóëåé, ñêîëüêî äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïîñëåäóþùåãî ðåôàêòîðèíãà [2]. Êðîìå òîãî,÷àñòî ïðè ñîçäàíèè è âûïîëíåíèè òåñòîâ ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî ïðîåêòèðî-âàíèå ìîæíî áûëî âûïîëíèòü åùå ïðîùå.Ïîêàæåì, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü íà ïðèìåðå ìåòîäà solve().Ñîñòàâèì òàáëèöó òåñòîâ, ïðîâåðÿþùóþ âñå âàðèàíòû ðåøåíèÿ (òàáë. 1).Âîñïîëüçóåìñÿ èíñòðóìåíòîì JUnit (çàïóñêàåòñÿ èç êîíòåêñòíîãî ìåíþ ïðî-åêòà, ðàçäåë Tools). Ýòîò èíñòðóìåíò ãåíåðèðóåò íàáîð êëàññîâ äëÿ òåñòèðîâà-íèÿ êëàññîâ íàøåãî ïðèëîæåíèÿ. Ïîñëå ãåíåðàöèè ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñåìåé-



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 187ñòâî íàáîð assert-êîìàíä äëÿ ñðàâíåíèÿ îæèäàåìîãî ðåçóëüòàòà ñ âû÷èñëåííûì.Íî äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî òåñòèðîâàíèÿ íåîáõîäèìîðåàëèçîâàòü äîïîëíèòåëüíûé ìåòîä equals(), óíàñëåäîâàííûé îò Object.Ìåòîä equals() èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäàìè òèïà assertEquals() äëÿ ñðàâíåíèÿêëàññîâ ïî çíà÷åíèÿì (ïî ñîäåðæèìîìó ïîëåé àòðèáóòîâ, à íå ïî ññûëêàì).Äðóãèìè ñëîâàìè, equals() ðåàëèçóåò ñðàâíåíèå èäåíòè÷íîñòè îáúåêòîâ ñ òî÷-êè çðåíèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè, â òî âðåìÿ êàê îïåðàòîð == ñ òî÷êè çðåíèÿïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.Åñëè ïåðåïèñàòü ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ìåòîä toString() â êëàññå Solution,òàêæå óíàñëåäîâàííûé îò Object, òî ïðè îøèáêå òåñòèðîâàíèÿ ìîæíî áóäåòóâèäåòü íå õýø-çíà÷åíèÿ êëàññîâ, íà êîòîðûõ ïðîèçîøåë ñáîé, à ñàìè çíà÷å-íèÿ. Êðîìå òîãî, ìîæíî õîðîøî ñýêîíîìèòü â SolverOfSquareEquation: êîä ñîïåðàòîðîì âûáîðà switch ïåðåíîñèòñÿ â toString(), à â êëàññå Solution îòïàäàåòíåîáõîäèìîñòü â ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ äîñòóïà è îòñëåæèâàíèè êîððåêòíîñòè èõâûâîäà. Êîä ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïðîñòûì è ïðîçðà÷íûì.Ïîñëåäíèé âàðèàíò èçìåíåíèé ïðèâåäåí íèæå.// Èçìåíåíèÿ â Solutionpublic class Solution {...// Îïèñàíèå àòðèáóòîâ è êîíñòðóêòîðîâ îñòàëîñü áåç èçìåíåíèé// Êîíñòàíòû ìîæíî ñäåëàòü çàêðûòûìè// Óäàëåíû âñå ìåòîäû äîñòóïà òèïà getX()// Äëÿ ïîâûøåíèÿ ÷èòàáåëüíîñòè êîäà ââîäèì äâå êîíñòàíòûpublic static boolean ROOT_IS_ANY_NUMBER=true;public static boolean ROOT_ISNT_EXIST=false;@Overridepublic boolean equals(Object obj) {double eps = 1e-5;if (obj == null) { return false; }if (getClass() != obj.getClass()) { return false; }final Solution other = (Solution) obj;if (this.numberOfRoots != other.numberOfRoots) { return false; }if (this.numberOfRoots==ONE_ROOT) {return abs(this.x1-other.x1)<eps}if(this.numberOfRoots==TWO_ROOTS){return abs(this.x1-other.x1)<eps && abs(this.x2-other.x2)<eps;}return true;}@Overridepublic String toString() {String s=null;switch (getNumberOfRoots()){



188 Ä.Í. Ëàâðîâ. Îò èìïåðàòèâíîãî ê îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîìó. . .case Solution.ANY_NUMBER:{s="X is any number.";break;}case Solution.NOT_EXIST_ROOTS:{s="Roots not exist";break;}case Solution.ONE_ROOT:{s="X="+x1;break;}case Solution.TWO_ROOTS:{s="X1="+x1+" X2="+x2;break;}}return s;}...// Èçìåíåíèÿ â SolverOfSquareEquationpublic class SolverOfSquareEquation {public static void main (String[] args) throws IOException {int numberOfRoots;double a, b, c;BufferedReader br=new BufferedReader(new InputStreamReader(System.in));System.out.print("a=");a=Double.parseDouble(br.readLine());System.out.print("b=");b=Double.parseDouble(br.readLine());System.out.print("c=");c=Double.parseDouble(br.readLine());System.out.println(new SquareEquation(a, b, c).solve());}}Â ýòîì âàðèàíòå îïèñàíèå àòðèáóòîâ è êîíñòðóêòîðîâ îñòàëîñü áåç èçìåíå-íèé. Ñòàòè÷åñêèå êîíñòàíòû: ANY_NUMBER, ONE_ROOT, TWO_ROOTS,NOT_EXIST_ROOTS ìîæíî ñäåëàòü çàêðûòûìè, îêîí÷àòåëüíî ñêðûâ âíóò-ðåííåå óñòðîéñòâî êëàññà. Óäàëåíû âñå ìåòîäû äîñòóïà òèïà getX(), òåïåðü âíèõ íåò íåîáõîäèìîñòè � èõ äåéñòâèÿ çàìåíÿåò îäèí ìåòîä toString().Äàëåå ïðèâåäåí îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðåàëèçàöèè ìåòîäà òåñòîâîãîêëàññà.public void testSolve() {System.out.println("solve");SquareEquation[] instance ={new SquareEquation( 1, 2, 1),new SquareEquation( 1,-2, 1),new SquareEquation( 2,-7, 6),new SquareEquation( 1, 0,-4),new SquareEquation( 0, 0, 0),new SquareEquation( 0, 1, 2),new SquareEquation( 0, 0, 1),new SquareEquation( 0, 1, 0),new SquareEquation( 2,-3.5,1),



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 189};Solution[] expResult = {new Solution(-1),new Solution(1),new Solution(1.5,2),new Solution(-2,2),new Solution(Solution.ROOT_IS_ANY_NUMBER),new Solution(-2),new Solution(Solution.ROOT_ISNT_EXIST),new Solution(0),new Solution(0.35961,1.39039),};Solution result = null;for (int i=0;i<instance.length;i++) {result=instance[i].solve();assertEquals(expResult[i], result);}}Çàïóñê òåñòà äîëæåí ïðîèçâîäèòüñÿ ïðè êàæäîì âíåñåíèè èçìåíåíèÿ â êîäðåàëèçàöèè ìåòîäà solve(), äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèîíàëü-íîñòü íå ïîñòðàäàëà îò âíåñåííûõ â êîä ïîïðàâîê. Â NetBeans ýòî ëåãêî îñóùå-ñòâèòü ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèè Alt+F6.Ïîñëåäíèé âàðèàíò äèàãðàììû êëàññîâ ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 3.

Ðèñ. 3. Èòîãîâàÿ UML-äèàãðàììà êëàññîâ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ àðõèòåêòóðó ïðèëîæåíèÿSolverSquareEquation. Ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè îáðàòíîãî ðåèíæåíåðèíãà â NetBeans



1905. Çàêëþ÷åíèåÒåïåðü ïðèøëî âðåìÿ âçãëÿíóòü íà äèàãðàììû êëàññîâ, êîòîðûå áûëè ïîëó÷å-íû â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè (ðèñóíêè 1, 2, 3). Âèäèì, ÷òî ïðîöåññ ïðîåêòèðîâàíèÿ� òâîð÷åñêèé ïðîöåññ. Ïîíÿòèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè ïðåâðàòèëèñü â êëàññû èîáðîñëè îáÿçàííîñòÿìè. Ó÷àùèéñÿ äîëæåí âçãëÿíóòü åùå ðàç íà âåñü ïðîöåññ,÷òîáû óâèäåòü âñå ïðîìåæóòî÷íûå ðåøåíèÿ, óâèäåòü öåëü � ïðîñòîé è ÿñíûéêîä, îïòèìàëüíóþ ñ òî÷êè çðåíèÿ íàøåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è àðõèòåêòóðó. Íåîá-õîäèìî åùå ðàç óêàçàòü íà âñå ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ýòèõ ðåøåíèé.Íàø ïðèìåð ïîçâîëÿåò ñêîíöåíòðèðîâàòüñÿ íà äâóõ âàæíûõ ìîìåíòàõ:ïðèíöèïå èíêàïñóëÿöèè è àâòîìàòèçàöèè òåñòèðîâàíèÿ ìîäóëåé. Êðîìå òîãî,óäàëîñü îòäåëèòü êëàññû óðîâíÿ èíòåðôåéñà îò êëàññîâ óðîâíÿ ëîãèêè ðàáîòûïðèëîæåíèÿ [1]Âîçìîæíû è äðóãèå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, èñõîäÿùèå èç äðóãèõ ïðèíöè-ïîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ. Íå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííî âåðíîãî ïðîåêòíîãî ðåøåíèÿ.Ìîæíî ïðîäîëæàòü ðàçâèòèå ýòîãî ïðèìåðà, ïîñòåïåííî óñëîæíÿÿ çàäà÷ó.Íàïðèìåð, ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû íàøå ïðèëîæåíèå ðàáîòàëî ñ ëþáûìè òèïàìèìíîãî÷ëåíîâ, òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ íàñëåäîâàíèÿ èðåàëèçàöèè ïîëèìîðôíîãî ïîâåäåíèÿ êëàññîâ íàõîæäåíèÿ êîðíåé. Èíòåãðèðî-âàííàÿ ñðåäà ðàçðàáîòêè NetBeans, èìåÿ âñòðîåííûå ñðåäñòâà ðåôàêòîðèíãà,ìîæåò ïîìî÷ü ïðåîáðàçîâàòü íàøå ïðèëîæåíèå â ðàñøèðÿåìûé âèä è â ýòîìñëó÷àå.Â çàêëþ÷åíèå, õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü äîöåíòà êàôåäðû èíôîðìàöèîííîé áåç-îïàñíîñòè Íàäåæäó Ôåäîðîâíó Áîãà÷åíêî è âåäóùåãî ïðîãðàììèñòà ôèðìûLuxsoft Ìàêñèìà Ïîòàíèíà, çà îáñóæäåíèå ïðèìåðà, ïðèâåäåííîãî â äàííîéñòàòüå. Ëèòåðàòóðà1. Ëàðìàí, Ê. Ïðèìåíåíèå UML è øàáëîíîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ / Ê. Ëàðìàí. 2-å èçäà-íèå. � Ì.: Èçäàòåëüñêèé äîì ¾Âèëüÿìñ¿, 2004. � 624 c.2. Ôàóëåð, Ì. Ðåôàêòîðèíã: óëó÷øåíèå ñóùåñòâóþùåãî êîäà / Ì. Ôàóëåð. �ÑÏá: Ñèìâîë-Ïëþñ, 2003. � 432 c.3. Áó÷, Ã. ßçûê UML. Ðóêîâîäñòâî ïîëüçîâàòåëÿ / Ã. Áó÷, Ä. Ðàìáî, À. Äæåêîáñîí.� Ì.: ÄÌÊ Ïðåññ. Ïèòåð, 2004. � 430 c.
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