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Аннотация. Предложена феноменологическая модель, позволяющая опи-
сывать кинетику фазовых переходов на стадии коалесценции с помощью
системы дробно-дифференциальных уравнений. Найдено общее решение,
описывающее поведение зародышей при фазовых переходах на стадии ко-
алесценции с учётом немарковости процессов. Получен скейлинговый за-
кон, позволяющий описать практически весь диапазон возможных асимп-
тотик поведения систем при фазовых переходах.
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Введение

Исследование кинетики фазовых переходов представляет большой теорети-
ческий и экспериментальный интерес. В общем случае процесс фазового пере-
хода является немарковским. В частности это может проявляться в скейлин-
говом поведении, отличном от закона Лифшица-Слёзова [1, 2]. Такое отличие
может проявляться в том числе и в средах, обладающих фрактальными свой-
ствами.

Для исследования фазовых переходов важную роль может играть нахожде-
ние аналитических решений, позволяющих глубже понять суть протекающих
процессов.

В [1] было получено кинетическое уравнение и его аналитическое решение,
описывающее кинетику фазовых переходов первого рода на стадии коалесцен-
ции.

В данной работе предложено феноменологическое обобщение этого уравне-
ния с учётом дробно-дифференциальных производных, что формально позво-
ляет описывать скейлинговое поведение систем, имеющих асимптотику, отлич-
ную от закона Лифшица-Слёзова, а также с учётом немарковских процессов
и фрактальных свойств среды. Поскольку как известно, дробные показатели
порядка дифференцирования можно связать с фрактальной размерностью [3].
Учёт дробных показателей порядка дифференцирования может позволить опи-
сывать некоторые дополнительные эффекты, которые могут происходить в дан-
ных системах. В частности, это позволит описать эффекты нелокальности и
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дальнодействующие корреляционные эффекты, проявляющиеся в не гауссовом
поведении кинетических процессов вблизи неравновесных квазистационарных
состояний [4]. Кроме этого, в таких системах могут возникать эффекты неад-
дитивности и самоорганизуемой критичности [6].

Следует отметить, что реальные физические процессы являются немарков-
скими. К таким процессам можно отнести, к примеру, броуновское движение,
где на движение частицы оказывает влияние её прошлое поведение в вязкой
среде [7], фликкер-шум [8], также любые процессы, находящиеся под воз-
действием внешнего процесса, в том числе марковского. Поведение систем с
учётом эффектов памяти можно описывать, вводя в уравнение дробную произ-
водную по времени [4].

Динамика реальных фазовых переходов также подразумевает существова-
ние эффектов памяти предыдущих состояний системы, и для адекватного опи-
сания кинетики фазовых переходов следует использовать дробную производ-
ную по времени. В частности, в большинстве реальных фазовых переходов
наблюдаются эффекты размытия [9], фазовый переход становится нечётким.
Для чётких фазовых переходов, соответствующих классификации Эренфеста,
слагаемые, описывающие скачок термодинамического потенциала, включают в
себя дельта функцию [9], что соответствует отсутствию памяти при фазовом
переходе. Таким образом, введение дробно-дифференциальных величин будет
соответствовать учёту эффектов памяти и, соответственно, размытию фазовых
переходов.

1. Дробная коалесценция

В работе [1, 10] рассмотрена кинетика фазового перехода первого рода на
поздней стадии развития — стадии коалесценции. Данная стадия характери-
зуется тем, что на ней основную роль играет процесс поглощения более мел-
ких зародышей новой фазы вещества более крупными. Получено кинетическое
уравнение, описывающее поведение зародышей на стадии коалесценции и най-
дено его аналитическое решение. Рассмотрим кратко данную теорию, а затем
проведём обобщение полученного в [1] уравнения на случай фрактальных сред.

Рассмотрим твёрдый раствор, в котором выпадающие зёрна неподвижны и
растут только за счёт диффузии из окружающего раствора. Зёрна приближённо
будем считать сферическими и пренебрежём упругими напряжениями вокруг
них.

Равновесная концентрация раствора c0 у поверхности зерна с радиусом a
определяется:

c0 = c∞

(
1 +

2α
′
v

aT

)
, (1)

где v — молекулярный объём вещества зародыша, c∞ — концентрация
насыщенного раствора над плоской поверхностью растворяемого вещества,
α
′
— коэффициент поверхностного натяжения на межфазной границе,

v — молекулярный объём растворяемого вещества, T — температура. Кон-
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центрация определяется по объёмному количеству вещества, растворённого в
1 cm3 раствора.

Диффузный поток i у поверхности зерна совпадает со скоростью изменения
его радиуса:

i =
da

dt
= D

∂c

∂r

∣∣∣
r=a

, (2)

где D — коэффициент диффузии растворённого вещества. Поскольку концен-
трация предполагается малой, то данная скорость настолько мала, что рас-
пределение концентрации вокруг зародыша можно считать в каждый момент
времени совпадающим со стационарным распределением c(r), отвечающим дан-
ному значению a [10]:

c(r) = c− (c− c0)a

r
, (3)

где c — средняя концентрация раствора. Следовательно, диффузный поток с
учётом 1 и 2 примет вид:

da

dt
=
D(c0 − c)

a
=
D

a

(
∆− σ

a

)
, (4)

где σ =
2αvc∞
T

, ∆ = c− c∞.
Определим ak = σ/∆(t) — критический радиус. При a > ak — зерно растёт,

при a < ak — растворяется.

Далее время будем измерять в единицах
a3
k(0)

Dσ
, где ak(0) — значение крити-

ческого радиуса в начале стадии коалесценции. В итоге получаем уравнение:

da

dt
=
a3
k(0)

a

( 1

ak
− 1

a

)
. (5)

Введём функцию распределения зёрен по размерам, нормируемую на число
зёрен в единице объёма:

N(t) =

∞∫
0

f(t, a)da. (6)

Определим скорость перемещения зерна в пространстве размеров
va = da/dt, запишем уравнение непрерывности:

∂f

∂t
+

∂

∂a
(fva) = 0. (7)

К этим уравнениям необходимо добавить закон сохранения полного количе-
ства вещества:

∆ + q = Q = const, (8)

где Q — полное начальное пресыщение, q — объём выпавших зёрен

q(t) =

∫
a3f(t, a)da. (9)
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Рассмотрим обобщение данного уравнения на случай фрактальных сред.
Это подразумевает введение вместо производной по времени — дробную про-
изводную по времени порядка γ и, соответственно, вместо производной по a
введение дробной производной по радиусу зародыша порядка α.

В обеих частях уравнения будем использовать производную Капуто [4]:

∂γf(t)

∂tγ
=

1

Γ(γ − n)

t∫
0

f (n)(τ)dτ

(t− τ)γ+1−n . (10)

Поступление вещества к надкритическому зародышу осуществляется с
помощью диффузии из окружающего раствора. В стационарном режиме с
учётом фрактальности среды сферически-симметричное распределение кон-
центрации c(r) вокруг зародыша может быть определено решением дробно-
дифференциального диффузного уравнения:

D∆αc(r) = 0, (11)

где ∆α – дробно-дифференциальный оператор Лапласа [5], его радиальная

компонента: ∆α = 1
r2α

∂α

∂rα
r2α ∂

α

∂rα
. Граничные условия запишем: c(∞) = c,

c(a) = c0. Тогда решение (11) имеет вид:

c(r) = c− Γ(1− α)(c− c0)

Γ(1− 2α)

aα

rα
. (12)

Дробный диффузный поток у поверхности зародыша:

iγ =
dγa

dtγ
= D

∂αc(r)

∂rα

∣∣∣
r=a

. (13)

В итоге получим для дробного потока:

iγ = D
k1(c− c0)

aα
, (14)

где k1 =
Γ2(1− α)

Γ2(1− 2α)
, Γ(α) — гамма-функция. Время будем измерять в единицах

a1+α+γ
k (0)

Dσ
. В итоге с учётом (1) обобщённое на случай дробных производных

(5) примет вид:

dγa

dtγ
=
a1+α+γ
k (0)k1

aα

( 1

ak
− 1

a

)
. (15)

К данному уравнению необходимо добавить дробное-дифференциальное
уравнение непрерывности:

∂γf

∂tγ
+

∂α

∂aα
(fvγa) = 0, (16)
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где vγu = dγa/dtγ, и закон сохранения полного количества вещества (8). Дроб-
ный аналог уравнения непрерывности следует понимать как уравнение непре-
рывности в среде, проявляющей фрактальные свойства, а также допускающей
протекание немарковских процессов [4].

Для удобства решения перейдём к новым переменным. Введём безразмер-
ную величину x(t) = ak(t)/ak(0). При t→∞ пресыщение ∆(t)→ 0, а ak →∞.
Соответственно, при изменении переменной t от 0 до ∞ монотонно меняется от
0 до ∞ также величина τ = 3 ln x(t), которую можно выбрать в качестве новой
переменной по времени. В качестве неизвестной функции будем использовать
u = a/ak(t).

В итоге с учётом формулы дробного дифференцирования произведения
функций получим уравнение:

dγu3

dτ
= −dγ−1u3 +

2k1γ̄u
3−α−γ

Γ(4− γ)
− 2k1γ̄u

2−α−γ

Γ(4− γ)
. (17)

Проинтегрируем данное уравнение с помощью дробного интеграла Iγ−1
u

Iγt f(t) =
1

Γ(γ)

t∫
0

f(τ)dτ

(t− τ)1−γ ; (18)

получим:

du3

dτ
= −u3 +

2k1Γ(4− α− γ)γ̄u2−α

Γ(4− γ)Γ(3− α)
− 2k1γ̄Γ(3− α− γ)u1−α

Γ(4− γ)Γ(3− α)
. (19)

Видно, что в левой части вместо дробной производной во времени появилась
производная первого порядка. Также в правой части исчез дробный дифферен-
циал и из степеней функции u также ушла зависимость от дробного временного
показателя γ. Тем не менее зависимость от временного показателя γ сохрани-
лась в правой части уравнения в параметрах гамма-функции.

В правую часть (17), (19) входит функция γ̄, определяемая как

γ̄(τ) =
dtγ

xγ+αdx
> 0. (20)

В отличие от соответствующей функции, полученной в рамках дифферен-
цирования целого порядка [10], в (20) присутствует дифференциал по времени
порядка γ, и в показатель степени x входит показатель γ и α. При α=γ=1 (20)

переходит в γ̄(τ) =
dt

x2dx
.

Определим зависимость γ̄0 — точки, в которой функция
dγu3

dτ γ
касается оси

абсцисс от значения дробных параметров α + γ. Для этого решим систему
уравнений:

−u3 +
2k1Γ(4− α− γ)γ̄u2−α

Γ(4− γ)Γ(3− α)
− 2k1γ̄Γ(3− α− γ)u1−α

Γ(4− γ)Γ(2− α)
= 0,
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Рис. 1. Графики зависимости от α функции γ̄0 при различных γ.

−u2+α +
2k1(2− α)Γ(4− α− γ)γ̄u

Γ(4− γ)Γ(3− α)
− 2k1(1− α)γ̄Γ(3− α− γ)

Γ(4− γ)Γ(2− α)
= 0, (21)

где 2-е уравнение получено путём дифференцирования 1-го по u для нахожде-

ния максимума функции
dγu3

dτ γ
. Функция γ̄0 имеет вид:

γ̄0 =
Γ(4− γ)

2k1

(Γ(3− α− γ)

Γ(2− α)

)1+α( Γ(3− α)

Γ(4− α− γ)

)2+α (2 + α)2+α

(1 + α)1+α
. (22)

При α = γ = 1 γ̄0 = 27
4
, что совпадает со значением, найденным в [10].

Графики функции γ̄0 в зависимости от показателя α при различных γ по-
казаны на рис. 1. Видно, что с ростом α функции плавно спадают, а также
с уменьшением γ значения функции γ̄0 располагаются ниже на координатной
оси.

При τ → ∞ функция γ̄(τ) должна стремиться к определённому конечному
пределу. Согласно [10], γ̄(τ) можно представить в виде:

γ̄ = γ̄0(1− ε2(τ)), (23)

где ε→ 0 при τ →∞.
При τ 2 � 1, пренебрегая поправочным членом в (23), найдём предельный

закон зависимости критического радиуса от времени:

x =
( 2k1

Γ(4− γ)

( Γ(2− α)

Γ(3− α− γ)

)1+α(Γ(4− α− γ)

Γ(3− α)

)2+α (1 + α)1+α

(2 + α)2+α

t

(γ + α)

)1/(1+α+γ)

.

(24)
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Видно, что при α = γ = 1 показатель степени основания t примет значение

1/3 и (24) переходит в x =
(4t

9

)1/3

, что совпадает с целочисленным случаем

[1]. Вблизи «запирающей точки» [1] решение определяется соответствующими
поправками к данному закону.

В зависимости от показателей α и γ, определяемых свойствами фрактальной
среды, при фазовых переходах уже в основном приближении меняется предель-
ный закон зависимости критического радиуса от времени согласно (24).

С физической точки зрения здесь имеет место конкуренция между про-
цессами, описываемыми дробными производными по времени и по размерам
частиц, что может приводить в итоге к сложной динамике изменения разме-
ров зародышей. Рост зародыша на стадии коалесценции может существенно
задерживаться, не меняясь подолгу, затем он может резко измениться, что в
итоге приводит к общему замедлению стадии коалесценции в системе. Данное
поведение отвечает так называемому перемежаемому движению [3].

2. Функция распределения зёрен по размерам

Рассмотрим вычисление функции распределения зёрен по размерам. Функ-
ция распределения в переменных u и τ связана с функцией распределения в
переменных a и t:

ϕ(τ, u) = f(t, a)da, (25)

f = ϕ/ak.
Дробное уравнение непрерывности для функции ϕ имеет вид:

∂γϕ

∂τ γ
+

∂α

∂uα
(ϕvu) = 0, (26)

где vu =
du

dτ
.

За исключением близкой ε-окрестности точки u0 скорость vγu определяется
уравнением (с γ̄ = γ0):

vu =
du

dτ
= −u

3
+

2k1Γ(4− α− γ)γ̄

Γ(4− γ)Γ(3− α)uα
− 2k1γ̄Γ(3− α− γ)

Γ(4− γ)Γ(2− α)u1+α
= 0. (27)

Используя обобщённую формулу Лейбница для дробных производных [11],

∂α[f(x)g(x)]

∂xα
=
∞∑
k=0

Γ(α + 1)

k!Γ(α− k + 1)
f (α−k)(x)g(k)(x), (28)

и ограничиваясь первыми двумя слагаемыми, предполагая малость вклада сла-
гаемых, содержащих производные второго и более высоких порядков (см. при-
ложение), перепишем (26) в виде:

∂γϕ

∂τ γ
=
∂αvu
∂uα

ϕ+
Γ(α + 1)

Γ(α)

∂α−1vu
∂uα−1

∂ϕ

∂u
. (29)
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Решение (29) будем искать в виде:

ϕ(u, τ) = ϕ1(u)ϕ2(τ). (30)

Подставим (30) в (29) и поделим на (30), получим:

1

ϕ2

∂γϕ2

∂τ γ
= −∂

αvu
∂uα

− Γ(α + 1)

Γ(α)

∂α−1vu
∂uα−1

∂ϕ1

ϕ1∂u
= −λ. (31)

Таким образом, приходим к системе двух уравнений для функций ϕ1(u) и ϕ2(τ)
с разделяющимися переменными:

dγϕ2

ϕ2

= −λdτ γ, (32)

dϕ1

ϕ1

=
Γ(α)

Γ(α + 1)

( du

dα−1vu/duα−1
−

dαv
duα

du

dα−1vu/duα−1

)
. (33)

Общее решение есть произведение решений уравнений (32) и (33). В итоге
получим:

φ(τ, u) = Aτ γ−1Eγ,γ(−λτ γ)e
Γ(α)

Γ(α+1)
|I1−I2|, (34)

где A — нормировочная константа, λ = 1 — константа, Eγ,γ — обобщённая
функция Миттаг-Леффлера [12]:

I1 =

∫
du

−A2u2−α +B2u1−2α − C2u−2α
, (35)

I2 =

∫
−A1u

1−α +B1u
−2α + C1u

−1−2α

−A2u2−α +B2u1−2α − C2u−2α
du, (36)

где

A1 =
1

3Γ(2− α)
,

B1 =
2k1γ̄Γ(4− α− γ)

3Γ(4− γ)Γ(3− α)

((α + 1)Γ(α + 1)

Γ(α)Γ(3− α)
− 1

Γ(2− α)

)
,

C1 =
2k1γ̄Γ(3− α− γ)Γ(1 + α)(1 + α)

3Γ(4− γ)Γ(2− α)2Γ(α)
,

A2 =
1

3Γ(3− α)
,

B2 =
2k1γ̄Γ(4− α− γ)Γ(1− α)

3Γ(4− γ)Γ(3− α)Γ(2− 2α)
,

C2 =
2k1γ̄Γ(3− α− γ)Bz(1− α,−α)

3Γ(4− γ)Γ(2− α)Γ(1− α)
,

и где Bz(1 − α,−α) — неполная бета-функция, z =
u− c
u

, c — произвольная
константа.
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Данные интегралы можно посчитать явно при заданных значениях степеней
α и γ. При α=γ=1 dα−1vu/du

α−1 = vu, обобщённая функция Миттаг-Леффлера
переходит в экспоненту, и решение совпадает с аналитическим решением, по-
лученным в [1]:

ϕ(u, τ) = Ae−τP (u), (37)

где P (u) имеет вид:

P (u) =
A0u

2e
1

2u−3

(u+ 3)7/3(3− 2u)11/3
, u <

3

2
, (38)

P (u) = 0, u >
3

2
.

Нормировочная константа A может быть найдена следующим образом. В
уравнении сохранения вещества (8) ∆(τ) → 0 при τ → ∞. Выразив q через
переменные τ и u и подставляя ϕ(u, τ) из (37) получим:

κA

u0∫
0

u3P (u)du = 1, (39)

где κ =
4πa1+α+γ

k (0)

3Q
, u0 — значение u, в котором кривая графика скорости

du3

dτ
касается оси абсцисс (γ̄ = γ0) [10].

Константа A0 может быть найдена из условия нормировки:

u0∫
0

P (u)du = 1. (40)

График данной функции P (u) изображён на рис. 2. Видно, что функция
совпадает с кривой, полученной в [10] в рамках модели дифференцирования
целочисленного порядка.

Рассмотрим решения для значений α и γ отличных от единицы. Для случая
α = 1

2
получено действительное аналитическое решение:

P1/2(u) = A0e
2 (u−

√
uβ

1/3
1 + β

2/3
1 )

1
6β2 (β

2/3
1 − u)

1
3β2 (B2 − A2u

3/2)β3(u+
√
uβ

1/3
1 +

(
√
u+ β

1/3
1 )

1
3β2 (u2 + uβ

2/3
1 + β

4/3
1 )

1
6β2

+β
2/3
1 )β4e

β5arctg(
1√
3

(
√
uβ

1/3
1 +1))+ 1√

3β2
arctg( 1√

3β2
(2
√
u−1))− 1√

3β2
arctg( 1√

3
(uβ

2/3
1 +1))

(β1 −
√
u)β6

,(41)

u < u0

P1/2(u) = 0, u > u0,

где β1 =
B2

A2

, β2 =
1

3A
2/3
2 B

1/3
2

, β3 =
1

3

(2A1

A2

− B1

B2

)
, β4 =

1

3B
1/3
2

(C1A
2/3
2

B
4/3
2

− 1

2A
2/3
2

)
,

β5 =
1

3B
1/3
2

(2C1A
2/3
2

B
4/3
2

+
1

A
2/3
2

)
, β6 =

1

3B
1/3
2

(2C1A
2/3
2

B
4/3
2

− 1

A
2/3
2

)
.
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Рис. 2. Графики функций P1/2(u) при различных γ. Квадратиками приведено распределение
Лифшица-Слёзова (α = γ=1)

Соответственно, нормировочная константа A0 определяется из условия нор-
мировки функции P1/2(u) на единицу. Для случая α = 0.5, γ=1 A0 = 880.72.

Графики функций P1/2(u) при различных γ приведены на рис. 2.
Видно, что с ростом γ от 0.25 до 1 пик функции P1/2(u) уменьшается, при

этом смещается точка u0, в которой функция обращается в ноль от u0 = 3.631
(γ = 0.25) до u0 = 5.449 (γ = 1). Относительно сравнения между собой графи-
ков α = 0.5 и α = 1 можно отметить, что пики графиков α = 0.5 расположены
значительно ниже и смещены влево относительно функции α = 1. Точка u0

для P (u) равна 3/2, что значительно меньше, чем значения соответствующих
точек функций P1/2(u). Графики P1/2(u) значительно шире, чем P (u). Можно
сказать, что функция P1/2(u) является как бы размытой относительно функции
P (u).

Число зёрен в единице объёма в случае α = γ = 1 можно определить
следующим образом:

N =

u0∫
0

ϕ(u, τ)du = Ae−τ =
9A

4t
. (42)

Для случая α = 0.5, γ = 1 обобщённая функция Миттаг-Леффлера
Eγγ(−τ γ) переходит в e−τ , и для этого случая число зёрен может быть опреде-
лено:

N = A
(α + 1

γ̄0t

) 3
2+α

= A
( 3

2γ̄0t

) 6
5
. (43)
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Видно, что с ростом t число зёрен в случае α = 0.5 спадает немного быстрее,
чем в случае α = 1.

Следует отметить, что в проведённом рассмотрении общий объём раство-
ра рассматривался как неограниченный, а поэтому неограничен полный запас
растворяемого вещества. В конечном объёме процесс должен заканчиваться за
конечное время, когда всё растворённое вещество выпадет в виде одного тела.

В [13] было показано, что при обобщении различных уравнений с исполь-
зованием дробных производных Римана-Лиувилля, могут возникать функции
распределения, допускающие отрицательную плотность распределения. В дан-
ной работе применялась производная Капуто, использование которой также
может приводить к нефизическим решениям. Тем не менее, в данном случае,
полученное решение для плотности распределения (зёрен по размерам), как и
решение [1] – как видно из приведённых графиков функций (рис. 2.) – является
положительно определённым.

3. Скейлинговое поведение

Рассмотрим скейлинговое поведение. В [1] предсказано асимптотическое
поведение радиуса зерна как ∼ t1/3, что подтверждается множеством экспе-
риментальных исследований [14]. В данной работе получено асимптотическое
поведение ∼ t1/1+α+γ. Такой вид закона скейлинга позволяет в общем слу-
чае формально описывать практически весь диапазон найденных теоретиче-
ски и подтверждённых экспериментально асимптотик. Асимптотический закон
скейлинга можно представить как ∼ tϕ, где показатель ϕ зависит от приро-
ды законов сохранения, наличия различных дефектов или примесей, свойств
протекания полей [2].

Так закон Лифшица-Слёзова ∼ t1/3 характерен для систем с сохранением
параметра порядка таких, которые в конечном состоянии имеют две сосуще-
ствующие фазы. Это соответствует α = 1, γ = 1.

Закон Аллена-Кана ∼ t1/2 характерен для систем с несохраняющимся па-
раметром порядка, который эволюционирует к конечному однофазному, равно-
весному упорядоченному состоянию с нарушенной симметрией [15]. Данный
закон соответствует показателям α = 0.5, γ = 0.5, т.е. проявлению полуце-
лых эффектов нелокальности (корреляции) размеров зёрен, а также эффектов
памяти.

Для бинарных жидких смесей и бинарных сплавов были найдены асимп-
тотики ∼ t1/3, ∼ t2/3 и ∼ t1 [2, 16], что соответствует диффузному режиму,
вязкому гидродинамическому режиму и инерциальному гидродинамическому
режиму. Последним двум случаям могут соответствовать индексы α или γ
принимающие отрицательные значения (к примеру, α = 0.5 или γ = −0.5), что
соответствует переходу от дробных дифференциальных уравнений к интегро-
дифференциальным. В промежуточных между этими асимптотиками значениях
показателя ϕ > 1/3 индексы α и γ оба могут принимать дробные положитель-
ные значения.

Следует также отметить существование асимптотик с показателем
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ϕ < 1/3 — ∼ t1/4, а также с меньшим показателем ϕ, соответствующих, к
примеру, поведению фрактальных кластеров, образующихся в процессе затвер-
девания переохлаждённой жидкости [17], фрактальным кластерам на подлож-
ке, выращенным методом осаждения [18], фрактальным вязким направленным
узорам, формируемым нестабильностью Саффмана-Тейлора [17]. Здесь индексы
α и γ должны принимать значения > 1.

Таким образом, видно, что при описании асимптотического поведения раз-
личных систем с помощью дробно-дифференциальных уравнений важную роль
играет как учёт дробного показателя по размерам зёрен, так и учёт дробного
показателя по времени.

4. Заключение

Задача описания кинетики фазовых переходов на стадии коалесценции [1],
как показано выше, может быть обобщена с помощью введения дробных про-
изводных как по времени, так и по радиусу зародышей. Получающиеся в ито-
ге уравнения допускают аналитическое решение. Однако только решение для
дробно-дифференциального индекса радиуса зародышей α = 1/2 является фи-
зическим. Решения для других α являются комплексными и имеют нефизиче-
скую природу. Вероятно для получения действительных решений для случаев
α 6= 0.5 в данной модели необходимо учитывать какие-то дополнительные по-
правки. Однако это уже не гарантирует возможность получения решений в
аналитическом виде.

Кроме этого, как показано в [13], использование дробных производных, в
частности, дробной производной Римана-Лиувилля, существенно меняет свой-
ства плотностей распределения, ухудшая свойства итогового уравнения, что
также может являться причиной отсутствия действительных решений для по-
казателей α 6= 0.5.

Тем не менее удалось получить некоторые общие зависимости от дробно-
дифференциальных показателей. Как следует из графиков зависимости функ-
ции γ̄0 (рис. 1) с ростом α от 0 до 1 функции плавно спадают, с уменьшением
γ значения функции γ̄0 располагаются ниже на координатной оси. Было най-
дено, что в зависимости от показателей α и γ при фазовых переходах уже в
основном приближении меняется предельный закон зависимости критического
радиуса от времени. Показатель α в общем случае меняет закон зависимо-
сти количества зёрен в единице объёма от времени. Также в зависимости от
свойств фрактальной среды меняется функция распределения зёрен по разме-
рам. Вместо экспоненциальной зависимости от времени возникает обобщённая
функция Миттаг-Леффлера, определяемая показателем дробной производной
по времени.

С физической точки зрения имеет место конкуренция между процессами,
описываемыми дробными производными по времени и по размерам частиц, что
может приводить в итоге к сложной динамике изменения размеров зародышей.
Рост зародыша может существенно задерживаться, не меняясь подолгу, затем
он может резко измениться, что в итоге приводит к общему замедлению стадии
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коалесценции в системе. Данное поведение отвечает так называемому переме-
жаемому движению [3].

Что касается интерпретации процессов, связанных с дробной производной
по времени, в [19] выдвинуто предположение, что временная степень свободы
является стохастической и представляет собой сумму случайных временных
отрезков, каждый из которых является случайной величиной устойчивого ве-
роятностного распределения. При переходе к непрерывному времени строятся
процессы со случайным операционным временем. Для описания таких процес-
сов в кинетические уравнения следует добавлять дробную производную по вре-
мени, где показатель дробной производной связан с параметром соответству-
ющего распределения вероятности. Такой характер распределения вероятности
порождает долговременные эффекты памяти.

Данная интерпретация может быть использована в том числе и для опи-
сания немарковской странной кинетики фазовых переходов, что соответствует
поведению реальных систем при фазовых переходах.

Для показателя α = 1/2 получено аналитическое решение при различных
значениях γ (рис. 2.). Функция распределения P (u) меняет свой вид по срав-
нению с α = 1. Можно отметить, что пики графиков α = 0.5 расположены
значительно ниже и смещены влево относительно функции α = 1. Точка u0 для
P (u) равна 3/2, что значительно меньше, чем значения соответствующих точек
функций P1/2(u). Графики P1/2(u) значительно шире, чем P (u). Можно сказать,
что функция P1/2(u) является как бы размытой относительно функции P (u). С
ростом γ от 0.25 до 1 пик функции P1/2(u) уменьшается, при этом смещается
точка u0, в которой функция обращается в ноль от u0 = 3.631 (γ = 0.25) до
u0 = 5.449 (γ = 1).

Сопоставление с экспериментальными данными позволило выявить ещё од-
ну универсальную стадию фазового перехода первого рода — так называемую
начальную стадию коалесценции.

Полученный в работе скейлинговый закон ∼ t1/1+α+γ позволил описать
практически весь диапазон возможных асимптотик [2]. Это означает, что при
описании асимптотического поведения различных систем с помощью дробно-
дифференциальных уравнений важную роль играет как учёт дробного показа-
теля по размерам зёрен, так и учёт дробного показателя по времени.

5. ПРИЛОЖЕНИЕ

Бесконечную сумму ряда дробной производной произведения функций (пра-
вило Лейбница) можно записать в виде конечного ряда с остаточным чле-
ном [20]:
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F (x) =
∂α[fg]

∂xα
=

n∑
k=0

Γ(α + 1)

k!Γ(α− k + 1)
f (α−k)g(k) +

+
(−1)n+1

Γ(−α)

x∫
a

f (n+1)(t)[
t

I
a

n+1(x− t)−α−1g(t)]dt, (44)

0 < α < 1, f (n+1) — производная n+ 1-го порядка от функции f ,
x

I
a

β — оператор

дробного интегрирования

x

I
a

βf =
1

Γ(β)

x∫
a

f(t)dt

(x− t)−β+1
. (45)

(44) можно записать как F (x) = P (x) + Rn(x), где P (x) — конечная сумма,
Rn(x) — остаточный член.

Оценим остаточный член. Используя первую формулу среднего значения

[21] для
t

I
a

n+1, выберем на интервале [a,t] точку z, в результате получим:

Rn(x) =
(−1)n+1g(z)

Γ(−α)(n+ 1)!(x− z)α+1

x∫
a

f (n+1)(t)(t− a)n+1dt, (46)

Снова используем формулу среднего значения, выберем на интервале [a,x]
точку y, в итоге получим остаточный член в следующем виде:

Rn(x) =
(−1)n+1f (n+1)(y)g(z)

Γ(−α)(n+ 2)!

(x− a)n+2

(x− z)α+1
, (47)

Можно доказать, что при x→ a остаточный член представляет собой беско-

нечно малую порядка выше n: Rn(x) = o((x− a)n). Пусть Hn(x) =
Rn(x)

(x− a)n
при

x 6= a и Hn(x) = 0 при x = a. Достаточно показать, что lim
x→a

Hn(x) = 0. Заметим,

что для всех i = 0, 1.2...n R
(i)
n (a) = 0. Применим n − 1 раз правило Лопиталя,

получим

lim
x→a

Rn(x)

(x− a)n
= lim

x→a

d
dx
Rn(x)

d
dx

(x− a)n
= ... = lim

x→a

dn−1

dxn−1Rn(x)
dn−1

dxn−1 (x− a)n
=

=
1

n!
lim
x→a

R
(n−1)
n (x)

(x− a)
=

1

n!
lim
x→a

R
(n−1)
n (x)−R(n−1)

n (a)

(x− a)
=

1

n!
R(n)
n (a) = 0. (48)

Каждая следующая производная числителя стремится к 0 в точке x = a,
и также каждая следующая производная знаменателя. Последнее равенство в
(48) следует из определения производной в точке x = a.
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STUDY OF THE SYSTEMS BEHAVIOR IN PHASE TRANSITIONS
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Abstract. A phenomenological model that allows to describe the kinetics of phase
transitions in the coalescence stage using fractional differential equations was pro-
posed. A general solution, describing nucleation behavior in phase transitions on the
coalescence stage, taking into account non-markov processes, was found. A scaling
law, which allows to describe the entire range of possible asymptotic behavior of
systems in phase transitions, was received.
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