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Пусть {ξn} – стационарная в узком смысле последовательность. Будем пи-

сать ξ d
= η, ξn

d→ η и ξn
d∼ ηn в случаях, когда, соответственно, распределения ξ

и η совпадают, {ξn} сходится к η по распределению и когда последовательности
{ξn} и {ηn} слабо эквивалентны (см., например, [1, § 28.1]). Слабая эквива-
лентность равносильна поточечной сходимости разности характеристических
функций величин {ξn} и {ηn} к нулю при n→∞ [1, с. 393].

Пусть Sn =
n∑
k=1

ξn, Eξ2
n < ∞, n = 1, 2, ..., σ2

n = DSn → ∞, а N (0, 1) —

случайная величина, имеющая нормальное распределение с параметрами 0 и 1.
Если

σ−1
n (Sn − ESn)

d→ N (0, 1), n→∞,

то говорят, что к последовательности {ξn} применима центральная предельная
теорема.

Следуя [2], назовём {bn, n = 1, 2, ...} правильно меняющейся последователь-
ностью порядка ρ, если b[x], x > 0 является правильно меняющейся функцией
порядка ρ, где [x] - целая часть x. Через ξ̂1, ..., ξ̂n будем обозначать независимые
случайные величины такие, что ξ̂k

d
= ξk, k = 1, 2, ..., n.

Будем говорить, что последовательность {ξn} удовлетворяет
условию (R), если при любом действительном t и при любой последова-
тельности натуральных чисел m = m(n)

E exp{itσ−1
n+mSn+m} − E exp{itσ−1

n+mSn} · E exp{itσ−1
n+mSm} → 0, (R)

n → ∞ (для краткости будем говорить, что соотношение (R) выполняется при
n + m → ∞). В соответствии с определением слабой эквивалентности условие
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(R) можно записать так:

Sn+m

σn+m

d∼ Ŝn
σn+m

+
Ŝm
σn+m

, n+m→∞.

В работе [3] получен следующий результат

Теорема 1. Пусть {ξn, n = 1, 2, ...} — стационарная последовательность
и пусть Eξ2

n < ∞, Eξn = 0, n = 1, 2, ... Для того чтобы к последовательно-
сти {ξn} была применима центральная предельная теорема и σn являлась
правильно меняющейся функцией порядка 1/2, необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось условие (R), и последовательность {σ−2

n S2
n} была равно-

мерно интегрируема.

Замечание 1. Теорема 1 интерпретировалась так: условие (R) является ми-
нимальным условием слабой зависимости, при котором справедлива централь-
ная предельная теорема с правильно меняющейся порядка 1 дисперсией.

В настоящей работе доказан аналогичный результат для центральной пре-
дельной теоремы, в которой вместо сумм Sn участвуют симметрические функ-
ции f (ξ1, ..., ξn) .

Пусть при каждом n ∈ N определена симметрическая вещественнозначная
функция f , то есть f(x1, x2, ..., xn) = f(xi1 , ..., xin), для любых x1, ..., xn ∈ R для
любой перестановки {i1, ..., in} множества {1, ..., n} (на самом деле определена
последовательность функций, но, чтобы не загромождать рассуждений, мы не
будем подчёркивать зависимость f от n какими-либо индексами и называть f
последовательностью).

Пусть Xn = f (ξ1, ..., ξn) , EX2
n <∞, an = EXn, n = 1, 2, ..., b2

n = DXn →∞.
Если

b−1
n (Xn − an)

d→ N (0, 1), n→∞,
то будем говорить, что к последовательности {Xn} применима центральная
предельная теорема.

Скажем, что последовательность {ξn} удовлетворяет условию (Rf), если

E exp{itb−1
n+mXn+m} − E exp{itb−1

n+mXn} · E exp{itb−1
n+mXm} → 0, (Rf)

n+m→∞. Ясно, что условие (Rf) можно записать так:

Xn+m

bn+m

d∼ X̂n

bn+m

+
X̂m

bn+m

, n+m→∞. (1)

Если bn является правильно меняющейся последовательностью порядка 1/2
и γn = b−1

n+m(an+am−an+m)→ 0, n+m→∞, то будем говорить, что выполнены
условия нормировки (N).

Теорема 2. Пусть {ξn, n = 1, 2, ...} — стационарная последовательность
и пусть EX2

n <∞. Для того чтобы к последовательности {Xn} была приме-
нима центральная предельная теорема и выполнялись условия нормировки
(N), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (Rf) и последо-
вательность {b−2

n (Xn − an)2} была равномерно интегрируема.
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Доказательство теоремы приводятся ниже.

Замечание 2. Несмотря на почти абсолютную схожесть теорем 1 и 2, меж-
ду ними имеется существенное отличие. Оно заключается в том, что условие
(Rf) является не только условием слабой зависимости, но и накладывает зна-
чительные ограничения на вид функции f , заключающиеся по сути в том, что
распределения функций f(ξ1, ..., ξn) слабо эквивалентны распределениям сумм
некоторых независимых случайных величин. Однако центральная предельная
теорема с условиями нормировки (N) может иметь место только при этих огра-
ничениях.

Пример 1. Пусть {ξn} — последовательность независимых одинаково рас-
пределённых величин и Eξi = 0, σ2 = Eξ2

i <∞.

Xn = f(ξ1, ..., ξn) = max
16i1<...<in−k6n

(
ξi1 + ...+ ξin−k

)
=

= Sn − min
16j1<...<jk6n

(ξj1 + ...+ ξjk) .

Если Yn = max
16i6n

ξ2
i , то

EYn =

∞∫
0

P{Yn > x} dx 6
√
n+ n

∞∫
√
n

P{ξ2
1 > x} dx = o(n),

так что если k = k(n)→∞ достаточно медленно, то

E
(

min
16j1<...<jk6n

(ξj1 + ...+ ξjk)

)2

6 k2EYn = o(nσ2) = o
(
ES2

n

)
,

поэтому Xn
d∼ Sn, n → ∞, условие (Rf) (совпадающее с условием (R)) и

центральная предельная теорема выполняются.
Если же, скажем, k = n − 1, Xn = max

16i6n
ξi, то ни при каком выборе норми-

рующих постоянных an и bn предельное распределение b−1
n (Xn − an) не может

быть нормальным (то есть, не может выполняться центральная предельная тео-
рема и, следовательно, условие (Rf)). Это следует из известных результатов
Б.В. Гнеденко о предельных распределениях максимумов независимых случай-
ных величин (см., например [4]).

Следующая лемма доказана в [3].

Лемма 1. bn является правильно меняющейся последовательностью по-
рядка 1/2 (а b2

n — правильно меняющейся последовательностью порядка 1)
тогда и только тогда, когда

b2
n+m ∼ b2

n + b2
m, n+m→∞. (2)
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Доказательство. Необходимость.
Пусть к последовательности {Xn} применима центральная предельная тео-

рема, то есть при любом t ∈ R

E exp{itb−1
n (Xn − an)} → exp

{
−t

2

2

}
, n→∞ (3)

и выполнены условия нормировки (N). Так как

b−1
n (Xn − an)

d→ N (0, 1), b−2
n E(Xn − an)2 = 1 = EN 2(0, 1), b−2

n (Xn − an)2 > 0,

то равномерная интегрируемость последовательности {b−2
n (Xn − an)2} следует,

например, из теоремы 5.4 в [5].
Пусть t ∈ R и m = m(n). Обозначим

∆(n) = |E exp{itb−1
n+mXn+m} − E exp{itb−1

n+mXn}E exp{itb−1
n+mXm}| =

=

∣∣∣∣E exp

{
it
Xn+m − an+m

bn+m

}
− E exp

{
it
Xn − an
bn+m

}
E exp

{
it
Xm − am
bn+m

}
exp{itγn}

∣∣∣∣ .
Поскольку b2

n — правильно меняющаяся последовательность порядка 1, то
в силу леммы 1

b2
n+m ∼ b2

n + b2
m, n→∞,

так что для любой последовательности натуральных чисел {n1} существуют
0 6 c 6 1 и подпоследовательность {n2} ⊆ {n1} такая, что

b−2
n2+m2

b2
n2
→ c, b−2

n2+m2
b2
m2
→ 1− c, n→∞,

где m2 = m(n2). Если c = 0 (c = 1), то при n→∞

b−1
n2+m2

(Xn2 − an2)→ 0 (b−1
n2+m2

(Xm2 − am2)→ 0)

по вероятности, следовательно, ∆(n2) → 0, n → ∞. Если же 0 < c < 1, то в
силу (5)

E exp

{
it
Xn2+m2 − an2+m2

bn2+m2

}
∼ exp

{
−t

2

2

}
= exp

{
−ct

2

2

}
exp

{
−(1− c)t2

2

}
∼

∼ E exp

{
it
Xn2 − an2

bn2+m2

}
· E exp

{
it
Xm2 − am2

bn2+m2

}
exp{itγn2}, n→∞,

то есть снова ∆(n2)→ 0, n→∞.
Таким образом, доказано, что из любой последовательности

{∆(n1)} можно выделить сходящуюся к нулю подпоследовательность.
Это означает, что ∆(n)→ 0, n→∞, то есть выполнено условие (R).

Достаточность. Пусть выполнено условие (Rf) и последовательность
{b−2
n (Xn−an)2} равномерно интегрируема. В силу известной теоремы Прохорова

(см., например, [5]) последовательность {b−1
n (Xn − an)} является относительно
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компактной, так что из любой последовательности натуральных чисел можно
выбрать подпоследовательность {n1}, n1 = n1(n) такую, что при n→∞

b−1
n1

(Xn1 − an1)
d→ ξ, b−1

m1
(Xm1 − am1)

d→ η, b−1
n1+m1

(Xn1+m1 − an1+m1)
d→ ζ, (4)

где m1 = m(n1), а ξ, η и ζ – случайные величины. При этом, поскольку после-
довательность {b−2

n (Xn − an)2} равномерно интегрируема, то

Eξ2 = lim
n→∞

Eb−1
n1

(Xn1 − an1)
2 = 1, Eη2 = Eζ2 = 1, Eξ = Eη = Eζ = 0. (5)

Из ограниченных последовательностей

αn1 =
bn1√

b2
n1

+ b2
m1

, βn1 =
bm1√

b2
n1

+ b2
m1

выберем подпоследовательности {αn2} и {βn2} такие, что

αn2 → α, βn2 → β, n→∞, α2 + β2 = 1. (6)

Тогда

X̂n2 + X̂m2 − an2 − am2√
b2
n2

+ b2
m2

= αn2b
−1
n2

(X̂n2 −an2) +βn2b
−1
m2

(X̂m2 −am2)
d→ αξ̂+βη̂. (7)

Понятно, что αξ̂ + βη̂ имеет невырожденное распределение.
Далее, в силу соотношений (1), (6) и (7)

b−1
n2+m2

(X̂n2 + X̂m2 − an2+m2)
d→ ζ, n→∞, (8)

где ζ имеет невырожденное распределение. По теореме о сходимости типов
[1, с. 216] из (9) и (10) вытекает

b−1
n2+m2

√
b2
n2

+ b2
m2
→ C, 0 < C <∞.

Отсюда с помощью (9) выводим, что вместе с последовательностями {b−2
n2

(Xn2−
an2)

2} и {b−2
m2

(Xm2 − am2)
2} равномерно интегрируемой является последователь-

ность {b−2
n2+m2

(X̂n2 + X̂m2 − an2 − am2)
2} и из (10) получаем теперь

γn2 = b−1
n2+m2

(an2+m2 − an2 − am2)→ Eζ = 0,

δn2 = b−2
n2+m2

(b2
n2

+ b2
m2

)→ Eζ2 = 1, n→∞.

Таким образом, мы показали, что для всякой последовательности натуральных
чисел найдётся подпоследовательность {n2} такая, что γn2 → 0, δn2 → 1, n →
∞. Это означает, что γn → 0, δn → 1, n → ∞, и в силу леммы 1 выполнены
условия нормировки (N).
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Пусть теперь выполнены условия (N) и (Rf). Представим произвольное на-
туральное n в виде n = km + r, m < n, 0 6 r < m, k = [n/m]. Тогда если
k = k(n)→∞ достаточно медленно, то в силу (1)

Xn
d∼

k∑
j=1

Yj + Zn,

где Y1, ..., Yk, Zn – независимые случайные величины, Yj
d
= f(ξ(j−1)m+1, ..., ξjm)

d
=

d
= Xm, j = 1, ..., k, Zn

d
= f(ξkm+1, ..., ξkm+r)

d
= Xr, откуда с помощью условия

(N) получаем

b−1
n (Xn − an)

d∼
k∑
j=1

b−1
n (Yj − am) + b−1

n (Zn − ar). (9)

Правильно меняющаяся функция положительного порядка эквивалентна
неубывающей функции [2, с.26], так что

sup
m>1

max
16r6m

b2
rb
−2
m <∞,

поэтому (
√
kbm)−1(Zn − ar) → 0, по вероятности, а если k = k(n) → ∞ растёт

достаточно медленно, то что σ2
n ∼ kσ2

m. Из (9) следует теперь

b−1
n (Xn − an)

d∼
k∑
j=1

Yj − am√
kbm

, n→∞. (10)

Для того чтобы к последовательности серий
{
Yk − am√

kbm
, j = 1, ..., k, n = 1, 2, ...

}
независимых случайных величин была применима центральная предельная тео-
рема, достаточно, чтобы выполнялось условие Линдеберга: при любом ε > 0

Ln(ε) =
1

kb2
m

k∑
j=1

E{(Yj − am)2, |Yj − am| > ε
√
kbm} → 0, n→∞.

Используя определение величин Yj и равномерную интегрируемость последова-
тельности {b−2

m (Xm − am)2}, получаем

Ln(ε) = E
{

(Xm − am)2

b2
m

,
|Xm − am|

bm
> ε
√
k

}
→ 0, n→∞,

что вместе с (11) даёт b−1
n (Xn − an)

d→ N (0, 1), n→∞.
Теорема доказана. �
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