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В данной работе рассматриваются формальные теории, основанные на ис-
числении высказываний генценовского типа ИС [1, с. 11–17]. Будем использо-
вать с сохранением нумерации из [1, с. 12–13] те же основные правила вывода,
а также следующие допустимые правила:

T.
Γ1 ` Φ; Γ2,Φ ` Ψ

Γ1,Γ2 ` Ψ
;

9а.
Γ,Φ `

Γ ` ¬Φ
;

9б.
Γ ` Φ

Γ,¬Φ `
.

Формулы модальных исчислений определяются, как в ИС, с добавлением
фразы

� Если Φ — формула, то 2Φ, 3Φ — тоже формулы.

При этом полагаем по определению 3A ≡ ¬2¬A.
Добавляя в ИС схему аксиом

А2. 2(Φ→ Ψ) ` 2Φ→ 2Ψ

и правило Гёделя

Г.
` Φ

` 2Φ
,
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получаем минимальное модальное исчисление I, которое служит основой как
для алетических, так и для деонтических модальных исчислений.

Нетрудно убедиться, что в I допустимы правила вывода

В.
` Φ→ Ψ

` 2Φ→ 2Ψ
;

ВВ.
Φ ` Ψ

2Φ ` 2Ψ
;

ВВа.
Φ ` Ψ

3Φ ` 3Ψ
.

В алетических модальных исчислениях формулы 2A, 3A (где A — пропо-
зициональная переменная) выражают степень соответствия объективным зако-
номерностям и имеют содержательный смысл «необходимо истинно A» и «воз-
можно истинно A» соответственно.

В деонтических модальных исчислениях они выражают степень соответ-
ствия моральным и этическим нормам и правилам, поэтому их содержательный
смысл будет «A обязательно» и «A разрешено» соответственно.

Субъективный характер норм и правил, которые устанавливаются в обще-
стве, можно синтаксически подчеркнуть различием в аксиомах для алетических
и деонтических исчислений. Алетическое исчисление T получается из I добав-
лением схемы аксиом

А1. 2Φ ` Φ.

Деонтическое исчисление D получается из I добавлением схемы аксиом

D1. 2Φ ` 3Φ.

Синтаксически аксиомы D1 являются следствием аксиом A1 и их обращения
по правилам 9а и 9б:

2¬Φ ` ¬Φ

Φ ` 3Φ
(9ab).

Поэтому исчисление D содержится в T, но не совпадает с ним. При добавле-
нии других аксиом различие будет сказываться на правилах редукции идущих
подряд модальных знаков.

Невыполнение A1 в деонтических исчислениях можно интерпретировать
как «не всегда общепринятые нормы являются логически обоснованными» или
«обязательность действия не гарантирует его совершения в действительности».

Аксиомы D1 обеспечивают внутреннюю непротиворечивость самих норм:
«если что-то обязательно, то оно не может быть запрещено».

Вопросы адекватности интерпретаций теорем деонтических исчислений в
качестве логического обоснования реальных нормативных систем являются
предметом дискуссии как среди логиков, так и среди представителей фило-
софии, социологии и правоведения. Большой обзор различных подходов содер-
жится в [2]. Целью данной работы является только лишь выявление синтакси-
ческих различий.
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Предложение 1. В исчислении D являются допустимыми правила
вывода

Га.
Φ `
2Φ `

;

Гб.
` Φ

` 3Φ
.

Доказательство. Если доказуема секвенция Φ ` , то её можно получить толь-
ко по правилу 10. Значит, для некоторой формулы Ψ доказуемы Φ ` Ψ,
Φ ` ¬Ψ и поэтому

Φ ` Ψ
2Φ ` 2Ψ;

(BB)

Φ ` ¬Ψ

2Φ ` 2¬Ψ;
(BB)

2Ψ ` 3Ψ

2¬Ψ ` ¬2Ψ
(9ab)

2Φ ` ¬2Ψ
(T )

2Φ `
(10).

Таким образом, Га допустимо. Для обоснования Гб достаточно принципа двой-
ственности:

` Φ

¬Φ `
(9b)

2¬Φ `
` 3Φ

(9a)

(Γa).

�

Правила вывода Га и Гб похожи на правило Гёделя по внешнему виду. Их
деонтическая интерпретация может быть сформулирована следующим образом:
«недопустимо делать обязательным логическое противоречие» и «нельзя запре-
тить тождественную истинность».

Известна связь между аксиомами модальных исчислений и свойствами от-
ношения достижимости R в семантике Крипке K = 〈W,R, v,G〉. Чтобы ак-
сиома А1 была тождественно истинной, необходимо и достаточно рассматри-
вать только такие семантики, в которых отношение R является рефлексивным
(wRw для всех w ∈ W ). Для тождественной истинности аксиомы D1 требует-
ся не рефлексивность отношения R, а следующее свойство «неограниченной
достижимости» (serial):

∀w∃w′ : wRw′.

Более подробно связь между аксиомами и свойствами отношения R показа-
на в [4].

В [2] обсуждаются также разные подходы к интерпретации рядом стоящих
модальных знаков. Следуя [3], назовём модальностью любую последователь-
ность подряд идущих знаков ¬, 2, 3. В исчислениях T и D имеется бесконечно
много не эквивалентных друг другу модальностей.

В алетических исчислениях рассматривается схема аксиом

А3. 2Φ ` 22Φ.
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Отметим, что А3 тождественно истинна тогда и только тогда, когда отно-
шение достижимости R в семантике Крипке транзитивно. В исчислении S4,
полученном из T добавлением аксиом A3, существует всего 14 не эквивалент-
ных друг другу модальностей ([3], метатеорема 14).

Исчисление DS4, полученное из D добавлением аксиом A3, таким свойством
не обладает.

Теорема 1. Секвенция вида 2 . . .2︸ ︷︷ ︸
k

A ` 2 . . .2︸ ︷︷ ︸
k−1

A не доказуема в DS4 ни

для какого натурального числа k > 0.

Доказательство. Пусть W = {0, 1, 2, . . .} — множество неотрицательных це-
лых чисел, R — отношение «меньше» (<), G = 0. Очевидно, что R нерефлек-
сивно, транзитивно и обладает свойством «неограниченной достижимости». За-
фиксируем произвольное натуральное число k и положим v(w,A) = 1⇔ w > k.
(В дальнейшем изложении будем вместо v(w,Φ) = 1 писать кратко w |= Φ, а
вместо v(w,Φ) = 0 использовать запись w 6|= Φ.) В полученной таким образом
семантике Крипке для исчисления DS4 выполнено

k − 1 |= 2A,

k − 2 |= 22A,
...

0 |= 2 . . .2︸ ︷︷ ︸
k

A.

С другой стороны
k − 1 6|= A,

k − 2 6|= 2A,
...

0 6|= 2 . . .2︸ ︷︷ ︸
k−1

A.

Значит, секвенция вида 2 . . .2︸ ︷︷ ︸
k

A ` 2 . . .2︸ ︷︷ ︸
k−1

A не доказуема, ввиду непроти-

воречивости исчисления DS4. �

Доказанная теорема опровергает утверждение о редукции модальностей в
исчислении DS4, приведённое в [3] (метатеорема 41).

Теперь рассмотрим схему аксиом

А4. ¬2Φ ` 2¬2Φ.

Подстановка ¬Φ в A4 вместо Φ приводит к другой форме этой схемы аксиом:

А4′. 3Φ ` 23Φ.
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Обращение А4 (по правилам 9ab) даёт

А4′′. 32Φ ` 2Φ.

Отметим [4], что А4 тождественно истинна тогда и только тогда, когда
отношение достижимости R в семантике Крипке евклидово. То есть

∀w∀v∀u((wRv ∧ wRu)→ vRu).

В исчислении S5, полученном из T добавлением аксиом A4, доказуема схема
аксиом A3. Поэтому S4 содержится в S5. Это соответствует факту, что рефлек-
сивное евклидово отношение является симметричным и транзитивным. Также
известно, что в S5 выполнено следующее правило редукции модальностей: лю-
бая цепочка идущих подряд модальных знаков эквивалентна последнему из
них.

Обозначим через DS* исчисление, полученное из D добавлением аксиом A4.
Их деонтический смысл может быть выражен как «если действие разрешено,
то обязательно его разрешать» (для A4′) или «если разрешено приказывать, то
следует приказывать» (для A4′′). В отличие от алетических исчислений имеет
место следующая теорема:

Теорема 2. В DS* не доказуемы аксиомы A3.

Доказательство. Рассмотрим семантику Крипке K = 〈W,R, v,G〉, где
W = {G,F,H}, GRF , FRF , FRH, HRH, HRF . Свойство «неограниченной
достижимости» и евклидовость R проверяются непосредственно. Пусть F |= A,
H 6|= A. Тогда G |= 2A, F 6|= 2A, поэтому G 6|= 22A. Таким образом, посылка
A3 истинна, а заключение ложно. A3 не доказуема, ввиду непротиворечиво-
сти. �

Тем не менее, в исчислении DS* имеют место некоторые интересные в ас-
пекте редукции модальностей свойства.

Предложение 2. В исчислении DS* для произвольной формулы Φ доказу-
емы секвенции:

M1. 32Φ ` 23Φ;

M2. 22Φ ` 2Φ;

M3. ` 2(2Φ→ Φ).

Доказательство. M1. Применим последовательно правило вывода Т (транзи-
тивность импликации) к A4′′, D1 и A4′.

M2. Подставляя 2Φ в схему D1, получим 22Φ ` 32Φ. Применение
правила вывода Т к этой секвенции и A4′′ даёт требуемое.

M3. Известно, что в любом модальном исчислении с допустимым правилом
вывода ВВ доказуема секвенция 2Φ∨2Ψ ` 2(Φ∨Ψ). Подставим в неё ¬2Φ и
Φ, получим 2¬2Φ∨2Φ ` 2(¬2Φ∨Φ). Из эквивалентности Φ→ Ψ ≡ ¬Φ∨Ψ
следует 32Φ→ 2Φ ` 2(2Φ→ Φ). Посылка этой секвенции совпадает с A4′′,
значит, заключение является доказуемой формулой. �
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Заметим, что M1 и M2 соответствуют таким свойствам отношения R,
как слабая направленность и слабая плотность [4]. Для M3 соответствие
неизвестно.

Схема M2 не доказуема в DS4 (см. теорему 1), а A3 не доказуема в DS*.
Следовательно, для редукции модальностей требуется объединение схем A3 и
A4. В исчислении DS5, получаемом из D добавлением и A3, и A4, выполняется
правило редукции такое же, как в алетическом исчислени S5. Но деонтическая
интерпретация в этом исчислении вызывает сомнения в адекватности.

Более перспективным является изучение исчислений, получаемых из DS4
добавлением M3 или M2. Очевидно, что M2 является логическим следствием
M3 и A2.

M3 имеет вполне приемлемый деонтический смысл «обязательно считать,
что если действие обязательно, то оно выполняется». Обращение M3 (также
доказуемое в DS*): ` 2(Φ→ 3Φ) тоже имеет деонтический смысл «обязатель-
но считать, что если действие логически истинно, то оно разрешено». Так как
схема A1 не доказуема в модальных исчислениях, то те части предложений
в кавычках, которые идут после слов «обязательно считать, что» не всегда
истинны. Таким образом, налицо кажущийся парадокс: утверждение может
быть не истинным, но в обществе обязательно считать, что оно верно. Другие
парадоксы деонтических логик приведены в [2].
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