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Аннотация. Получены необходимые и достаточные условия для сходимо-
сти распределений симметрических калибровочных функций от зависимых
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Пусть {𝜉𝑛} — последовательность независимых одинаково распределённых
величин, 𝑋𝑛 = max

16𝑘6𝑛
𝜉𝑛, 𝐹𝑛(𝑥) = P {𝑋𝑛 < 𝑥} , 𝐹1(𝑥) < 1, 𝑥 > 0, а 𝐹𝑛 ⇒ 𝐹

означает, что {𝐹𝑛} слабо сходится к 𝐹 . Следуя [1], назовём {𝑎𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...}
правильно меняющейся последовательностью порядка 𝜌, если 𝑎[𝑥], 𝑥 > 0 явля-
ется правильно меняющейся функцией порядка 𝜌, где [𝑥] — целая часть 𝑥.

Для того чтобы при некотором выборе нормирующих констант 𝑎𝑛
имело место соотношение 𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛) ⇒ 𝐹𝜉(𝑥), 𝑛 → ∞, где 𝜉 —
невырожденная случайная величина, необходимо и достаточно, чтобы
P{𝜉1 > 𝑥} являлась правильно меняющейся функцией порядка −𝜌, 𝜌 > 0.
При этом предельное распределение (их называют max-устойчивыми) имеет
вид 𝐹𝜉(𝑥) = 𝐺𝜌(𝑥) = exp {−𝑐𝑥−𝜌} , 𝑥 > 0, 𝑐 > 0, а нормирующие постоянные 𝑎𝑛
можно найти из соотношения

𝑎𝑛 = sup {𝑥 : 𝑛P{|𝜉1| > 𝑥} > 1} . (1)

Такая последовательность {𝑎𝑛} существует и является правильно меняющейся
порядка 1/𝜌 [1, с. 29] и

𝑛P{|𝜉1| > 𝑥𝑎𝑛} → 𝑥−𝜌, 𝑛 → ∞ (2)

[2, с. 319].
Символ 𝑛 + 𝑚 → ∞ в каком-либо соотношении будет означать, что ука-

занное соотношение выполняется при 𝑛 → ∞ и при любой последовательности
натуральных чисел 𝑚 = 𝑚(𝑛). В [3] получен следующий результат.

Теорема 1. Пусть {𝜉𝑛} , 𝑛 = 1, 2, ...} — стационарная последователь-
ность, у которой P{𝜉1 > 𝑥} является правильно меняющейся функцией
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порядка −𝜌, 𝜌 > 0 и пусть 𝑋𝑛 = max
16𝑘6𝑛

𝜉𝑛, а последовательность {𝑎𝑛}
определяется из соотношения 𝑛P{𝜉1 > 𝑎𝑛} → 1, 𝑛 → ∞. Для того чтобы
𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛) → 𝐺𝜌(𝑥), 𝑛 → ∞, 𝑥 > 0, необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялись следующие утверждения:

а)
𝐹𝑛+𝑚(𝑥𝑎𝑛+𝑚) − 𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛+𝑚)𝐹𝑚(𝑥𝑎𝑛+𝑚) → 0, 𝑛 + 𝑚 → ∞; (R1)

б) при любом 𝑥 > 0 и при любой достаточно медленно растущей после-
довательности 𝑘 = 𝑘(𝑛) → ∞, 𝑛 → ∞

P{𝑋𝑛 > 𝑥𝑎𝑘𝑛} ∼ 𝑛P{𝜉1 > 𝑥𝑎𝑘𝑛}, 𝑛 → ∞. (R2)

Замечание 1. Теорему 1 можно интерпретировать так: условия (R1) и (R2)
являются минимальными условиями слабой зависимости, при которых выпол-
няются предельные теоремы для максимумов с той же нормировкой, что и в
предельных теоремах для независимых величин.

В настоящей работе результат теоремы 1 обобщается на случай, когда 𝑋𝑛

является функцией специального вида (так называемой калибровочной функ-
цией) от величин 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 и приводится «общеупотребительное» условие слабой
зависимости, обеспечивающее выполнение аналога условия (R2).

Пусть при каждом 𝑛 ∈ N определено отображение 𝑓 : R𝑛 → R, удовлетворя-
ющее следующим условиям:

f1. 𝑓(x) > 0, x ̸= 0;
f2. 𝑓(𝛾x) = |𝛾|𝑓(x), 𝛾 ∈ R;
f3. 𝑓(x + y) 6 𝑓(x) + 𝑓(y);
f4. 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝜀1𝑥𝑖1 , ..., 𝜀𝑛𝑥𝑖𝑛) где 𝜀𝑖 = ±1, а (𝑖1, ..., 𝑖𝑛) −

перестановка множества (1, ..., 𝑛).
Функция 𝑓 (на самом деле последовательность функций, но чтобы не загро-

мождать рассуждений, мы не будем подчёркивать зависимость 𝑓 от 𝑛 какими-
либо индексами и называть 𝑓 последовательностью) называется симметриче-
ской калибровочной функцией (см., например, [4, c.107]).

Будем также предполагать, что
f5. 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1, 0) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1).
В [5] можно посмотреть примеры функций, удовлетворяющих свойствам

f1-f5. В силу f3 с x = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘, 0..., 0), y = (0, ..., 0, 𝑥𝑘+1, ..., 𝑥𝑛) при любом
𝑘 < 𝑛

−𝑓(𝑥𝑘+1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) 6 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘) 6 𝑓(𝑥𝑘+1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛),

так что для любого 1 6 𝑘 6 𝑛

|𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘)| 6 𝑓(𝑥𝑘+1, , ..., 𝑥𝑛). (3)

Пусть {𝜉𝑛} — стационарная в узком смысле последовательность и пусть
𝑋𝑛 = 𝑓 (𝜉1, ..., 𝜉𝑛), 𝐹𝑛(𝑥) = P {𝑋𝑛 < 𝑥} .
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Теорема 2. Пусть {𝜉𝑛} , 𝑛 = 1, 2, ...} — стационарная после-
довательность, у которой P{|𝜉1| > 𝑥} является правильно меня-
ющейся функцией порядка −𝜌, 𝜌 > 0, 𝑋𝑛 = 𝑓 (𝜉1, ..., 𝜉𝑛), а
последовательность {𝑎𝑛} определяется соотношением (1). Для то-
го чтобы 𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛) → 𝐺𝜌(𝑥) = exp {−𝑐𝑥−𝜌} , 𝑐 = 𝑓𝜌(1), 𝑥 > 0
𝑛 → ∞: необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие утвер-
ждения

а)

𝐹𝑛+𝑚(𝑥𝑎𝑛+𝑚) − 𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛+𝑚)𝐹𝑚(𝑥𝑎𝑛+𝑚) → 0, 𝑛 + 𝑚 → ∞; (R1(f))

б) при любом 𝑥 > 0 и при любой достаточно медленно растущей после-
довательности 𝑘 = 𝑘(𝑛) → ∞, 𝑛 → ∞

P{𝑋𝑛 > 𝑥𝑘𝑎𝑛} ∼ 𝑛P{𝑋1 > 𝑥𝑘𝑎𝑛}, 𝑛 → ∞. (R2(f))

Если же для некоторой последовательности {𝜉𝑛} 𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛) → 𝐺𝜌(𝑥), 𝑥 > 0
и выполняются условия (R1(f)) и (R2(f)), то P{|𝜉1| > 𝑥} является правильно
меняющейся функцией порядка −𝜌.

Замечание 2. Условие R2 интерпретировалось в [3] как одно из мини-
мальных условий слабой зависимости, при которых распределения величин
𝑋𝑛 = max

16𝑘6𝑛
𝜉𝑛 сходятся к max-устойчивым законам. В настоящей работе усло-

вие R2(f) является не только условием слабой зависимости, но и накладывает
значительные ограничения на вид функции 𝑓 , заключающиеся по сути в том,
что распределения функций 𝑓(𝜉1, ..., 𝜉𝑛) слабо эквивалентны распределениям
максимумов некоторых независимых случайных величин.

Лемма 1. . Последовательность {𝑎𝜌𝑛} является правильно меняющейся
последовательностью порядка 1 (а 𝑎𝑛 — правильно меняющейся последова-
тельностью порядка 1/𝜌, 𝜌 > 0) тогда и только тогда, когда

𝑎𝜌𝑛+𝑚 ∼ 𝑎𝜌𝑛 + 𝑎𝜌𝑚, 𝑛 + 𝑚 → ∞.

Доказательство, по существу, повторяет доказательство леммы 1 в [3].
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.
Необходимость. Пусть 𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛) ⇒ 𝐺𝜌(𝑥), 𝑛 → ∞. Функция 𝐺𝜌(𝑥)

непрерывна при 𝑥 > 0, поэтому слабая сходимость равносильна поточечной:

𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛) → 𝐺𝜌(𝑥), 𝑥 > 0. (4)

Пусть 𝑚 = 𝑚(𝑛) — произвольная последовательность натуральных чисел. Обо-
значим

∆(𝑛) = |𝐹𝑛+𝑚(𝑥𝑎𝑛+𝑚) − 𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛+𝑚)𝐹𝑚(𝑥𝑎𝑛+𝑚)| .

Поскольку 𝑎𝜌𝑛 — правильно меняющаяся последовательность порядка 1, то
в силу леммы 1

𝑎𝜌𝑛+𝑚 ∼ 𝑎𝜌𝑛 + 𝑎𝜌𝑚, 𝑛 → ∞,
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так что для любой последовательности натуральных чисел {𝑛1} существуют
0 6 𝑎 6 1 и подпоследовательность {𝑛2} ⊆ {𝑛1} такие, что

𝑎−𝜌
𝑛2+𝑚2

𝑎𝜌𝑛2
→ 𝑎, 𝑎−𝜌

𝑛2+𝑚2
𝑎𝜌𝑚2

→ 1 − 𝑎, 𝑛 → ∞,

где 𝑚2 = 𝑚(𝑛2). Пусть сначала 0 < 𝑎 < 1. С помощью (4) получаем

∆(𝑛2) =

⃒⃒⃒⃒
𝐹𝑛2+𝑚2(𝑥𝑎𝑛2+𝑚2) − 𝐹𝑛2

(︂
𝑥𝑎𝑛2

𝑎𝑛2+𝑚2

𝑎𝑛2

)︂
𝐹𝑚2

(︂
𝑥𝑎𝑚2

𝑎𝑛2+𝑚2

𝑎𝑚2

)︂⃒⃒⃒⃒
→

→
⃒⃒⃒
𝐺𝜌(𝑥) −𝐺𝜌

(︁
𝑥𝑎−

1
𝜌

)︁
𝐺𝜌

(︁
𝑥(1 − 𝑎)−

1
𝜌

)︁⃒⃒⃒
=

=
⃒⃒
exp

{︀
−𝑐𝑥−𝜌

}︀
− exp

{︀
−𝑎𝑐𝑥−𝜌

}︀
exp

{︀
−(1 − 𝑎)𝑐𝑥−𝜌

}︀⃒⃒
= 0. (5)

Если же 𝑎 = 0 (𝑎 = 1), то при 𝑛 → ∞ 𝑎−1
𝑛2+𝑚2

𝑋𝑛2 → 0 (𝑎−1
𝑛2+𝑚2

𝑋𝑚2 → 0) по
вероятности, следовательно, при 𝑥 > 0 𝐹𝑛2 (𝑥𝑎𝑛2+𝑚2) → 1 (𝐹𝑚2 (𝑥𝑎𝑛2+𝑚2) → 1),
и с помощью (4) легко выводится, что

|𝐹𝑛2+𝑚2(𝑥𝑎𝑛2+𝑚2) − 𝐹𝑚2 (𝑥𝑎𝑛2+𝑚2) | → 0 (|𝐹𝑛2+𝑚2(𝑥𝑎𝑛2+𝑚2) − 𝐹𝑛2 (𝑥𝑎𝑛2+𝑚2) | → 0),

то есть ∆(𝑛2) → 0, 𝑛 → ∞. Вместе с (5) это означает, что из любой последо-
вательности {∆(𝑛1)} можно выделить сходящуюся к нулю подпоследователь-
ность. Следовательно, что ∆(𝑛) → 0, 𝑛 → ∞, и мы показали, что выполнено
условие (R1(f)).

Докажем (R2(f)). В силу условия 𝑓2 𝑋1 = 𝑐1/𝜌|𝜉1|. Так как {𝑎𝜌𝑛} — правильно
меняющаяся последовательность порядка 1, то 𝑎𝜌𝑘𝑛 ∼ 𝑘𝑎𝜌𝑛, и если 𝑘 = 𝑘(𝑛) → ∞
растёт достаточно медленно, то в силу (2)

𝑛P{𝑋1 > 𝑥𝑎𝑘𝑛} = 𝑛P{𝑐1/𝜌|𝜉1| > 𝑥𝑎𝑘𝑛} ∼ 𝑐

𝑘𝑥𝜌
, 𝑛 → ∞. (6)

По предположению теоремы

P{𝑋𝑛 > 𝑥𝑎𝑘𝑛} = 1 − 𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑘𝑛) ∼ 1 − exp
{︁
− 𝑐

𝑘𝑥𝜌

}︁
∼ 𝑐

𝑘𝑥𝜌
,

что вместе с (6) даёт нам условие R2(f).
Достаточность.
Пусть выполнены условия (R1(f)) и (R2(f)), 𝑘 = 𝑘(𝑛) → ∞, 𝑛 = 𝑘𝑚 +

+ 𝑟, 0 6 𝑟 < 𝑚. С помощью условия (R1(f)) при 𝑘, растущем достаточно
медленно, получаем

𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛) ∼ 𝐹 𝑘
𝑚(𝑥𝑎𝑛)𝐹𝑟(𝑥𝑎𝑛), 𝑛 → ∞. (7)

Правильно меняющаяся функция положительного порядка 𝑎𝑛 эквивалентна
неубывающей функции [1, с.26], и мы в дальнейшем будем считать её таковой.
Если 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞, то из условия (R1(f)) и (6) следует

1 − 𝐹𝑟(𝑥𝑎𝑛) 6 P{𝑋𝑟 > 𝑎𝑘𝑟} ∼ 𝑟P{𝑋1 > 𝑎𝑘𝑟} ∼ 𝑐

𝑘
→ 0, 𝑛 → ∞. (8)
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Если же 𝑟 = 𝑟(𝑛) — ограниченная последовательность, то 𝑟P{𝑋1 > 𝑎𝑘𝑟} → 0
просто потому, что 𝑎𝑘𝑟 → ∞, 𝑛 → ∞. Вместе с (7) и (8) это означает, что

𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛) ∼ 𝐹 𝑘
𝑚(𝑥𝑎𝑛) = (1 − P{𝑋𝑚 > 𝑥𝑎𝑛})𝑘 𝑛 → ∞. (9)

Из правильного изменения последовательности {𝑎𝑛} легко выводится, что
𝑎𝑛 ∼ 𝑎𝑘𝑚, и в силу условия (R2(f))

P{𝑋𝑚 > 𝑥𝑎𝑛} ∼ P{𝑋𝑚 > 𝑥𝑎𝑘𝑚} ∼ 𝑚P{𝑋1 > 𝑥𝑎𝑘𝑚} ∼ 𝑐

𝑘𝑥𝜌
. (10)

Из (9) и (10) выводим

𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛) ∼
(︁

1 − 𝑐

𝑘𝑥𝜌
(1 + 𝑜𝑛(1))

)︁𝑘
→ exp

{︀
−𝑐𝑥−𝜌

}︀
, 𝑛 → ∞.

Пусть теперь 𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛) → 𝐺𝜌(𝑥) = exp {−𝑐𝑥−𝜌} , 𝑐 = 𝑓𝜌(1), 𝑥 > 0
и 𝑘 = 𝑘(𝑛) → ∞, 𝑛 → ∞. Тогда если 𝑘(𝑛) растет достаточно медленно, то

P{𝑋𝑛 > 𝑥𝑘𝑎𝑛} ∼ 𝑐

𝑘𝜌𝑥𝜌
,

а в силу (R2(f))

P{𝑋𝑛 > 𝑥𝑘𝑎𝑛} ∼ 𝑛P{𝑋1 > 𝑥𝑘𝑎𝑛} = 𝑛P{𝑐1/𝜌|𝜉1| > 𝑥𝑘𝑎𝑛} ∼ 𝑐

𝑘𝜌𝑥𝜌
, 𝑛 → ∞.

Отсюда следует, что P{𝜉1 > 𝑥} является правильно меняющейся функцией
порядка −𝜌 [2, c.318]. Теорема доказана.

Приведём пример условия слабой зависимости, обеспечивающего выполне-
ние условия (R2(f)).

Пусть ℱ6𝑛 и ℱ>𝑛 − 𝜎-алгебры, порождённые семействами {𝜉𝑖 : 𝑖 6 𝑛} и
{𝜉𝑖 : 𝑖 > 𝑛}. Если для некоторой функции 𝜆(𝑥) > 0 такой, что 𝜆(𝑥) ↓ 0, 𝑥 → 0

sup

{︂
P(𝐴𝐵)

P(𝐴)𝜆(P(𝐵))
: 𝐴 ∈ ℱ60, 𝐵 ∈ ℱ>1 или 𝐴 ∈ ℱ>1, 𝐵 ∈ ℱ60

}︂
< 1,

то говорят, что последовательность {𝜉𝑛} удовлетворяет условию
𝜆-перемешивания (см.[6]).

Пусть {𝑐𝑛} — последовательность положительных чисел. Обозначим

𝑋𝑘,𝑙 = 𝑓(𝜉𝑘, ..., 𝜉𝑙), 𝑘 < 𝑙, 𝑋𝑛 = max
16𝑘6𝑛

𝑋𝑘, 𝛿𝑛 = 𝜆

(︂
2 max
16𝑘6𝑛

P{𝑋𝑘 > 𝜀𝑐𝑛}
)︂
.

Лемма 2. Пусть 𝜀 > 0, 𝑥 > 0 и 𝑚 6 𝑛, а функция 𝑓 удовлетворяет
условиям 𝑓1 − 𝑓5. Если последовательность {𝑐𝑛} такова, что 𝛿𝑛 < 1, то

P{𝑋𝑚−1 > (𝑥 + 𝜀)𝑐𝑛} 6 (1 − 𝛿𝑛)−1P{𝑋𝑚 > 𝑥𝑐𝑛}.
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Доказательство. Пусть 𝐸𝑘 = {𝑋𝑘−1 < (𝑥 + 𝜀)𝑐𝑛 6 𝑋𝑘}, 𝑘 = 1, ...,𝑚, 𝜀 > 0.

Тогда 𝐸𝑖𝐸𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗,
𝑚−1⋃︀
𝑘=1

𝐸𝑘 = {𝑋𝑚−1 > (𝑥 + 𝜀)𝑐𝑛}, а в силу (3)

{𝑋𝑘 > (𝑥 + 𝜀)𝑐𝑛, 𝑋𝑘+1,𝑚 < 𝜀𝑐𝑛} ⊆ {𝑋𝑚 > 𝑥𝑐𝑛},

то есть
{𝑋𝑚 < 𝑥𝑐𝑛} ⊆ {𝑋𝑘 < (𝑥 + 𝜀)𝑐𝑛} ∪ {𝑋𝑘+1,𝑚 > 𝜀𝑐𝑛},

откуда
{𝑋𝑚 < 𝑥𝑐𝑛, 𝐸𝑘} ⊆ {𝑋𝑘+1,𝑚 > 𝜀𝑐𝑛, 𝐸𝑘}, 𝑘 = 1, ...,𝑚− 1. (11)

С помощью (11) и условия 𝜆-перемешивания получаем

P{𝑋𝑚−1 > (𝑥 + 𝜀)𝑐𝑛} 6 P{𝑋𝑚 > 𝑥𝑐𝑛} +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

P{𝑋𝑚 < 𝑥𝑐𝑛, 𝐸𝑘} 6

6 P{𝑋𝑚 > 𝑥𝑐𝑛} +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

P{𝑋𝑘+1,𝑚 > 𝜀𝑐𝑛, 𝐸𝑘} 6

6 P{𝑋𝑚 > 𝑥𝑐𝑛} + 𝜆

(︂
max
16𝑘6𝑛

P{𝑋𝑘 > 𝜀𝑐𝑛}
)︂𝑚−1∑︁

𝑘=1

P{𝐸𝑘} 6

6 P{𝑋𝑚 > 𝑥𝑐𝑛} + 𝛿𝑛 · P{𝑋𝑚−1 > (𝑥 + 𝜀)𝑐𝑛},

откуда следует утверждение леммы. �

Лемма 3. Если функция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝑓1 − 𝑓5, последова-
тельность {𝑐𝑛} такова, что 𝛿𝑛 < 1/2, то при любом 𝑥 > 0 и 0 < 𝜀 < 𝑥

P{𝑋𝑛 > 𝑥𝑐𝑛} > 𝑛P{𝑋1 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛}(1 − 3𝛿𝑛).

Доказательство. Пусть 𝐴𝑛 = {𝑋𝑛−1 < 2𝜀, 𝑓 (𝜉𝑛) > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛}

𝐴𝑘 = {𝑋𝑘−1 < 2𝜀𝑐𝑛, 𝑓 (𝜉𝑘) > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛, 𝑋𝑘+1,𝑛 < 𝜀𝑐𝑛} , 1 6 𝑘 6 𝑛− 1.

В силу (3)
|𝑋𝑛 − 𝑓 (𝜉𝑘)| 6 𝑋𝑘−1 + 𝑋𝑘+1,𝑛, (12)

так что

P{𝑋𝑛 > 𝑥𝑐𝑛} > P

{︃
𝑛⋃︁

𝑘=1

𝐴𝑘

}︃
=

𝑛∑︁
𝑘=1

P{𝐴1 · ... · 𝐴𝑘−1𝐴𝑘} =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

P{𝐴𝑘} −
𝑛∑︁

𝑘=1

P

{︃
𝐴𝑘 ·

𝑘−1⋃︁
𝑗=1

𝐴𝑗

}︃
. (13)

При 1 6 𝑘 6 𝑛− 1 получаем

P{𝐴𝑘} = P {𝑓 (𝜉𝑘) > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛}−
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−P {𝑓 (𝜉𝑘) > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛, ({𝑋𝑘−1 > 2𝜀𝑐𝑛} ∪ {𝑋𝑘+1,𝑛 > 𝜀𝑐𝑛})} >

> P {𝑓 (𝜉𝑘) > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛} (1 − 𝜆 (P{𝑋𝑘+1,𝑛 > 𝜀𝑐𝑛}) − 𝜆 (P{𝑋𝑘−1 > 2𝜀𝑐𝑛}) >

> P {𝑓 (𝜉𝑘) > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛} (1 − 2𝛿𝑛). (14)

P{𝐴𝑛} оценивается аналогично. Далее

{𝑋𝑗−1 < 2𝜀𝑐𝑛, 𝑓 (𝜉𝑗) > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛} ⊆ {𝑋𝑗−1 < 2𝜀𝑐𝑛, 𝑋𝑗 > (𝑥 + 𝜀)𝑐𝑛} ,

так что если 𝜀 < 𝑥, то P

{︃
𝐴𝑘 ·

𝑘−1⋃︀
𝑗=1

𝐴𝑗

}︃
6

6 P

{︃
𝑓 (𝜉𝑘) > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛,

𝑘−1⋃︁
𝑗=1

(𝑋𝑗−1 < 2𝜀𝑐𝑛, 𝑓 (𝜉𝑗) > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛)

}︃
6

6 P
{︀
𝑓 (𝜉𝑘) > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛, 𝑋𝑘−1 > 2𝜀𝑐𝑛}

)︀
6 P {𝑓 (𝜉𝑘) > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛}𝜆

(︀
P{𝑋𝑘−1 > 2𝜀𝑐𝑛}

)︀
. (15)

и тогда из (13), (14) и (15) и леммы 2 с 𝛿𝑛 < 1/2 следует

P{𝑋𝑛 > 𝑥𝑐𝑛} >
𝑛∑︁

𝑘=1

P {𝑓 (𝜉𝑘) > (𝑥 + 𝜀)𝑐𝑛} (1 − 3𝛿𝑛) .

Лемма доказана.
�

Следующее предложение – это модификация леммы 3.1 из [7].

Лемма 4. Пусть функция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝑓1 − 𝑓5, 𝜀 > 0 и
последовательность {𝑐𝑛} такова, что 𝛿𝑛 < 1. Тогда

P{𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛} 6 𝛿𝑛(1 − 𝛿𝑛)−1P{𝑋𝑛 > 𝜀𝑐𝑛} + 𝑛P {𝑋1 > 𝑥𝑐𝑛} .

Доказательство. Пусть 𝐸𝑘 = {𝑋𝑘−1 < 2𝜀𝑐𝑛 6 𝑋𝑘}, 𝑘 = 1, ..., 𝑛. Тогда

𝐸𝑖𝐸𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗,
𝑛−1⋃︀
𝑘=1

𝐸𝑘 = {𝑋𝑛−1 > 2𝜀𝑐𝑛}. В силу (3) при 1 6 𝑘 6 𝑛− 1

{︂
𝑋𝑘+1,𝑛 < 𝜀𝑐𝑛, 𝐸𝑘, max

16𝑘6𝑛
𝑓 (𝜉𝑘) < 𝑥𝑐𝑛

}︂
⊆

⊆
{︂
𝑋𝑛 < (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛, 𝐸𝑘, max

16𝑘6𝑛
𝑓 (𝜉𝑘) < 𝑥𝑐𝑛

}︂
,

откуда{︂
𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛, 𝐸𝑘, max

16𝑘6𝑛
𝑓 (𝜉𝑘) < 𝑥𝑐𝑛

}︂
⊆ {𝐸𝑘, 𝑋𝑘+1,𝑛 > 𝜀𝑐𝑛}. (16)
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Аналогично выводится{︂
𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛, max

16𝑘6𝑛
𝑓 (𝜉𝑘) < 𝑥𝑐𝑛

}︂
⊆
{︂
𝑋𝑛−1 > 2𝜀𝑐𝑛, max

16𝑘6𝑛
𝑓 (𝜉𝑘) < 𝑥𝑐𝑛

}︂
.

Отсюда {︂
𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛, max

16𝑘𝑛
𝑓 (𝜉𝑘) < 𝑥𝑐𝑛

}︂
=

=

{︂
𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛, 𝑋𝑛−1 > 2𝜀𝑐𝑛, max

16𝑘6𝑛
𝑓 (𝜉𝑘) < 𝑥𝑐𝑛

}︂
. (17)

С помощью (16) и (17) получаем P{𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛} 6

6 P
{︂
𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛, max

16𝑘6𝑛
𝑓 (𝜉𝑘) < 𝑥𝑐𝑛

}︂
+ P

{︂
max
16𝑘6𝑛

𝑓 (𝜉𝑘) > 𝑥𝑐𝑛

}︂
=

= P
{︂
𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛, 𝑋𝑛−1 > 2𝜀𝑐𝑛, max

16𝑘6𝑛
𝑓 (𝜉𝑘) < 𝑥𝑐𝑛

}︂
+P

{︂
max
16𝑘6𝑛

𝑓 (𝜉𝑘) > 𝑥𝑐𝑛

}︂
=

=
𝑛−1∑︁
𝑘=1

P
{︂
𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛, 𝐸𝑘, max

16𝑘6𝑛
𝑓 (𝜉𝑘) < 𝑥𝑐𝑛

}︂
+P

{︂
max
16𝑘6𝑛

𝑓 (𝜉𝑘) > 𝑥𝑐𝑛

}︂
. (18)

Из соотношения (3) следует

𝑋𝑘+1,𝑛 > 𝑋𝑛 − 𝑓 (𝜉𝑘) −𝑋𝑘−1,

и из (18) выводим

P{𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛} 6
𝑛−1∑︁
𝑘=1

P{𝑋𝑘+1,𝑛 > 𝜀𝑐𝑛, 𝐸𝑘} + P
{︂

max
16𝑘6𝑛

𝑓 (𝜉𝑘) > 𝑥𝑐𝑛

}︂
6

6 𝑛P{𝑋1 > 𝑥𝑐𝑛} + 𝜆

(︂
max
16𝑘6𝑛

P{𝑋𝑘 > 𝜀𝑐𝑛}
)︂ 𝑛−1∑︁

𝑘=1

P{𝐸𝑘} =

= 𝛿𝑛P{𝑋𝑛−1 > 2𝜀𝑐𝑛} + 𝑛P{𝑋1 > 𝑥𝑐𝑛}.
Из этого соотношения с помощью Леммы 1 выводим утверждение леммы. �

Замечание 3. Из лемм 2 и 3 вытекает следующее утверждение: если по-
следовательность положительных чисел {𝑐𝑛} такова, что при любом 𝜀 > 0

𝛿𝑛 = 𝜆

(︂
max
16𝑘6𝑛

P{𝑋𝑘 > 𝜀𝑐𝑛}
)︂

→ 0, 𝑛 → ∞

и при любых 𝑥 > 0, 𝜀 > 0 выполняется одно из следующих предположений:

P{𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑐𝑛} = 𝑂 (P{𝑋𝑛 > 𝜀𝑐𝑛}) 𝑛 → ∞, (19)

𝛿𝑛P{𝑋𝑛 > 𝜀𝑐𝑛} = 𝑜 (𝑛P{𝑋1 > 𝑥𝑐𝑛}) , 𝑛 → ∞, (20)

то при 𝑛 → ∞
P{𝑋𝑛 > 𝑥𝑐𝑛} ∼ 𝑛P{𝑋1 > 𝑥𝑐𝑛}, (21)
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то есть, имеет место (R2(f)).
Если для некоторой последовательности {𝜉𝑛} выполняется условие

𝜆-перемешивания, 𝐹𝑛(𝑥𝑎𝑛) → 𝐺𝜌(𝑥) = exp {−𝑐𝑥−𝜌} , 𝑥 > 0, а 𝑘 = 𝑘(𝑛) → ∞
растёт достаточно медленно, то

P{𝑋𝑛 > (𝑥 + 3𝜀)𝑘𝑎𝑛}
P{𝑋𝑛 > 𝜀𝑘𝑎𝑛}

∼ 1 − exp {−𝑐𝑘−𝜌(𝑥 + 3𝜀)−𝜌}
1 − exp {−𝑐(𝜀𝑘)−𝜌}

→
(︂

𝜀

𝑥 + 3𝜀

)︂𝜌

, 𝑛 → ∞.

Это означает, что выполняется (19) и, следовательно, (21), то есть (R2(f)).
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