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Аннотация. Для симметрических функций от величин из стационар-
ных последовательностей, удовлетворяющих условию равномерно сильно-
го перемешивания, получены критерии притяжения к нормальному закону
в терминах последовательностей, которыми в предельных теоремах осу-
ществляется масштабная нормировка. Основные результаты работы обоб-
щают все известные к настоящему времени результаты такого типа.
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Будем писать 𝜉
𝑑
= 𝜂, 𝜉𝑛

𝑑→ 𝜂 и 𝜉𝑛
𝑑∼ 𝜂𝑛 в случаях, когда, соответствен-

но, распределения 𝜉 и 𝜂 совпадают, {𝜉𝑛} сходится к 𝜂 по распределению и
когда последовательности {𝜉𝑛} и {𝜂𝑛} слабо эквивалентны (см., например,
[1, § 28.1]). Слабая эквивалентность равносильна поточечной сходимости раз-
ности характеристических функций величин {𝜉𝑛} и {𝜂𝑛} к нулю при 𝑛 → ∞
[1, с. 393].

Следуя [2], назовём {𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} правильно меняющейся последователь-
ностью порядка 𝜌, если 𝑏[𝑥], 𝑥 > 0 является правильно меняющейся функцией
порядка 𝜌, где [𝑥] — целая часть 𝑥.

Пусть при каждом 𝑛 ∈ N определена симметрическая вещественнозначная
функция 𝑓 , то есть 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑖1 , ..., 𝑥𝑖𝑛), для любых 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ R для
любой перестановки {𝑖1, ..., 𝑖𝑛} множества {1, ..., 𝑛} (на самом деле определена
последовательность функций, но, чтобы не загромождать рассуждений, мы не
будем подчёркивать зависимость 𝑓 от 𝑛 какими-либо индексами и называть 𝑓
последовательностью).

Будем обозначать {𝜉𝑛} = {𝜉𝑛, 𝑛 ∈ Z} стационарную в узком смысле после-
довательность, 𝑋𝑛 = 𝑓 (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) , а 𝒩 (0, 1) — случайную величину, имеющую
нормальное распределение с параметрами 0 и 1.

Если при некотором выборе нормирующих констант 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛

𝐵−1
𝑛 (𝑋𝑛 − 𝐴𝑛)

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛→ ∞,
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то будем говорить, что последовательность {𝑋𝑛} притягивается к нормальному
закону. Если E𝑋2

𝑛 <∞, 𝑛 = 1, 2, ..., и

(D𝑋𝑛)−1/2 (𝑋𝑛 − E𝑋𝑛)
𝑑→ 𝒩 (0, 1),

то говорят, что к последовательности {𝑋𝑛} применима центральная предельная
теорема.

В настоящей работе рассматриваются стационарные последователь-
ности, удовлетворяющие условию равномерно сильного перемешивания
(𝜙–перемешивания).

Пусть {𝜉𝑛} = {𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} — стационарная в узком смысле после-
довательность и пусть ℱ6𝑛 и ℱ>𝑛 — 𝜎-алгебры, порождённые семействами
{𝜉𝑖 : 𝑖 6 𝑛} и {𝜉𝑖 : 𝑖 > 𝑛}. Говорят, что последовательность {𝜉𝑛} удовле-
творяет условию равномерно сильного перемешивания (𝜙-перемешивания) с
коэффициентом перемешивания 𝜙(𝑛), если

𝜙(𝑛) = sup

{︂
|P(𝐴𝐵) − P(𝐴)P(𝐵)|

P(𝐴)
: 𝐴 ∈ ℱ60, 𝐵 ∈ ℱ>𝑛

}︂
→ 0, 𝑛→ ∞.

Если к тому же 𝜙(1) < 1, то такое условие будем называть условием
𝜙1-перемешивания.

Если {𝜉𝑛} = {𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} — стационарная последовательность,
удовлетворяющая условию 𝜙-перемешивания, 𝜉 измерима относитедьно ℱ60,
𝜂 — относительно ℱ>𝑛, ‖𝜉‖𝑠 = (E|𝜉|𝑠)1/𝑠 <∞, ‖𝜂‖𝑡 <∞, 𝑠, 𝑡 > 1, 1/𝑠+ 1/𝑡 = 1,
то

|E𝜉𝜂 − E𝜉E𝜂| 6 2𝜙
1
𝑠 (𝑛)‖𝜉‖𝑠‖𝜂‖𝑡 (1)

[3, с. 392].
Пусть при каждом 𝑛 ∈ N определена функция 𝑓(x) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), удо-

влетворяющая следующим условиям:
f1. 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑖1 , ..., 𝑥𝑖𝑛), для любых 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ R для любой

перестановки {𝑖1, ..., 𝑖𝑛} множества {1, ..., 𝑛}, 𝑓(x) ̸= 0, x ̸= 0;
f2. 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1, 0) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1);
f3. 𝑓(−x) = −𝑓(x);
f4. 𝑓(x + y) ∼ 𝑓(x) + 𝑓(y), если 𝜏(x,y) = |𝑓(x + y)| + |𝑓(x)| + |𝑓(y)| → ∞,

(то есть хотя бы одно из слагаемых в 𝜏(x,y) стремится к бесконечности).
Эквивалентность в 𝑓3 понимается следующим образом: для любого 𝜀 > 0 най-
дётся 𝑁 = 𝑁(𝜀) > 0 такое, что если 𝜏(x,y) > 𝑁, то

|𝑓(x + y) − 𝑓(x) − 𝑓(y)| 6 𝜀|𝑓(x + y)|.

Из этого соотношения нетрудно вывести (см. [4]), что при любых x1, ...,xn ∈ R𝑛

|𝑓(x1 + ...+ xk)− 𝑓(x1)− ...− 𝑓(xk)| 6 𝜀(|𝑓(x1)|+ ...+ |𝑓(xk−1)|+ (𝑘− 1)𝑁. (2)

Пусть, как и выше, 𝑋𝑛 = 𝑓(𝜉1, ..., 𝜉𝑛), 𝑛 = 1, 2, ..., но функция 𝑓 удовлетво-
ряет условиям 𝑓1 − 𝑓4, 𝑌𝑛 = 𝑓(𝜉𝑛).
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Пусть 𝑥 > 0, 1(𝐴) =

{︃
1, 𝜔 ∈ 𝐴

0, 𝜔 * 𝐴
.

Обозначим

𝜉𝑘(𝑥) = 𝜉𝑗1(|𝑓(𝜉𝑗)| 6 𝑥), 𝑋𝑛(𝑥) = 𝑓(𝜉1(𝑥), ..., 𝜉𝑛(𝑥)), 𝜎2
𝑛(𝑥) = D𝑋𝑛(𝑥).

Введём две последовательности, которыми может осуществляться мас-
штабная нормировка в предельных теоремах для {𝑋𝑛}. Универсальной нор-
мирующей последовательностью назовём 𝑏𝑛 = sup{𝑧 > 0 : 𝜎𝑛(𝑧) > 𝑧},
а интегральной нормирующей последовательностью порядка 1 6 𝑝 6 2
− − − 𝑏𝑛(𝑝) = ‖𝒩 (0, 1)‖−1

𝑝 ‖𝑋𝑛 − E𝑋𝑛‖𝑝. Эта терминология оправдана тем, что
в предположениях, что последовательность {𝜉𝑛} удовлетворяет условию 𝜙1-
перемешивания, а функция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝑓1 − 𝑓4, в теоремах о
притяжении к нормальному закону масштабная нормировка может осуществ-
ляться только последовательностями, пропорциональными {𝑏𝑛} и 𝑏𝑛(𝑝), то есть

если 𝐵−1
𝑛 (𝑋𝑛 − 𝐴𝑛)

𝑑→ 𝒩 (0, 1), то 𝐵𝑛 ∼ 𝑏𝑛 ∼ 𝑏𝑛(𝑝), 𝑛→ ∞ (см. теорему 2).

В случае, когда 𝑋𝑛 = 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜉𝑖, в [5] и [6] доказаны следующие результаты

Теорема 1. Пусть {𝜉𝑛} — стационарная в узком смысле последователь-
ность, удовлетворяющая условию 𝜙1-перемешивания, {𝑏𝑛} и {𝑏𝑛(𝑝)} — уни-
версальная и интегральная нормирующая последовательность порядка 𝑝
для последовательности 𝑆𝑛. Тогда следующие условия эквивалентны:

a) последовательность {𝑆𝑛} притягивается к нормальному закону с па-
раметрами 0 и 1;

b) при некотором 1 6 𝑝 6 2 выполняется условие Линдеберга порядка 𝑝:

𝑛𝑏−𝑝
𝑛 (𝑝)E{|𝜉1|𝑝, |𝜉1| > 𝜀𝑏𝑛(𝑝)} → 0, 𝑛→ ∞ при любом 𝜀 > 0;

c) 𝑛P{|𝜉1| > 𝜀𝑏𝑛} → 0, 𝑛→ ∞ при любом 𝜀 > 0.
При этом если 𝐵−1

𝑛 (𝑆𝑛 − 𝐴𝑛)
𝑑→ 𝒩 (0, 1), то 𝐵𝑛 ∼ 𝑏𝑛 ∼ 𝑏𝑛(𝑝), 𝑛→ ∞.

Замечание 1. В [5] и [6] для доказательства импликаций 𝑏) ⇒ 𝑎) и 𝑐) ⇒ 𝑎)
условие 𝜙(1) < 1 не используются, кроме этого теорема доказана и в случае
0 < 𝑝 < 1, но в этом случае не предполагается существование E𝑋𝑛, пона-
добится другое определение интегральной нормирующей последовательности
и в доказательстве потребуются многочисленные корректировки. Поэтому мы
будем использовать приведённую выше формулировку теоремы, как более ком-
пактную и лучше воспринимаемую.

В настоящей работе доказывается следующий результат.

Теорема 2. Пусть {𝜉𝑛} — стационарная в узком смысле последователь-
ность, удовлетворяющая условию 𝜙1-перемешивания, а функция 𝑓 удовле-
творяет условиям 𝑓1 − 𝑓4, {𝑏𝑛} и {𝑏𝑛(𝑝)} — универсальная и интегральная
нормирующая последовательность порядка 1 6 𝑝 6 2 для последовательно-
сти {𝑋𝑛}. Тогда следующие условия эквивалентны:
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a) последовательность {𝑋𝑛} притягивается к нормальному закону с па-
раметрами 0 и 1;

b) при некотором 1 6 𝑝 6 2 выполняется условие Линдеберга порядка 𝑝:

𝑛𝑏−𝑝
𝑛 (𝑝)E{|𝑋1|𝑝, |𝑋1| > 𝜀𝑏𝑛(𝑝)} → 0, 𝑛→ ∞ при любом 𝜀 > 0; (Lp)

c)
𝑛P{|𝑋1| > 𝜀𝑏𝑛} → 0, 𝑛→ ∞ при любом 𝜀 > 0. (3)

При этом если 𝐵−1
𝑛 (𝑋𝑛 − 𝐴𝑛)

𝑑→ 𝒩 (0, 1), то 𝐵𝑛 ∼ 𝑏𝑛 ∼ 𝑏𝑛(𝑝), 𝑛→ ∞.

Будем обозначать

𝜉𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝜉𝑗1(𝑥 < |𝑓(𝜉𝑘)| 6 𝑦), 𝜉M𝑘 (𝑥) = 𝜉𝑗1(|𝑓(𝜉𝑘)| > 𝑥),

𝑋𝑘,𝑛 = 𝑓(Ξ𝑘,𝑛) = 𝑓(𝜉𝑘, ..., 𝜉𝑛), 𝑋𝑘,𝑛(𝑥) = 𝑓(Ξ𝑘,𝑛(𝑥)) = 𝑓(𝜉𝑘(𝑥), ..., 𝜉𝑛(𝑥)),

𝑋𝑘,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑓(Ξ𝑘,𝑛(𝑥, 𝑦)) = 𝑓(𝜉𝑘(𝑥, 𝑦), ..., 𝜉𝑛(𝑥, 𝑦)), 𝑋M𝑘,𝑛(𝑥) = 𝑓(𝜉M𝑘 (𝑥), ..., 𝜉M𝑛 (𝑥)),

𝑘 6 𝑛, 𝑋𝑛(𝑥) = 𝑋1,𝑛(𝑥), 𝑋𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑋1,𝑛(𝑥, 𝑦), 𝑋M𝑛 (𝑥) = 𝑋M1,𝑛(𝑥).

Введём симметризованные величины ̃︀𝑋𝑘,𝑛 = 𝑓(Ξ𝑘,𝑛) − 𝑓(Ξ′
𝑘,𝑛), где векто-

ры Ξ𝑘,𝑛 и Ξ′
𝑘,𝑛 независимы и одинаково распределены. Легко видеть, что для

последовательности { ̃︀𝑋𝑛} выполняется соотношение (2), а последовательность
{̃︀𝑌𝑛}, ̃︀𝑌𝑛 = 𝑓(𝜉𝑛)− 𝑓(𝜉′𝑛) удовлетворяет условию 𝜙-перемешивания с коэффици-
ентом ̃︀𝜙(𝑛) 6 1 − (1 − 𝜙(𝑛))2 [7, Lemma 2.3].

Аналогично ̃︀𝑋𝑘,𝑛(𝑥) = 𝑓(Ξ𝑘,𝑛(𝑥)) − 𝑓(Ξ′
𝑘,𝑛(𝑥)), где векторы Ξ𝑘,𝑛(𝑥) и Ξ′

𝑘,𝑛(𝑥)

независимы и одинаково распределены и ̃︀𝑋𝑘,𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑓(Ξ𝑘,𝑛(𝑥, 𝑦))−𝑓(Ξ′
𝑘,𝑛(𝑥, 𝑦)),

где векторы Ξ𝑘,𝑛(𝑥, 𝑦) и Ξ′
𝑘,𝑛(𝑥, 𝑦) независимы и одинаково распределены.

Имеют место слабые неравенства симметризации [1, с. 259]:

P{|𝑋𝑛 − 𝜇𝑛| > 𝑥} 6 2P{| ̃︀𝑋𝑛| > 𝑥} 6 4P{|𝑋𝑛 − 𝑎| > 𝑥/2}, 𝑥 > 0. (4)

Здесь 𝜇 — медиана 𝑌1, 𝜇𝑛 — медиана 𝑋𝑛, 𝑎 ∈ R. Из (4) при 𝑝 > 0 следуют
соотношения E {|𝑋𝑛 − 𝜇𝑛|𝑝, |𝑋𝑛 − 𝜇𝑛| > 𝑥} 6

6 2E{| ̃︀𝑋𝑛|𝑝, | ̃︀𝑋𝑛| > 𝑥} 6 2𝑝+2E {|𝑋𝑛 − 𝑎|𝑝, |𝑋𝑛 − 𝐴𝑛| > 𝑥/2} . (5)

Будем ещё обозначать ̃︀𝑏𝑛(𝑝) = ‖𝒩 (0, 1)‖−1
𝑝 ‖ ̃︀𝑋𝑛‖𝑝, ̃︀𝜎2

𝑛(𝑥) = D ̃︀𝑋𝑛(𝑥). Тогда̃︀𝜎2
𝑛(𝑥) = 2𝜎2

𝑛(𝑥), а если выполняется условие Линдеберга порядка 𝑝 > 1, то̃︀𝑏𝑛(𝑝) ≍ 𝑏𝑛(𝑝) [4, Лемма 5].

Лемма 1. [6] {𝑐𝜌𝑛} является правильно меняющейся последовательно-
стью порядка 1 (а 𝑐𝑛 — правильно меняющейся последовательностью по-
рядка 1/𝜌, 𝜌 > 0), тогда и только тогда, когда

𝑐𝜌𝑛+𝑚 ∼ 𝑐𝜌𝑛 + 𝑐𝜌𝑚, 𝑛+𝑚→ ∞.
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Лемма 2. [4] Пусть {𝜉𝑛} — стационарная последовательность, удовле-
творяющая условию 𝜙-перемешивания, функция 𝑓 удовлетворяет условиям
𝑓1 − 𝑓4, 𝜀 > 0, 𝑟 > 1, а 𝑐𝑛 → ∞. Если 𝑛 таково, что в (2) (𝑚+ 1)𝑁 < 𝑐𝑛 и

max
16𝑗6𝑛

P
{︂
|𝑋𝑗| >

𝑐𝑛
1 + 𝜀

}︂
+ 𝜙(𝑚) 6 𝛾 < 1,

то

P {|𝑋𝑛| > (𝑟 + 6)𝑐𝑛} 6
𝛾

1 − 𝛾
P{|𝑋𝑛| > 𝑟𝑐𝑛} +

1

1 − 𝛾
P
{︂

max
16𝑗6𝑛

|𝑌𝑗| >
𝑐𝑛

𝑚(1 + 𝜀)

}︂
.

Будем обозначать

𝑍𝑛 = max(𝑌1, ..., 𝑌𝑛), ̃︀𝑍𝑛 = max(̃︀𝑌1, ..., ̃︀𝑌𝑛),

𝑍 ′
𝑛 = max(𝑌 ′

1 , ..., 𝑌
′
𝑛), ̃︀𝑍 ′

𝑛 = max(̃︀𝑌 ′
1 , ..., ̃︀𝑌 ′

𝑛),

𝑎𝑛 = sup
{︁
𝑥 : 𝑛P{|̃︀𝑌1| > 𝑥} > 1

}︁
.

Лемма 3. [8] Для любых x и 𝑛 > 1

(1 − 𝜙(1))P{𝑍 ′
𝑛 > 𝑥} 6 P{𝑍𝑛 > 𝑥} 6 (1 + 𝜙(1))P{𝑍 ′

𝑛 > 𝑥}. (6)

При любом 𝑝 > 0

(1 − 𝜙(1))𝑐𝑝𝑛(𝑝) 6 E|𝑍𝑛|𝑝 6 (1 + 𝜙(1))𝑐𝑝𝑛(𝑝). (7)

Лемма 4. Пусть {𝜉𝑛} — стационарная последовательность, удовлетво-
ряющая условию 𝜙1-перемешивания, функция 𝑓 удовлетворяет условиям
𝑓1 − 𝑓4, 𝜀 > 0, а 𝑐𝑛 → ∞. Если 𝑛 таково, что 𝑁 < 𝑐𝑛, где 𝑁 — константа из
(2) и

𝛾 = max
16𝑘6𝑛

P
{︂
|𝑋𝑘| >

𝑐𝑛
1 + 𝜀

}︂
+ 𝜙1 < 1,

то
P{𝑋𝑛 > (𝑟 + 3)𝑐𝑛} 6

1

1 − 𝛾
P {|𝑋𝑛| > 𝑟𝑐𝑛} .

Это утверждение содержится в доказательстве леммы 2 из [9].

Лемма 5. Пусть {𝜉𝑛} — стационарная последовательность удовлетворя-
ет условию 𝜙1-перемешивания, функция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝑓1 − 𝑓4.

Тогда если 𝐵−1
𝑛 𝑋𝑛

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝐵𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞ то
1. Выполняется условие (Rf):

𝐵−1
𝑛+𝑚𝑋𝑛+𝑚

𝑑∼ 𝐵−1
𝑛+𝑚𝑋

′
𝑛 +𝐵−1

𝑛+𝑚(𝑝)𝑋 ′
𝑚, 𝑛+𝑚→ ∞, (Rf)

(здесь и далее символ 𝑛 + 𝑚 → ∞ означает, что 𝑛 → ∞, а 𝑚 = 𝑚(𝑛) —
произвольная последовательность натуральных чисел).

2. {𝐵2
𝑛} является правильно меняющейся последовательностью поряд-

ка 1.
3. При 1 6 𝑝 < 2 и любом 𝜀 > 0

𝑛𝐵−𝑝
𝑛 E{|𝑌1|𝑝, |𝑌1| > 𝜀𝐵𝑛} → 0, 𝑛→ ∞.
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Доказательство. 1. В силу (2) |𝑋𝑛+𝑚−𝑋𝑛−𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚| 6 𝜀|𝑋𝑛+𝑚|+𝑁 , так что

P
{︂
|𝑋𝑛+𝑚 −𝑋𝑛 −𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚|

𝐵𝑛+𝑚

> 𝛿

}︂
6 P

{︂
𝜀|𝑋𝑛+𝑚| +𝑁

𝐵𝑛+𝑚

> 𝛿

}︂
∼ P

{︂
|𝒩 (0, 1)| > 𝛿

𝜀

}︂
→ 0,

при 𝜀→ 0, то есть 𝐵−1
𝑛+𝑚(𝑋𝑛+𝑚 −𝑋𝑛 −𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚) → 0 по вероятности и

𝑋𝑛+𝑚

𝐵𝑛+𝑚

𝑑∼ 𝑋𝑛 +𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚

𝐵𝑛+𝑚

. (8)

С помощью (8) получаем

𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚

𝐵𝑛+𝑚

+
𝑋𝑛+𝑚+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝐵𝑛+𝑚

𝑑∼ 𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝐵𝑛+𝑚

𝑑∼ 𝑋𝑛+1,𝑛+𝑟

𝐵𝑛+𝑚

+
𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝐵𝑛+𝑚

. (9)

В (9) 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞ можно выбрать столь медленно растущей, что

𝐵−1
𝑛+𝑚𝑋𝑛+1,𝑛+𝑟 → 0, 𝐵−1

𝑛+𝑚𝑋𝑛+𝑚+1,𝑛+𝑚+𝑟 → 0

по вероятности, и тогда из (8) и (9) следует

𝑋𝑛+𝑚

𝐵𝑛+𝑚

𝑑∼ 𝑋𝑛

𝐵𝑛+𝑚

+
𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝐵𝑛+𝑚

. (10)

В силу (1)⃒⃒⃒⃒
E exp

{︂
𝑖𝑡
𝑋𝑛 +𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝐵𝑛+𝑚

}︂
− E exp

{︂
𝑖𝑡

𝑋𝑛

𝐵𝑛+𝑚

}︂
E exp

{︂
𝑖𝑡
𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝐵𝑛+𝑚

}︂⃒⃒⃒⃒
6

6 2𝜙
1
2 (𝑟) → 0, 𝑛 → ∞, и из (10) и того, что 𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

𝑑
= 𝑋𝑚 получаем

теперь условие (Rf) для последовательности {𝑋𝑛}.
Пусть 𝛼𝑛 = 𝐵−1

𝑛+𝑚𝐵𝑛 и 𝛽𝑛 = 𝐵−1
𝑛+𝑚𝐵𝑚. В силу (Rf)

𝛼𝑛
𝑋𝑛

𝐵𝑛

+ 𝛽𝑛
𝑋 ′

𝑚

𝐵𝑚

𝑑∼ 𝑋𝑛+𝑚

𝐵𝑛+𝑚

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛→ ∞, (11)

откуда следует, что последовательности {𝛼𝑛} и {𝛽𝑛} ограничены, так как в
противном случае некоторая подпоследовательность в левой части (10) име-
ла бы вырожденный предел. Из ограниченной последовательности можно из-
влечь сходящуюся подпоследовательность, так что у каждой последователь-
ности {𝑛1} ⊆ 𝑁 существует подпоследовательность {𝑛2} ⊆ {𝑛1} такая, что
𝛼𝑛2 → 𝛼 > 0, 𝛽𝑛2 → 𝛽 > 0. Тогда

𝛼𝑛2

𝑋𝑛2

𝐵𝑛2

+ 𝛽𝑛2

𝑋 ′
𝑚2

𝐵𝑚2

𝑑→ 𝛼𝒩 (0, 1) + 𝛽𝒩 ′(0, 1) = 𝒩
(︁

0,
√︀
𝛼2 + 𝛽2

)︁
, 𝑚2 = 𝑚(𝑛2).

В силу (11)

𝛼𝑛2

𝑋𝑛2

𝐵𝑛2

+ 𝛽𝑛2

𝑋 ′
𝑚2

𝐵𝑚2

𝑑∼ 𝑋𝑛2+𝑚2

𝐵𝑛2+𝑚2

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛→ ∞.
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Из теоремы о сходимости типов [1, c. 216] следует, что 𝛼2
𝑛+𝛽2

𝑛 → 𝛼2+𝛽2 = 1, то
есть из любой последовательности {𝑛1} ⊆ 𝑁 можно извлечь подпоследователь-
ность {𝑛2} ⊆ {𝑛1} такую, что 𝐵−2

𝑛2+𝑚2

(︀
𝐵2

𝑛2
+𝐵2

𝑚2

)︀
→ 1, 𝑛2 → ∞. Это означает,

что 𝐵2
𝑛+𝑚 ∼ 𝐵2

𝑛 + 𝐵2
𝑚, 𝑛 → ∞, и в силу леммы 1 {𝐵2

𝑛} является правильно
меняющейся последовательностью порядка 1.

3. Нетрудно показать (см., например [8]), что

𝑛P{|𝑌1| > 𝑥}
1 + 𝑛P{|𝑌1| > 𝑥}

6 P{|𝑍 ′
𝑛| > 𝑥} 6 𝑛P{|𝑌1| > 𝑥}, 𝑥 > 0,

и если P{|𝑍 ′
𝑛| > 𝑥} < 1 − 𝜙(1), то в силу леммы 3

𝑛P{|𝑌1| > 𝑥} 6 P{|𝑍 ′
𝑛| > 𝑥}

1 − P{|𝑍 ′
𝑛| > 𝑥}

6
P{|𝑍𝑛| > 𝑥}

1 − 𝜙(1) − P{|𝑍𝑛| > 𝑥}
.

Воспользовавшись (2), получаем

|𝑋𝑘 −𝑋𝑘−1 − 𝑌𝑘| 6 𝜀|𝑌𝑘| +𝑁, |𝑌𝑘| 6 (1 − 𝜀)−1(|𝑋𝑘| + |𝑋𝑘−1| +𝑁),

следовательно, |𝑍𝑛| 6 (1 − 𝜀)−1(2𝑋𝑛 + 𝑁). 𝐵𝑛, как правильно меняющуюся
функцию положительного порядка, без ограничения общности можно считать
неубывающей [2, c. 26] и тогда если 𝑛 > 𝑘 = 𝑘(𝑛) → ∞, то

P{|𝑋𝑘| >𝑀𝐵𝑛} 6 P{|𝑋𝑘| >𝑀𝐵𝑘} → P{|𝒩 (0, 1)| >𝑀} = 𝑜𝑀(1).

В силу (2) |𝑋𝑘| 6 (1 + 𝜀)(|𝑌1| + ... + |𝑌𝑘| + 𝑘𝑁), так что если 𝑘 = 𝑘(𝑛) → ∞
растет достаточно медленно, то

P{|𝑋𝑘| >𝑀𝐵𝑛} 6 𝑘P
{︂
|𝑌1| >

𝑀𝐵𝑛 − 𝑘𝑁

𝑘(1 + 𝜀)

}︂
→ 0, 𝑛→ ∞.

Из двух последних соотношений следует, что 𝑀 > 0 можно выбрать таким, что
𝑁 < 𝑀𝐵𝑛, где 𝑁 — константа из (2) и

𝛾 = max
16𝑘6𝑛

P
{︂
|𝑋𝑘| >

𝑀𝐵𝑛

1 + 𝜀

}︂
+ 𝜙1 < 1,

и из леммы 4 следует

P{𝑋𝑛 > 4𝑀𝐵𝑛} 6
1

1 − 𝛾
P {|𝑋𝑛| >𝑀𝐵𝑛} .

Таким образом,

𝑛P{|𝑌1| >𝑀𝐵𝑛} 6
1

(1 − 𝛾)
P
{︂
|𝑋𝑛| >

1

2
(𝑀𝐵𝑛(1 − 𝜀) −𝑁)

}︂
6

6
1

(1 − 𝛾)2
P
{︂
|𝑋𝑛| >

1

8
(𝑀𝐵𝑛(1 − 𝜀) −𝑁)

}︂
→
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→ 1

(1 − 𝛾)2
P
{︂
|𝒩 (0, 1)| > 𝑀(1 − 𝜀)

8

}︂
= 𝛿(𝑀) = 𝑜

(︀
exp{−𝛼𝑀2}

)︀
, 𝛼 > 0.

𝐵[𝑥] — правильно меняющаяся функция порядка 1/2, так что существует пра-
вильно меняющаяся функция 𝑔(𝑥) порядка 2 такая, что 𝑔(𝐵[𝑥]) ∼ 𝑥, 𝑥→ ∞, и
𝑔(𝐵𝑛) ∼ 𝑛, 𝑛→ ∞. [2, c. 27]. Тогда при достаточно больших 𝑛

P{|𝑌1| >𝑀𝐵𝑛} <
𝛿(𝑀)

𝑛
∼ 𝛿(𝑀)

𝑔(𝐵𝑛)
, P{|𝑌1| >𝑀𝑦} 6 𝛿(𝑀)

𝑔(𝑦)
,

где 𝑦 = 𝐵𝑛, причём в силу монотонности P{|𝑌1| > 𝑦} последнее неравенство
выполняется при всех достаточно больших 𝑦, а не только для переменных вида
𝑦 = 𝐵𝑛. 1/𝑔(𝑦) является правильно меняющейся функцией порядка -2, то есть
функцией вида 𝐿(𝑦)/𝑦2, где 𝐿(𝑦) — медленно меняющаяся функция, так что
при достаточно больших 𝑦

P{|𝑌1| >𝑀𝑦} 6 𝐿(𝑦)

𝑦2
𝛿(𝑀), 𝑛

𝐿(𝐵𝑛)

𝐵2
𝑛

→ 1, 𝛿(𝑀) = 𝑜
(︀
exp{−𝛼𝑀2}

)︀
. (12)

Далее если 0 < 𝑝 < 2, то

∞∫︁
𝑥

𝑦𝑝−3𝐿(𝑦) 𝑑𝑦 ∼ 𝑥𝑝−2𝐿(𝑥)

(2 − 𝑝)
, 𝑥→ ∞

[2, c. 82], так что с помощью (12) выводим

𝑛𝐵−𝑝
𝑛 E{|𝑌1|𝑝, |𝑌1| > 𝑀𝐵𝑛} = 𝑛𝑀𝑝P{|𝑌1| >𝑀𝐵𝑛}+

+𝑝𝑀𝑝𝑛𝐵−𝑝
𝑛

∞∫︁
𝐵𝑛

𝑦𝑝−1P{|𝑌1| >𝑀𝑦} 𝑑𝑦 6

6 𝛿(𝑀)

(︂
𝑀𝑝𝑛𝐵−2

𝑛 𝐿(𝐵𝑛) +
𝑝

2 − 𝑝
𝑀𝑝𝑛𝐵−2

𝑛 𝐿(𝐵𝑛)

)︂
∼ 2𝑀𝑝𝛿(𝑀)

2 − 𝑝
→ 0, 𝑀 → ∞.

𝐵𝑛 — правильно меняющаяся последовательность порядка 1/2, так что 𝐵𝑘𝑛 ∼√
𝑘𝐵𝑛, 𝑘 ∈ N, 𝑛→ ∞ и из последнего соотношения выводим

𝑛𝑘𝐵−𝑝
𝑛𝑘 E{|𝑌1|

𝑝, |𝑌1| > 𝜀𝐵𝑛𝑘} ∼ 𝑛𝑘1−𝑝/2E{|𝑌1|𝑝, |𝑌1| > 𝜀
√
𝑘𝐵𝑛} 6

2𝜀𝑝𝑘𝛿(𝜀
√
𝑘)

2 − 𝑝
→ 0,

𝑘 → ∞, поэтому

𝑛𝑘𝐵−𝑝
𝑛𝑘 E{|𝑌1|

𝑝, |𝑌1| > 𝜀𝐵𝑛𝑘} → 0, 𝑛→ ∞, (13)

если 𝑘 = 𝑘(𝑛) → ∞ достаточно медленно. Далее если 𝑛𝑘 6 𝑚 6 𝑛(𝑘 + 1), то
𝐵𝑛𝑘 6 𝐵𝑚 6 𝐵𝑛𝑘, 𝐵𝑛𝑘 ∼ 𝐵𝑛(𝑘+1), так что 𝐵𝑚 ∼ 𝐵𝑛𝑘, и из (13) следует теперь
утверждение 3 леммы. �
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Лемма 6. Пусть {𝜉𝑛} — стационарная последовательность удовлетворя-
ет условию 𝜙1-перемешивания, функция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝑓1 − 𝑓4.
Тогда, если выполняется условие (3), то

a) 𝑏𝑛 ∼ 𝑏𝑛(𝑏𝑛) ∼ 𝑏𝑛(𝑥𝑏𝑛), 𝑥 > 0, 𝑛→ ∞;
b) {𝑏𝑛} является правильно меняющейся последовательностью порядка

1/2;
c) последовательность {𝑏−2

𝑛
̃︀𝑋2
𝑛(𝑥𝑏𝑛), 𝑥 > 0, } является равномерно инте-

грируемой.

Доказательство. Прежде всего отметим, что если выполняется (3), то
𝑏𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞. Действительно, если при некоторой последовательности
{𝑛′} ⊆ N sup

𝑛′
𝑏𝑛′ < ∞, то из 𝑛′P{|𝑋1| > 𝜀𝑏𝑛′} → 0 следует 𝑋1

𝑑
= 𝑌𝑛 = 0, п.н.

𝑛 = 1, 2, ..., отсюда 𝜉𝑛 = 0, 𝜉𝑛(𝑥) = 0, п.н., и 𝜎𝑛(𝑥) = 0, 𝑏𝑛 = 0, P{|𝑋1| > 𝜀𝑏𝑛} =
= 1, что противоречит (3).

max
16𝑖6𝑗

P{| ̃︀𝑋(𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛)| > 𝑧} 6 2𝑛P{|𝑋1| > 𝑥𝑏𝑛} → 0, 𝑛→ ∞, 0 < 𝑥𝑏𝑛 < 𝑐𝑛, 𝑧 > 0,

так что 𝑛 и 𝑚 можно выбрать такими, чтобы

max
16𝑖6𝑛

P{| ̃︀𝑋𝑖(𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛)| > 𝑧} + 𝜙(𝑚) 6 𝛾,
72𝛾

1 − 𝛾
< 1,

и из леммы 2 получаем

P{| ̃︀𝑋𝑛(𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛)| > 7𝑧} 6 𝛾

1 − 𝛾
P{| ̃︀𝑋𝑛(𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛)| > 𝑧}+

+
1

1 − 𝛾
P
{︂

max
16𝑖6𝑛

|̃︀𝑌𝑖(𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛)| > 𝑥

𝑚(1 + 𝜀)

}︂
.

Откуда

E ̃︀𝑋2
𝑛(𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛) 6

7𝑝𝛾

1 − 𝛾
E ̃︀𝑋2

𝑛(𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛) +
(7𝑚(1 + 𝜀))2

1 − 𝛾
E
{︂

max
16𝑖6𝑛

̃︀𝑌 2
𝑖 (𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛)

}︂
.

E ̃︀𝑋2
𝑛(𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛) ≪ E

{︂
max
16𝑖6𝑛

̃︀𝑌 2
𝑖 (𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛)

}︂
6 𝑛E

{︁̃︀𝑌 2
1 (𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛)

}︁
6

6 2𝑛𝑐2𝑛P{|𝑋1| > 𝑥𝑏𝑛} = 𝑐2𝑛𝑜𝑛(1)

в силу (2)

|̃︀𝜎𝑛(𝑐𝑛) − ̃︀𝜎𝑛(𝑥𝑏𝑛)| 6 (1 + 𝜀)‖ ̃︀𝑋𝑛(𝑥𝑏𝑛, 𝑐𝑛)‖2 +𝑁 = 𝑐𝑛𝑜𝑛(1), 𝑛→ ∞. (14)

Так как ̃︀𝜎𝑛(𝑥) =
√

2𝜎𝑛(𝑥), то из (14) при 𝜀 > 0 следует 𝜎𝑛((1 ± 𝜀)𝑏𝑛) = 𝜎𝑛(𝑏𝑛) +
+ 𝑜(𝑏𝑛), значит,

lim sup
𝑛→∞

𝜎𝑛(𝑏𝑛)

𝑏𝑛
= lim sup

𝑛→∞

𝜎𝑛((1 + 𝜀)𝑏𝑛)

𝑏𝑛
6 1, lim inf

𝑛→∞

𝜎𝑛(𝑏𝑛)

𝑏𝑛
> 1
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и 𝑏𝑛 ∼ 𝜎𝑛(𝑏𝑛) ∼ 𝜎𝑛(𝑥𝑏𝑛), 𝑥 > 0.

В силу (2) | ̃︀𝑋𝑛+𝑚(𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝑋𝑛(𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚(𝑏𝑛+𝑚)| 6 𝜀| ̃︀𝑋𝑛+𝑚(𝑏𝑛+𝑚)| +𝑁 ,
так что⃒⃒⃒̃︀𝜎𝑛+𝑚(𝑏𝑛+𝑚) − ‖ ̃︀𝑋𝑛(𝑏𝑛+𝑚) + ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚(𝑏𝑛+𝑚)‖2

⃒⃒⃒
6 𝜀̃︀𝜎𝑛+𝑚(𝑏𝑛+𝑚) +𝑁. (15)

Аналогично показывается

‖ ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚(𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑟+𝑚(𝑏𝑛+𝑚)‖2 6 2̃︀𝜎𝑟(𝑏𝑛+𝑚) + 2𝑁,

откуда⃒⃒⃒
‖ ̃︀𝑋𝑛(𝑏𝑛+𝑚) + ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚(𝑏𝑛+𝑚)‖2 − ‖ ̃︀𝑋𝑛(𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑟+𝑚(𝑏𝑛+𝑚)‖2

⃒⃒⃒
6

6 2̃︀𝜎𝑟(𝑏𝑛+𝑚) + 2𝑁. (16)

Далее ̃︀𝜎𝑛(𝑏𝑛) ∼
√

2𝑏𝑛 → ∞, 𝑛→ ∞, и если 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞ достаточно медленно,
то из (14) следует ̃︀𝜎𝑟(𝑏𝑛+𝑚) = ̃︀𝜎𝑟(𝑏𝑟) + 𝑜(𝑏𝑛+𝑚) = 𝑜(𝑏𝑛+𝑚), и из (15) и (17)
получаем теперь

2𝑏2𝑛+𝑚 ∼ ‖ ̃︀𝑋𝑛(𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑟+𝑚(𝑏𝑛+𝑚)‖22. (17)

С помощью (1) получаем⃒⃒⃒
E( ̃︀𝑋𝑛(𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑟+𝑚(𝑏𝑛+𝑚))2 − ̃︀𝜎2

𝑛(𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝜎2
𝑚(𝑏𝑛+𝑚)

⃒⃒⃒
6

6 2|E ̃︀𝑋𝑛(𝑏𝑛+𝑚) ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑟+𝑚(𝑏𝑛+𝑚)| 6 8𝜙
1
2 (𝑟)̃︀𝜎𝑛(𝑏𝑛+𝑚)̃︀𝜎𝑚(𝑏𝑛+𝑚) 6

6 (̃︀𝜎2
𝑛(𝑏𝑛+𝑚) + ̃︀𝜎2

𝑚(𝑏𝑛+𝑚))𝑜𝑟(1). (18)

Из (17) и (18) следует

2𝑏2𝑛+𝑚 ∼ ̃︀𝜎2
𝑛(𝑏𝑛+𝑚) + ̃︀𝜎2

𝑚(𝑏𝑛+𝑚), 𝑛→ ∞. (19)

С помощью (14) получаем

|̃︀𝜎𝑚(𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝜎𝑚(𝑏𝑚)| 6 (1 + 𝜀)‖ ̃︀𝑋𝑚(𝑏𝑚, 𝑏𝑛+𝑚)‖2 +𝑁,

E ̃︀𝑋2
𝑚(𝑏𝑚, 𝑏𝑛+𝑚) ≪ E

{︂
max
16𝑖6𝑚

̃︀𝑌 2
𝑖 (𝑏𝑚, 𝑏𝑛+𝑚)

}︂
6 2𝜀2𝑏2𝑛+𝑚 +2𝑚𝑏2𝑛+𝑚P{|̃︀𝑌1| > 𝜀𝑏𝑛+𝑚} 6

6 2𝜀2𝑏2𝑛+𝑚 + 𝑜(𝑏2𝑛+𝑚),

откуда
|̃︀𝜎2

𝑚(𝑏𝑛+𝑚) − 2𝑏2𝑚| = 𝑜(𝑏2𝑛+𝑚), |̃︀𝜎2
𝑛(𝑏𝑛+𝑚) − 2𝑏2𝑛| = 𝑜(𝑏2𝑛+𝑚). (20)

Теперь из (19) и (20) следует 𝑏2𝑛+𝑚 ∼ 𝑏2𝑛 + 𝑏2𝑚, 𝑛 + 𝑚 → ∞, и в силу леммы 1
{𝑏𝑛} является правильно меняющейся последовательностью порядка 1/2. �
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Доказательство теоремы 2.
Утверждение 𝑏) ⇒ 𝑎) при 1 6 𝑝 < 2 доказано в [4], а при 𝑝 = 2 — в [10].
𝑎) ⇒ 𝑏). Пусть имеет место a), то есть при некотором выборе нормирующих

констант 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛

𝐵−1
𝑛 (𝑋𝑛 − 𝐴𝑛)

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛→ ∞.

Тогда (
√

2𝐵𝑛)−1 ̃︀𝑋𝑛
𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛 → ∞. В силу леммы 3.3 при 1 6 𝑝 < 2 и

любом 𝜀 > 0
𝑛𝐵−𝑝

𝑛 E{|̃︀𝑌1|𝑝, |𝑌1| > 𝜀𝐵𝑛} → 0, 𝑛→ ∞, (21)

то есть выполнены условия леммы 4 в [4], из которой следует равномерная
интегрируемость последовательности {𝐵−𝑝

𝑛 | ̃︀𝑋𝑛|𝑝}. Пусть 𝜇𝑛 — медиана 𝑋𝑛. Так
как

P{|𝑋𝑛 − 𝐴𝑛| > 𝐵𝑛} ∼ P{|𝒩 (0, 1)| > 1} 6 1

2
,

то при достаточно больших 𝑛 |𝜇𝑛 −𝐴𝑛| 6 𝐵𝑛. Отсюда с помощью (5) выводим

E{|𝑋𝑛−𝐴𝑛|𝑝, |𝑋𝑛−𝐴𝑛| > 𝑁𝐵𝑛} 6 2𝑝−1E{|𝑋𝑛−𝜇𝑛|𝑝+𝐵𝑝
𝑛, |𝑋𝑛−𝜇𝑛| > (𝑁−1)𝐵𝑛} 6

6 2𝑝E{| ̃︀𝑋𝑛|𝑝 +𝐵𝑝
𝑛, | ̃︀𝑋𝑛| > (𝑁 − 1)𝐵𝑛},

так что из равномерной интегрируемости последовательности {𝐵−𝑝
𝑛 | ̃︀𝑋𝑛|𝑝} сле-

дует равномерная интегрируемость {𝐵−𝑝
𝑛 |𝑋𝑛 − 𝐴𝑛|𝑝}, 1 6 𝑝 < 2. Тогда

E𝑋𝑛 − 𝐴𝑛

𝐵𝑛

→ 0,
E|𝑋𝑛 − E𝑋𝑛|𝑝

𝐵𝑝
𝑛

∼ E|𝑋𝑛 − 𝐴𝑛|𝑝

𝐵𝑝
𝑛

→ E|𝒩 (0, 1)|𝑝, 𝑛→ ∞,

то есть 𝐵𝑛 ∼ 𝑏𝑛(𝑝). Пусть 𝜇1 — медиана 𝑋1, а 𝑛 таково, что 𝜀𝐵𝑛 > |𝜇1|. Тогда
если |𝑋1−𝜇1| > 2𝜀𝐵𝑛−|𝜇1| > 𝜀𝐵𝑛, то |𝜇1|𝑝 < |𝑋1−𝜇1|𝑝, и из (15) и (5) выводим

𝑛𝑏−𝑝
𝑛 (𝑝)E{|𝑋1|𝑝, |𝑋1| > 2𝜀𝑏𝑛(𝑝)} 6 2𝑛𝐵−𝑝

𝑛 E{|𝑋1−𝜇1|𝑝+|𝜇1|𝑝, |𝑋1−𝜇1| > 2𝜀𝐵𝑛−|𝜇1|} 6

6 4𝑛𝐵−𝑝
𝑛 E{|𝑋1−𝜇1|𝑝, |𝑋1−𝜇1| > 𝜀𝐵𝑛} 6 8𝑛𝐵−𝑝

𝑛 E{|̃︀𝑌1|𝑝, |̃︀𝑌1| > 𝜀𝐵𝑛} → 0, 𝑛→ ∞,

то есть выполняется условие (Lp) и доказана импликация 𝑎) ⇒ 𝑏).
𝑐) ⇒ 𝑎). В силу (2) | ̃︀𝑋𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝑋𝑛(𝑥𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚)| 6

𝜀| ̃︀𝑋𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛)| +𝑁 , и, пользуясь леммой 5, получаем

P

{︃
| ̃︀𝑋𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝑋𝑛(𝑥𝑏𝑛+𝑚) − ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚)|

𝑏𝑛+𝑚

> 𝛿

}︃
6

6 P

{︃
𝜀| ̃︀𝑋𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚)| +𝑁

𝑏𝑛+𝑚

> 𝛿

}︃
6

2𝜀2̃︀𝜎2
𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚) + 2𝑁2

𝑏2𝑛+𝑚

= 𝑜𝜀(1) + 𝑜𝑛(1),

так что 𝑏−1
𝑛+𝑚( ̃︀𝑋𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚)− ̃︀𝑋𝑛(𝑥𝑏𝑛+𝑚)− ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚)) → 0 по вероятности

и ̃︀𝑋𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

𝑑∼
̃︀𝑋𝑛(𝑥𝑏𝑛+𝑚) + ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

. (22)
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𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞ можно выбрать столь медленно растущей, что

𝑏𝑛+𝑚+𝑟 ∼ 𝑏𝑛+𝑚, и 𝑏−1
𝑛+𝑚

̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑟(𝑥𝑏𝑛+𝑚) → 0, 𝑏−1
𝑛+𝑚

̃︀𝑋𝑛+𝑚+1,𝑛+𝑚+𝑟(𝑥𝑏𝑛+𝑚) → 0

по вероятности, и из (22) выводим̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

+
̃︀𝑋𝑛+𝑚+1,𝑛+𝑚+𝑟(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

𝑑∼
̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑚+𝑟(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

𝑑∼

𝑑∼
̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑟(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

+
̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

, 𝑛→ ∞, (23)

и из (22) и (23) следует̃︀𝑋𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

𝑑∼
̃︀𝑋𝑛(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

+
̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

. (24)

В силу (1) ⃒⃒⃒⃒
⃒E exp

{︃
𝑖𝑡
̃︀𝑋𝑛(𝑥𝑏𝑛+𝑚) + ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

}︃
−

−E exp

{︃
𝑖𝑡
̃︀𝑋𝑛(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

}︃
E exp

{︃
𝑖𝑡
̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 2𝜙

1
2 (𝑟) → 0, 𝑛→ ∞,

и из (24) и того, что ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟(𝑥𝑏𝑛+𝑚)
𝑑
= ̃︀𝑋𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚), получаем теперь̃︀𝑋𝑛+𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

𝑑∼
̃︀𝑋 ′
𝑛(𝑥𝑏𝑛+𝑚) + ̃︀𝑋 ′

𝑚(𝑥𝑏𝑛+𝑚)

𝑏𝑛+𝑚

. (25)

Обозначим
𝜂𝑗(𝑛) = (

√
2𝑏𝑛)−1 ̃︀𝑋(𝑗−1)𝑛+1,𝑗𝑛(𝑏𝑛𝑘), 𝑗 = 1, ..., 𝑘.

Если 𝑘 = 𝑘(𝑛) → ∞ достаточно медленно, то из (25) и леммы 6a) получаем

(
√

2𝑏𝑛𝑘)−1 ̃︀𝑋𝑘𝑛(𝑏𝑛𝑘)
𝑑∼ 𝜂′1(𝑛) + ...+ 𝜂′𝑘(𝑛)√

𝑘
, 𝑛→ ∞,

где 𝜂′1(𝑛), ..., 𝜂′𝑘(𝑛) независимы и 𝜂′𝑗(𝑛)
𝑑
= 𝜂𝑗(𝑛), 𝑗 = 1, ..., 𝑘,

𝑘∑︁
𝑗=1

D
(︂
𝜂′𝑗(𝑛)
√
𝑘

)︂
=
̃︀𝜎𝑛(𝑏𝑛)

2𝑏2𝑛
→ 1, 𝑛→ ∞.

В силу леммы 6, если 𝑘 = 𝑘(𝑛) → ∞ достаточно медленно, то

𝑏𝑛𝑘 ∼
√
𝑘𝑏𝑛, и последовательность {𝜂1(𝑛)} =

{︁
(
√

2𝑏𝑛)−2 ̃︀𝑋2
𝑛(𝑏𝑛𝑘)

}︁
равно-

мерно интегрируема. Отсюда следует, что для последовательности серий{︂
𝜂′𝑗(𝑛)
√
𝑘
, 𝑗 = 1, ..., 𝑘, 𝑛 = 1, 2, ...

}︂
выполняется условие Линдеберга

𝑘∑︁
𝑗=1

E

{︃(︂
𝜂′𝑗(𝑛)
√
𝑘

)︂2

,

⃒⃒⃒⃒
𝜂′𝑗(𝑛)
√
𝑘

⃒⃒⃒⃒
> 𝜀

}︃
= E

{︁
𝜂21(𝑛), |𝜂1(𝑛)| > 𝜀

√
𝑘
}︁
→ 0,
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так что ̃︀𝑋𝑘𝑛(𝑏𝑛𝑘)√
2𝑏𝑛𝑘

𝑑∼ 𝜂′1(𝑛) + ...+ 𝜂′𝑘(𝑛)√
𝑘

𝑑→ 𝒩 (0, 1).

Пусть теперь 𝑛𝑘 6 𝑚 6 (𝑛 + 1)𝑘. Из правильного изменения {𝑏𝑛} легко выво-
дится, что 𝑏𝑚 ∼ 𝑏𝑛𝑘, а из (25) —̃︀𝑋𝑚(𝑏𝑚)√

2𝑏𝑚

𝑑∼
̃︀𝑋 ′
𝑛𝑘(𝑏𝑚) + ̃︀𝑋 ′

𝑚−𝑛𝑘(𝑏𝑚)
√

2𝑏𝑛𝑘
.

Аналогично (20) легко показывается, что ̃︀𝜎2
𝑚−𝑛𝑘(𝑏𝑚) 6 2𝑏2𝑚−𝑛𝑘+𝑜(𝑏2𝑚), а {𝑏𝑛}, как

правильно меняющуюся функцию положительного порядка, без ограничения
общности, можно считать неубывающей [2, c.26], так что

P
{︁
| ̃︀𝑋𝑚−𝑛𝑘(𝑏𝑚)| > 𝜀𝑏𝑛𝑘

}︁
6
̃︀𝜎𝑚−𝑛𝑘(𝑏𝑚)

𝑏2𝑛𝑘
6

2𝑏2𝑛 + 𝑜(𝑏2𝑛𝑘)

𝑘𝑏2𝑛
→ 0, 𝑚→ ∞.

следовательно, ̃︀𝑋𝑚(𝑏𝑚)√
2𝑏𝑚

𝑑∼
̃︀𝑋𝑘𝑛(𝑏𝑛𝑘)√

2𝑏𝑛𝑘

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑚→ ∞.

Далее
P{ ̃︀𝑋𝑚(𝑏𝑚) ̸= ̃︀𝑋𝑚} 6 2𝑚P{|𝑋1| > 𝑏𝑚} → 0, 𝑚→ ∞,

поэтому ̃︀𝑋𝑚√
2𝑏𝑚

𝑑∼
̃︀𝑋𝑚(𝑏𝑚)√

2𝑏𝑛𝑘

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑚→ ∞.

Отсюда следует, что

𝑋𝑚 − E𝑋𝑚

𝑏𝑚

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑚→ ∞.

[10, лемма 1].

𝑎) ⇒ 𝑐). Пусть
𝑋𝑛 − 𝐴𝑛

𝐵𝑛

𝑑→ 𝒩 (0, 1). Из леммы 5 и доказательства 𝑎) ⇒ 𝑏)

следует, что 𝐵𝑛 ∼ 𝑏𝑛(𝑝), 1 6 𝑝 < 2, (
√

2𝑏𝑛(𝑝))−1 ̃︀𝑋𝑛
𝑑→ 𝒩 (0, 1) и выполняется

условие (Lp). Тогда

𝑛P{|𝑋1| > 𝜀𝑏𝑛(𝑝)} 6 𝑛(𝜀𝑏𝑛(𝑝))−𝑝E{|𝑋1|𝑝, |𝑋1| > 𝜀𝑏𝑛(𝑝)} → 0, 𝑛→ ∞ (26)

Далее P{ ̃︀𝑋𝑛 ̸= ̃︀𝑋𝑛(𝑏𝑛(𝑝))} 6 𝑛P{|𝑋1| > 𝜀𝑏𝑛(𝑝)}, так что

(
√

2𝑏𝑛(𝑝))−1 ̃︀𝑋𝑛(𝑏𝑛(𝑝))
𝑑→ 𝒩 (0, 1). (27)

В доказательстве 𝑎) ⇒ 𝑏) показана равномерная интегрируемость последо-
вательности {𝑏−𝑝

𝑛 (𝑝)| ̃︀𝑋𝑛|𝑝}, следовательно, таковой же является последова-
тельность {𝑏−𝑝

𝑛 (𝑝)| ̃︀𝑋𝑛(𝑝)|𝑝}, и из (27) следует
√

2𝑏𝑛(𝑝) ∼ ‖ ̃︀𝑋𝑛‖𝑝 6 ‖ ̃︀𝑋𝑛‖2 =√
2𝜎𝑛(𝑏𝑛(𝑝). Из определения 𝑏𝑛 выводим 𝑏𝑛 > 𝑏𝑛(𝑝), и из (26) вытекает теперь

(3). В силу 𝑐) ⇒ 𝑎)
𝑋𝑛 − E𝑋𝑛

𝑏𝑛

𝑑→ 𝒩 (0, 1) и из теоремы о сходимости типов [1,

c. 216] следует, что 𝑏𝑛 ∼ 𝐵𝑛 ∼ 𝑏𝑛(𝑝), 𝑛→ ∞. Теорема доказана.
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