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Пусть при каждом 𝑛 ∈ N определена вещественнозначная функция 𝑓(x) =
𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ D ⊆ R (то есть, определена последовательность
функций, но, чтобы не загромождать рассуждений, мы не будем подчёркивать
зависимость 𝑓 от 𝑛 какими-либо индексами и называть 𝑓 последовательно-
стью).

Будем предполагать, что 𝑓 удовлетворяет следующим условиям:
𝐴1. Симметричность: 𝑓(𝑥𝑖1 , ..., 𝑥𝑖𝑛) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) для любой перестанов-

ки {𝑖1, ..., 𝑖𝑛} множества {1, ..., 𝑛};
𝐴2. 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1, 0) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1);
𝐴3. Для любого 1 6 𝑘 6 𝑛 |𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)−𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘)| 6 𝑔(𝑥𝑘+1, , ..., 𝑥𝑛),

где функция 𝑔 удовлетворяет условиям 𝐴1, 𝐴2 и условию
𝐴′

3: |𝑔(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)− 𝑔(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘)| 6 𝑔(𝑥𝑘+1, , ..., 𝑥𝑛).
(Согласно сказанному выше 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑘, 0, ..., 0).)
Если функция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝐴1, 𝐴2 и 𝐴3, то будем говорить,

что 𝑓 удовлетворяет условиям 𝐴(𝑔), а если удовлетворяет условиям 𝐴1, 𝐴2 и
𝐴3, где 𝑔 = 𝑓 то говорим, что 𝑓 удовлетворяет условиям 𝐴(𝑓).

Из 𝐴3(𝑔) вытекает

|𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘)| 6 |𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘−1)|+ |𝑔(𝑥𝑘)| 6

6 |𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘−𝑙)|+ |𝑔(𝑥𝑘−𝑙+1)|+ ...+ |𝑔(𝑥𝑘)|, 1 6 𝑙 6 𝑘. (1)

Многочисленные примеры функций, удовлетворяющих условиям 𝐴(𝑔) и
𝐴(𝑓) приведены в [1].

Пусть {𝜉𝑛} = {𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} — стационарная в узком смысле последова-
тельность, 𝑏 > 0, 𝑛 = 1, 2, .... Будем обозначать

𝑋𝑘,𝑚(𝑏) = 𝑓

(︂
𝜉𝑘
𝑏
, ...,

𝜉𝑚
𝑏

)︂
, 𝑋𝑘(𝑏) = 𝑋1,𝑘(𝑏), 𝑋𝑘(𝑏) = max

16𝑗6𝑘
|𝑋𝑗(𝑏)|,
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𝑌𝑘,𝑚(𝑏) = 𝑔

(︂
𝜉𝑘
𝑏
, ...,

𝜉𝑚
𝑏

)︂
, 𝑌𝑘(𝑏) = 𝑌1,𝑘(𝑏), 𝑍𝑘(𝑏) = 𝑔

(︂
𝜉𝑘
𝑏

)︂
,

𝑋𝑘 = 𝑋𝑘(1), 𝑌𝑘 = 𝑌𝑘(1), 𝑍𝑘 = 𝑍𝑘(1), 𝑘, 𝑛,𝑚 ∈ N.

Пусть ℱ6𝑛 и ℱ>𝑛 − 𝜎 -алгебры, порождённые семействами {𝜉𝑖 : 𝑖 6 𝑛}
и {𝜉𝑖 : 𝑖 > 𝑛}. Говорят, что последовательность {𝜉𝑛} удовлетворяет условию
равномерно сильного перемешивания (𝜙-перемешивания) с коэффициентом
перемешивания 𝜙(𝑛), если

𝜙(𝑛) = sup

{︂
|P(𝐴𝐵)− P(𝐴)P(𝐵)|

P(𝐴)
: 𝐴 ∈ ℱ60, 𝐵 ∈ ℱ>𝑛

}︂
→ 0, 𝑛→∞.

Лемма 1. Пусть 𝜀 > 0, 𝑥 > 0 и 𝑘 6 𝑛, а функция 𝑓 удовлетворяет
условиям 𝐴. Если последовательность {𝑐𝑛} такова, что

max
16𝑗6𝑛

P{|𝑌𝑗(𝑐𝑛)| > 𝜀}+ 𝜙(𝑚) 6 𝛾 < 1,

то при любых 𝑥 > 0

P{𝑋𝑛(𝑐𝑛) > 2𝑥+ 𝜀} 6 1

1− 𝛾

(︂
P{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 𝑥}+ P

{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛)| >
𝑥

𝑚

}︂)︂
.

Доказательство. Пусть 𝐸𝑖 = {𝑋 𝑖−1(𝑐𝑛) < 2𝑥+ 𝜀 6 |𝑋𝑖(𝑐𝑛)|}, 𝑖 = 1, ..., 𝑛. Тогда

𝐸𝑖𝐸𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗,
𝑛⋃︀
𝑖=1

𝐸𝑖 = {𝑋𝑛(𝑐𝑛) > 2𝑥+ 𝜀}.

В силу свойства 𝐴3 и (1)

|𝑋𝑛(𝑐𝑛)−𝑋𝑘(𝑐𝑛)| 6
𝑘+𝑚∑︁
𝑗=𝑘+1

|𝑍𝑗(𝑐𝑛)|+ |𝑌𝑘+𝑚+1,𝑛(𝑐𝑛)|,

так что при 𝑘 +𝑚 6 𝑛

{|𝑋𝑘(𝑐𝑛)| > 2𝑥+ 𝜀, max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛)| <
𝑥

𝑚
, |𝑌𝑘+𝑚+1,𝑛(𝑐𝑛)| < 𝜀} ⊆ {|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 𝑥}

то есть

{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| < 𝑥} ⊆ {|𝑋𝑘(𝑐𝑛)| < 2𝑥+𝜀}∪{|𝑌𝑘+𝑚+1,𝑛(𝑐𝑛)| > 𝜀}∪
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛)| >
𝑥

𝑚

}︂
,

откуда

{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| < 𝑥,𝐸𝑘} ⊆ {|𝑌𝑘+𝑚+1,𝑛(𝑐𝑛)| > 𝜀, 𝐸𝑘} ∪
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛)| >
𝑥

𝑚
,𝐸𝑘

}︂
. (2)

С помощью (2) и условия 𝜙-перемешивания получаем

P{𝑋𝑛(𝑐𝑛) > 2𝑥+ 𝜀} 6 P{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 𝑥}+
𝑘∑︁
𝑘=1

P{|𝑋𝑘(𝑐𝑛)| < 𝑥, 𝐸𝑘} 6
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6 P{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 𝑥}+
𝑘∑︁
𝑘=1

P{|𝑌𝑘+𝑚+1,𝑛(𝑐𝑛)| > 𝜀, 𝐸𝑘}+ P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛)| >
𝑥

𝑚

}︂
6

6 P{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 𝑥}+
(︂
max
16𝑗6𝑛

P{|𝑌𝑗(𝑐𝑛)| > 𝜀}+ 𝜙(𝑚)

)︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

P{𝐸𝑘}+

+P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛)| >
𝑥

𝑚

}︂
6 P{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 𝑥}+ 𝛾P{𝑋𝑛(𝑐𝑛) > 2𝑥+ 𝜀}+

+P
{︂
max
16𝑘6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛)| >
𝑥

𝑚

}︂
.

откуда следует утверждение леммы. �

Лемма 2. Если последовательность {𝑐𝑛} и 𝑚 > 0 таковы,

max
16𝑗6𝑛

P{|𝑌𝑗(𝑐𝑛)| > 𝜀}+ 𝜙(𝑚) 6 𝛾 < 1,

то при любом 𝑥 > 0

P{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 3𝑥+ 2𝜀} 6 𝛾

1− 𝛾
P{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 𝑥}+ 1

1− 𝛾
P
{︂
max
16𝑘6𝑛

|𝑍𝑘(𝑐𝑛)| >
𝑥

𝑚

}︂
.

Доказательство. Пусть 𝐸𝑘 = {𝑋𝑘−1(𝑐𝑛) < 2𝑥+𝜀 6 |𝑋𝑘(𝑐𝑛)|}, 𝑘 = 1, ..., 𝑛. Тогда

𝐸𝑖𝐸𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗,
𝑛⋃︀
𝑘=1

𝐸𝑘 = {𝑋𝑛(𝑐𝑛) > 2𝑥+ 𝜀}. В силу свойства 𝐴3 и (1)

|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| 6 |𝑋𝑘−1(𝑐𝑛)|+
𝑘+𝑚∑︁
𝑗=𝑘

|𝑍𝑗(𝑐𝑛)|+ |𝑌𝑘+𝑚,𝑛(𝑐𝑛)|,

откуда следует{︂
|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 3𝑥+ 2𝜀, 𝐸𝑘, max

16𝑗6𝑛
|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| <

𝑥

𝑚

}︂
⊆ {𝐸𝑘, |𝑌𝑘+𝑚,𝑛(𝑐𝑛)| > 𝜀}. (3)

Аналогично выводится{︂
|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 3𝑥+ 2𝜀, max

16𝑗6𝑛
|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| <

𝑥

𝑚

}︂
⊆

⊆
{︂
𝑋𝑛−𝑚(𝑐𝑛) > 2𝑥+ 𝜀, max

16𝑗6𝑛
|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| <

𝑥

𝑚

}︂
,

следовательно {︂
|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 3𝑥+ 2𝜀, max

16𝑗6𝑛
|𝑍𝑗(𝑐𝑛)| <

𝑥

𝑚

}︂
=

=

{︂
|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 3𝑥+ 2𝜀, 𝑋𝑛−𝑚(𝑐𝑛) > 2𝑥+ 𝜀, max

16𝑗6𝑛
|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| <

𝑥

𝑚

}︂
. (4)
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С помощью (4) получаем P{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 3𝑥+ 2𝜀} 6

6 P
{︂
|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 3𝑥+ 2𝜀, max

16𝑗6𝑛
|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| <

𝑥

𝑚

}︂
+ P

{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| >
𝑥

𝑚

}︂
=

= P
{︂
|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 3𝑥+ 2𝜀,𝑋𝑛−𝑚(𝑐𝑛) > 2𝑥+ 𝜀, max

16𝑗6𝑛
|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| <

𝑥

𝑚

}︂
+

+P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| >
𝑥

𝑚

}︂
=

𝑛−𝑚∑︁
𝑘=1

P
{︂
|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 3𝑥+ 2𝜀, 𝐸𝑘, max

16𝑗6𝑛
|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| <

𝑥

𝑚

}︂
+

+P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| >
𝑥

𝑚

}︂
. (5)

Из соотношений (3), (5) и условия 𝜙-перемешивания следует

P{𝑋𝑛(𝑐𝑛) > 3𝑥+ 2𝜀} 6
𝑛−𝑚∑︁
𝑘=1

P{𝐸𝑘, |𝑌𝑘+𝑚,𝑛(𝑐𝑛)| > 𝜀}+ P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| >
𝑥

𝑚

}︂
6

6 P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| >
𝑥

𝑚

}︂
+

(︂
max
16𝑗6𝑛

P{|𝑌𝑗(𝑐𝑛)| > 𝜀}+ 𝜙(𝑚)

)︂ 𝑛−𝑚∑︁
𝑘=1

P{𝐸𝑘} =

6 𝜆P{𝑋𝑛(𝑐𝑛) > 2𝑥+ 𝜀}+ P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛))| >
𝑥

𝑚

}︂
.

Из этого соотношения с помощью Леммы 1 выводим утверждение леммы. �

Пусть последовательность {𝜉𝑛} удовлетворяет условию равномерно силь-

ного перемешивания 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉𝑖, E𝜉1 = 0, 𝜎2
𝑛 = E𝑆2

𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞.

К последовательности {𝜉𝑛} применима центральная предельная теорема тогда
и только тогда, когда последовательность {𝜎−2

𝑛 𝑆2
𝑛} равномерно интегрируема.

Существенный прогресс в предельных теоремах для последовательностей с
𝜙-перемешиванием достигнут М. Пелиград в [2] на основе доказательства того,
из равномерной интегрируемости {𝜎−2

𝑛 max
16𝑖6𝑛

𝜉2𝑖 } следует равномерная интегриру-

емость {𝜎−2
𝑛 𝑆2

𝑛}.
Получим здесь аналогичный результат, где вместо сумм 𝑆𝑛 участвуют функ-

ции 𝑓(𝜉1, ..., 𝜉𝑛), удовлетворяющие условиям 𝐴(𝑔).

Теорема 1. Пусть функция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝐴(𝑔),
𝐸|𝑍1(𝑐𝑛))|𝑝 <∞, а последовательность {𝑐𝑛} и 𝑚 > 0 таковы,

max
16𝑗6𝑛

P{|𝑌𝑗(𝑐𝑛)| > 𝜀}+ 𝜙(𝑚) 6 𝛾,
𝛾(3 + 2𝜀)𝑝

1− 𝛾
< 1.

Тогда из равномерной интегрируемости последовательности{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛))|𝑝
}︂

следует равномерная интегрируемость последова-

тельности {|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| 𝑝}.
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Доказательство. Если 𝐸|𝑍1(𝑐𝑛))|𝑝 <∞,то в силу (1) 𝐸|𝑋𝑛(𝑐𝑛))|𝑝 <∞. Имем

E{|𝜉|𝑝, |𝜉| > 𝑁} = −
∞∫︁
𝑁

𝑥𝑝 𝑑P{|𝜉| > 𝑥} = 𝑁𝑝P{|𝜉| > 𝑁}+ 𝑝

∞∫︁
𝑁

𝑥𝑝−1P{|𝜉| > 𝑥} 𝑑𝑥.

В силу леммы 2 при 𝑁 > 1

E{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)|𝑝, |𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > (3 + 2𝜀)𝑁} 6 (3 + 2𝜀)𝑝𝑁𝑝P{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 𝑁(3 + 2𝜀)}+

+𝑝(3 + 2𝜀)𝑝
∞∫︁
𝑁

𝑥𝑝−1P{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 3𝑥+ 2𝜀} 𝑑𝑥 6

6
𝛾(3 + 2𝜀)𝑝

1− 𝛾
E{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)|𝑝, |𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > 𝑁}+

+
𝑚𝑝(3 + 2𝜀)𝑝

(1− 𝛾)
E
{︂
max
16𝑘6𝑛

|𝑍𝑘(𝑐𝑛)|𝑝, | max
16𝑘6𝑛

|𝑍𝑘(𝑐𝑛)| >
𝑁

𝑚

}︂
. (6)

Пусть последовательность
{︂
max
16𝑘6𝑛

|𝑍𝑘(𝑐𝑛))|𝑝
}︂

равномерно интегрируема, то есть

lim
𝑁→∞

sup
𝑛>1

E
{︂
max
16𝑘6𝑛

|𝑍𝑘(𝑐𝑛)|𝑝, max
16𝑘6𝑛

|𝑍𝑘(𝑐𝑛)| > 𝑁

}︂
= 0

и пусть
𝑅 = lim

𝑁→∞
sup
𝑛>1

E {|𝑋𝑛(𝑐𝑛)|𝑝, |𝑋𝑘(𝑐𝑛)| > 𝑁} .

Из равномерной интегрируемости
{︂
max
16𝑘6𝑛

|𝑍𝑘(𝑐𝑛))|𝑝
}︂

следует

sup
𝑛>1

E max
16𝑘6𝑛

|𝑍𝑘(𝑐𝑛)|𝑝 <∞,

а из (6) при 𝑁 = 1, 𝜏 =
𝛾(3 + 2𝜀)𝑝

1− 𝛾
< 1

E|𝑋𝑛(𝑐𝑛)|𝑝 6 (3 + 2𝜀)𝑝 + E{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)|𝑝, |𝑋𝑛(𝑐𝑛)| > (3 + 2𝜀)} 6 (3 + 2𝜀)𝑝+

+𝜏E{|𝑋𝑛(𝑐𝑛)|𝑝}+
𝑚𝑝(3 + 2𝜀)𝑝

(1− 𝛾)
sup
𝑛>1

E max
16𝑘6𝑛

|𝑍𝑘(𝑐𝑛)|𝑝 <∞, (7)

так что 0 6 𝑅 < ∞, а из (6) вытекает 𝑅 6 𝜏𝑅, следовательно 𝑅 = 0 и
последовательность {|𝑋𝑛(𝑐𝑛)|𝑝} равномерно интегрируема. �

Покажем, как с помощью теоремы 2 можно получать оценки для моментов
величин 𝑋𝑛(𝑐𝑛). Пусть E|𝑍1(𝑐𝑛))|𝑝 <∞. Тогда в силу (6) и (7)

E|𝑋𝑛(𝑐𝑛)|𝑝 6 𝐴+𝐵 E max
16𝑘6𝑛

|𝑍𝑘(𝑐𝑛)|𝑝, (8)
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гле 𝐴 и 𝐵 не зависят от 𝑛, а если
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗(𝑐𝑛))|𝑝
}︂

равномерно интегрируема,

то sup
𝑛>1

E|𝑋𝑘(𝑐𝑛)|𝑝 <∞.

Будем говорить, что для функции 𝑓 выполнено условие 𝐴4, если при любом
𝜆 > 0

𝑓(𝜆𝑥1, ..., 𝜆𝑥𝑛) = 𝜆𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑛).

В большинстве примеров, приводимых в [1], функции 𝑓 удовлетворяют условию
𝐴4 (в том числе так называемые симметрические калибровочные функции).

Есди функция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝐴(𝑔) и 𝐴4, то из оценок (5) полу-
чаем следующий результат, обобщающий теорему 2 из [3] и лемму 18.5.1 из
[4].

Теорема 2. Пусть функция 𝑓 удовлетворяет условиям 𝐴1 − 𝐴4 и пусть
0 < 𝑞 < 𝑝, ‖𝑍1‖𝑝 = E1/𝑝|𝑍1|𝑝 <∞. Тогда

max
16𝑘6𝑛

‖𝑋𝑛‖𝑝 6 𝐴 max
16𝑘6𝑛

‖𝑌𝑛‖𝑞 +𝐵‖ max
16𝑘6𝑛

𝑍𝑘‖𝑝

где 𝐴 и 𝐵 не зависят от 𝑛.

Доказательство. Пусть 0 < 𝑞 < 𝑝, а 𝜀 > 0, 𝑚 > 0 и 𝛾 > 𝜙(𝑚) удовлетворяют
условиям теоремы 1. Обозначим 𝑐𝑛 = 𝑁 max

16𝑘6𝑛
‖𝑌𝑘‖𝑞, где 𝑁 > 0 таково, что

𝜙(𝑚) + max
16𝑘6𝑛

P{|𝑌𝑘| > 𝜀𝑐𝑛} 6 𝜙(𝑚) +
max
16𝑘6𝑛

E|𝑌𝑘|𝑞

𝜀𝑞𝑐𝑞𝑛
6 𝛾,

𝛾(3 + 2𝜀)𝑝

1− 𝛾
< 1.

Так так {𝑐𝑛} неубывающая последовательность, то при 𝑘 6 𝑛 и при любом
𝑥 > 0 из леммы 2 следует

P{|𝑋𝑘| > (3𝑥+ 2𝜀)𝑐𝑛} 6
𝛾

1− 𝛾
P{|𝑋𝑘| > 𝑥𝑐𝑛}+

1

1− 𝛾
P
{︂
max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑘| >
𝑥𝑐𝑛
𝑚

}︂
откуда аналогично (8) выводим

E|𝑋𝑘|𝑝 6 𝐴𝑐𝑝𝑛 +𝐵E max
16𝑗6𝑛

|𝑍𝑗|𝑝, 𝑘 6 𝑛 (9)

где 𝐴 > 0 и 𝐵 > 0 не зависят от 𝑛. Из последнего соотношения следует
утверждение теоремы. �

Пусть 𝑋𝑛 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉𝑖, 𝑝 > 2, E𝜉1 = 0, 𝜎2
𝑛 = E𝑋2

𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞. Тогда 𝜎𝑛

является правильно меняющейся последовательностью порядка 1/2 [4, теорема
18.2.3], которая при 𝑛 → ∞ эквивалентна некоторой неубывающей последова-
тельности [5, с. 26], так что max

16𝑘6𝑛
𝜎𝑘 ∼ 𝜎𝑛. Далее, при 𝑝 > 2

E max
16𝑘6𝑛

|𝜉𝑘|𝑝 6 𝑛E|𝜉1|𝑝 = 𝑜(𝜎𝑝𝑛),

и из теоремы 2 следует неравенство И.А. Ибрагимова (лемма 18.5.1 из [4]):
E|𝑋𝑛|𝑝 6 𝐶𝜎𝑝𝑛, где 𝐶 > 0 не зависит от 𝑛.
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