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Аннотация. В статье исследуется задача о собственных колебаниях двух-
слойных неоднородных прямолинейных стержней в упругой среде. Предпо-
лагается, что слои стержня изготовлены из различных неоднородно упру-
гих материалов и модули упругости материала слоев являются непрерыв-
ными функциями координат толщины и длины. При постановке задачи
предполагается, что гипотеза плоских сечений справедлива для всей тол-
щины элемента стержня и для упругого основания принимается модель
Винклера. В общем виде получены выражения для приращений усилий
и момента, а также определена обобщённая жёсткостная характеристика
стержня и получено уравнение движения стержня. При шарнирном закреп-
лении концов стержня полученное уравнение движения с переменными
коэффициентами решено методом Бубнова–Галеркина и найдена форму-
ла для определения частоты собственных колебаний стержня. Подробно
исследован случай, когда функции неоднородности материала слоев явля-
ются линейными функциями координат толщины и длины и произведены
численные расчёты.
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Введение

В научной литературе подробно изучены вопросы устойчивости и колебаний
таких элементов конструкций, как тонкостенные стержни, пластины и крышки
[1–3]. В этих исследованиях материалы конструкций обычно предполагаются
однородными и гибкими.

Однако во многих случаях слоистые стержневые конструкции изготавли-
ваются из композиционных материалов, подвергаются различным нагрузкам и
находятся в упругой среде.При изучении вопросов устойчивости и вибраций
таких конструкций необходимо использовать реальные физико-механические
характеристики. механические характеристики их материалов.

В представленной статье исследуется вопрос вибрации двухслойных стерж-
ней из различных неоднородных упругих материалов на упругом основании.
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Постановка задачи

Рассмотрим специфику поведения прямых двухслойных неоднородных
стержней постоянного сечения с двумя осями симметрии в упругой среде.

Система координат выбирается следующим образом:
𝑂𝑋 и 𝑂𝑌 — оси расположены в плоскости, разделяющей слои стержня; 𝑂𝑍

— ось направлена по толщине.
Предположим, что слои стержня рассчитаны из различных неоднородных

упругих материалов, а модули упругости материалов зависят от координат дли-
ны (𝑥) и толщины следующим образом:

𝐸1 = 𝐸10𝑓(𝑥)𝑓1(𝑧)

𝐸2 = 𝐸20𝑓(𝑥)𝑓2(𝑧) (1)

Здесь 𝐸10 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐸20 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 — модули упругости соответствующих од-
нородных материалов слоев; 𝑓(𝑥),𝑓1(𝑧),𝑓2(𝑧) — являются непрерывными функ-
циями соответствующих координат.

Соотношение между увеличением напряжения и деформации в каждом слое
выглядит следующим образом:

Δ𝜎1 = 𝐸10𝑓(𝑥)𝑓1(𝑧)Δ𝜀, 0 6 𝑧 6 ℎ1

Δ𝜎2 = 𝐸20𝑓(𝑥)𝑓2(𝑧)Δ𝜀, −ℎ2 6 𝑧 6 0 (2)

Здесь ℎ1, ℎ2 — толщины слоев.
Предположим, что принцип плоских сечений верен для всей толщины

стержня:

Δ𝜀 = 𝑙0 + 𝑧κ (3)

где 𝑙0 — дополнительная деформация оси стержня, κ — кривизна.
Приращения сил и моментов рассчитываются следующим образом:

Δ𝑃 =

∫︁ 0

−ℎ2
Δ𝜎2𝑏(𝑧)𝑑𝑧 +

∫︁ ℎ1

0

Δ𝜎1𝑏(𝑧)𝑑𝑧

Δ𝑀 =

∫︁ 0

−ℎ2
Δ𝜎2𝑏(𝑧)𝑧𝑑𝑧 +

∫︁ ℎ1

0

Δ𝜎1𝑏(𝑧)𝑧𝑑𝑧 (4)

где 𝑏(𝑧) — ширина поперечного сечения стержня.
Получим выражения (2), (3), записав их в (4):

Δ𝑃 = 𝐸20𝑓(𝑥)[𝜆0(𝛼
0
2 + 𝜆12𝛼

0
1) + κ(𝛼1

2 + 𝜆12𝛼
1
1)]

Δ𝑀 = 𝐸20𝑓(𝑥)[𝜆0(𝛼
1
2 + 𝜆12𝛼

1
1) + κ(𝛼2

2 + 𝜆12𝛼
2
1)] (5)

В этих формулах были сделаны следующие замены.

𝑎𝑖1 =

∫︁ ℎ1

0

𝑓1(𝑧)𝑏(𝑧)𝑧
𝑖𝑑𝑧
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𝑙12 = 𝐸10/𝐸20 (6)

𝑎𝑖2 =

∫︁ 0

−ℎ2
𝑓2(𝑧)𝑏(𝑧)𝑧

𝑖𝑑𝑧, (𝑖 = 0, 1, 2)

Уравнения движения стержней

Здесь, если принять модель Винклера с коэффициентом пласта 𝐶0 для упру-
гой среды, уравнения движения рассматриваемого стержня будут иметь следу-
ющий вид

Δ𝑃 = 0 (7)

𝜕2

𝜕𝑥2
(Δ𝑀) + 𝐶0𝑣 +𝑚

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
= 0 (8)

где 𝑣 — прогиб оси стержня, 𝑚 — полная масса на единицу длины.
Мы получаем (6), записывая также (7):

𝜆0 = −
𝛼1
2 + 𝜆12𝛼

1
1

𝛼0
2 + 𝜆12𝛼0

1

κ (9)

Учтём (9) и (5):

Δ𝑀 = 𝐾2𝐼𝑓(𝑥)κ (10)

Здесь произведены следующие замены:

𝐾2𝐼 = 𝐸20

{︂
𝛼2
2 + 𝜆12𝛼

2
1 −

(𝛼1
2 + 𝜆12𝛼

1
1)

2

𝛼0
2 + 𝜆12𝛼0

1

}︂
(11)

Запишем выражение (10) вместо уравнения (7):

𝐾2𝐼
𝜕2

𝜕𝑥2

[︂
𝑓(𝑥)

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2

]︂
+ 𝐶0𝑣 +𝑚

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
= 0 (12)

или

𝐾2𝐼

[︂
𝑓(𝑥)

𝜕4𝑣

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕𝑓𝜕3𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑓𝜕2𝑣

𝜕𝑥2𝜕𝑥2

]︂
+ 𝐶0𝑣 +𝑚

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
= 0 (13)

Двухслойные неоднородные стержни были получены в виде уравнения дви-
жения на упругом основании (13).

Метод решения проблемы

Для решения уравнения (13) необходимо привести очевидные выражения
входящих сюда неоднородных функций. Чтобы получить конкретные результа-
ты, рассмотрим следующий случай неоднородности
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𝑓(𝑥) = 1 + 𝑎
𝑥

𝑙

𝑓1(𝑧) = 1 + 𝛾1
𝑧

ℎ1
(14)

𝑓2(𝑧) = 1 + 𝛾2
𝑧

ℎ2

Рис. 1. Результаты расчётов

В этом случае уравнение колебаний (13) получается следующим образом:

𝐾2𝐼

[︂
(1 + 𝛼

𝑥

𝑙
)
𝜕4𝑣

𝜕𝑥4
+ 2

𝑎

𝑙

𝜕3𝑣

𝜕𝑥3

]︂
+ 𝐶0𝑣 +𝑚

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
= 0 (15)

Здесь 𝐾2𝐼 определяется по формуле (11).
Найдём решение этого уравнения в виде 𝑉 (𝑥, 𝑡) = 𝑉 (𝑥)𝐶𝑜𝑠𝜔𝑡:

𝐾2𝐼[(1 + 𝛼
𝑥

𝑙
)𝑉 𝐼𝑉 (𝑥) + 2

𝑎

𝑙
𝑉 𝐼𝐼𝐼(𝑥)] + (𝐶0 −𝑚𝜔2)𝑉 (𝑥) = 0 (16)

Если концы стержня закрепить шарнирами, принимая форму прогиба как:
𝑉 (𝑥) = 𝑉0𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑥
𝜆

, то для определения удельной частоты колебаний из (16) с
помощью метода Бубнова–Галеркина получим следующее выражение:

𝜔2 = 𝜔2
01 · 𝛾11(1 +

𝛼

2
) + 𝐶1

0 (17)

Здесь произведены следующие замены.
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𝜔2
01 = (

𝜋

𝑙
)4 · 𝐸20𝑏ℎ

3
2

𝑚
,

𝐶1
0 =

𝐶0

𝑚
(18)

𝜙1
1 =

{︃
1

3
− 𝛾2

4
+ 𝜆12𝛿

3
12

(︂
1

3
+
𝛾1
4

)︂
−
[︀
−1

2
− 𝛾2

3
+ 𝜆12𝛿

2
12

(︀
1
3
+ 𝛾1

3

)︀]︀2[︀
1− 𝛾2

2
+ 𝜆12𝛿12

(︀
1 + 𝛾1

2

)︀]︀ }︃

Результаты проведённых расчётов представлены на рисунке 1.
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FREE VIBRATION TWO-LAYER NONHOMOGENEOUS RODS IN ELASTIC
FOUNDATION
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Abstract. In this paper we study the problem of free vibrations of two-layer nonho-
mogeneous straight rods in elastic foundation. Considering that the layers of the rod
are made of different materials and nonhomogeneous elastic modulus of elasticity are
continuous functions of the coordinates of the thickness and length. For the elastic
foundation of linear model Vinkler is accepted and it is assumed that the hypothesis
of plane sections is valid for the entire thickness of the element of the rod In general,
increment of force and momentum and rigged characteristics are defined and obtained
motion of the rod equation. Hinged ends of the rod with variable coefficients formula
result are obtained by the Bubnov–Galerkin method and the formula for determining
the free vibration frequency of the rod. In this paper however of the inhomogeneity of
the material layers are linear functions of the coordinates of the thickness and length
deep investigated and made numerical calculations.

Keywords: two-layer rod, nonhomogeneous, the hypothesis of plane sections, elastic

foundation, free vibration, vibration frequency..
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