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Аннотация. Получены оценки для моментов и центральная предельная теоре-
ма для симметрических функций специального вида от величин из стационар-
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Рассматриваются симметрические функции, удовлетворяющие свойству, явля-
ющемуся своеобразным аналогом правильного изменения порядка 1 для функций
нескольких переменных. Получены неулучшаемые по порядку оценки моментов
таких функций от величин из последовательности с 𝜌-перемешиванием. Эти оценки
обобщают результаты М. Пелиград [1]. Для последовательностей с более жёстким
𝜙-перемешиванием аналоги таких оценок ранее были получены автором (в качестве
вспомогательных утверждений) в [2].

Пусть при каждом 𝑛 ∈ N определена вещественнозначная функция
𝑓(x) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ R (т. е. определена последовательность
функций, но, чтобы не загромождать рассуждений, мы не будем подчёркивать
зависимость 𝑓 от 𝑛 какими-либо индексами и называть 𝑓 последовательностью),
удовлетворяющая следующим условиям (см., например, [2]):

f1. 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑖1 , ..., 𝑥𝑖𝑛) для любых 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 ∈ R; для любой
перестановки {𝑖1, ..., 𝑖𝑛} множества {1, ..., 𝑛};

f2. 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1, 0) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1);
f3. 𝑓(−x) = −𝑓(x);
f4. 𝑓(x+ y) ∼ 𝑓(x) + 𝑓(y), если 𝜏(x,y) = |𝑓(x+ y)| + |𝑓(x)| +

+|𝑓(y)| → ∞ (т. е. хотя бы одно из слагаемых в 𝜏(x,y) стремится к бесконечности).
Эквивалентность в 𝑓3 понимается следующим образом: для любого 𝜀 > 0 найдётся
𝑁 = 𝑁(𝜀) > 0 такое, что если 𝜏(x,y) > 𝑁, то

|𝑓(x+ y)− 𝑓(x)− 𝑓(y)| ⩽ 𝜀|𝑓(x+ y)|. (1)

Свойство f4 – это и есть аналог правильного изменения порядка 1 для функций
нескольких переменных (см., например, лемму 1).

Простым переобозначением переменных (x′ = x+ y, y′ = −y) можно сделать,
чтобы в правой части (1) стояло 𝜀|𝑓(x)| так, что

|𝑓(x+ y)− 𝑓(x)− 𝑓(y)| ⩽ 𝜀|𝑓(x)|, |𝜏(x,y)| > 𝑁,
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а для любых x,y ∈ R𝑛

|𝑓(x+ y)− 𝑓(x)− 𝑓(y)| ⩽ 𝜀|𝑓(x)|+𝑁,

и отсюда следует, что для любых x1, ...xk ∈ R𝑛 имеет место

|𝑓(x1 + ...+ xk)− 𝑓(x1)− ...− 𝑓(xk)| ⩽ 𝜀(|𝑓(x1)|+ ...+ |𝑓(xk−1)|+(𝑘− 1)𝑁, (2)

|𝑓(x1 ± ...± xk)| ⩽ (1 + 𝜀)(|𝑓(x1)|+ ...+ |𝑓(xk)|+ (𝑘 − 1)𝑁. (3)
Следуя [3], назовём {𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} правильно меняющейся последовательно-

стью порядка 𝜌, если 𝑏[𝑥], 𝑥 > 0 является правильно меняющейся функцией порядка
𝜌, где [𝑥] – целая часть 𝑥.

Пусть {𝜉𝑛} = {𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...} – стационарная в узком смысле по-
следовательность и пусть ℱ⩽𝑛 и ℱ⩾𝑛 – 𝜎-алгебры, порождённые семействами
{𝜉𝑖 : 𝑖 ⩽ 𝑛} и {𝜉𝑖 : 𝑖 ⩾ 𝑛}, 𝐿⩽0 = {𝜉 : 𝜉 ℱ⩽0 − измерима, ‖𝜉‖2 =

√︀
E𝜉2 < ∞},

𝐿⩾𝑛 = {𝜂 : 𝜂 ℱ⩾𝑛 − измерима, ‖𝜂‖2 =
√︀

E𝜂2 < ∞}. Будем говорить, что
стационарная последовательность {𝜉𝑛} удовлетворяет условию 𝜌-перемешивания,
если

𝜌(𝑛) = sup

{︂
|E 𝜉𝜂 − E 𝜉E 𝜂|

‖𝜉‖2‖𝜂‖2
: 𝜉 ∈ 𝐿⩽0, 𝜂 ∈ 𝐿⩾𝑛

}︂
→ 0, 𝑛→ ∞

(см., например, [4]). Взяв в этом определении

𝜉 = 1(𝐴) =
{︃

1, 𝜔 ∈ 𝐴

0, 𝜔 ⊈ 𝐴
, 𝐴 ∈ ℱ⩽0, 𝜂 = 1(𝐵), 𝐵 ∈ ℱ⩾𝑛,

получим
|P{𝐴𝐵} − P{𝐴}P{𝐵}| ⩽ 𝜌(𝑛)

√︀
P{𝐴}P{𝐵}. (4)

Будем обозначать

𝑋𝑘,𝑚 = 𝑓 (𝜉𝑘, ..., 𝜉𝑚) , 𝑋𝑛 = 𝑋1,𝑛, 𝑋𝑛 = max
1⩽𝑘⩽𝑛

|𝑋𝑘|, 𝑘,𝑚, 𝑛 ∈ N,

̃︀𝜉𝑛 = 𝜉𝑛−𝜉′𝑛, где последовательности {𝜉𝑛} и {𝜉′𝑛} независимы и имеют одинаковые
конечномерные распределения. Последовательность {̃︀𝜉𝑛} удовлетворяет условию
𝜌-перемешивания с коэффициентом перемешивания ̃︀𝜌(𝑛) ⩽ 𝜌(𝑛) [5, Theorem 6.2].
Далее пусть ̃︀𝑋𝑘,𝑚 = 𝑓

(︁̃︀𝜉𝑘, ..., ̃︀𝜉𝑚)︁ , ̃︀𝑋𝑛 = ̃︀𝑋1,𝑛.

Нетрудно видеть, что ̃︀𝑋𝑘,𝑚 имеет симметричное распределение и, следовательно,
E ̃︀𝑋𝑘,𝑚 = 0.

Лемма 1. [6] {𝑐𝜌𝑛} является правильно меняющейся последовательностью по-
рядка 1 (а 𝑐𝑛 – правильно меняющейся последовательностью порядка 1/𝜌, 𝜌 > 0),
тогда и только тогда, когда

𝑐𝜌𝑛+𝑚 ∼ 𝑐𝜌𝑛 + 𝑐𝜌𝑚, 𝑛+𝑚→ ∞.
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Обозначение 𝑛 + 𝑚 → ∞ здесь понимается в следующем смысле: 𝑛 → ∞,
а𝑚 = 𝑚(𝑛) – произвольная последовательность натуральных чисел.

Лемма 2. Если {𝜉𝑛} удовлетворяет условию 𝜌-перемешивания, E𝑋2
𝑛 < ∞

и 𝜎2
𝑛 = D𝑋𝑛 → ∞, то {𝜎2

𝑛} является правильно меняющейся последовательно-
стью порядка 1.

Доказательство. Обозначим

̃︀𝜎2
𝑛 = D ̃︀𝑋𝑛 = ‖ ̃︀𝑋𝑛‖22, 𝑋 ′

𝑛 = 𝑓 (𝜉′1, ..., 𝜉
′
𝑛) , 𝐴𝑛 = E𝑋𝑛 = E𝑋 ′

𝑛.

В силу (1) и условия f3⃒⃒⃒ ̃︀𝑋𝑛 − (𝑋𝑛 − 𝐴𝑛) + (𝑋 ′
𝑛 − 𝐴𝑛)

⃒⃒⃒
⩽ 𝜀| ̃︀𝑋𝑛|+𝑁,

откуда
|̃︀𝜎𝑛 − ‖(𝑋𝑛 − 𝐴𝑛)− (𝑋 ′

𝑛 − 𝐴𝑛)‖2| ⩽ 𝜀̃︀𝜎𝑛 +𝑁, (5)
где 𝜀 можно сделать сколь угодно малым выбором 𝑁 . Далее

E [(𝑋𝑛 − 𝐴𝑛)− (𝑋 ′
𝑛 − 𝐴𝑛)]

2
= 2𝜎2

𝑛

и поскольку 𝜎2
𝑛 → ∞, из (5) следует теперь ̃︀𝜎𝑛(1 + 𝑜𝜀(1)) =

√
2(1 + 𝑜𝑛(1))𝜎𝑛, т. е.̃︀𝜎2

𝑛 ∼ 2𝜎2
𝑛, 𝑛→ ∞.

Пусть𝑚 = 𝑚(𝑛), 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞. В силу (2)⃒⃒⃒ ̃︀𝑋𝑛+𝑚 − ̃︀𝑋𝑛 − ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

⃒⃒⃒
⩽
⃒⃒⃒ ̃︀𝑋𝑛+𝑚+𝑟 − ̃︀𝑋𝑛 − ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑟 − ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

⃒⃒⃒
+

+
⃒⃒⃒ ̃︀𝑋𝑛+𝑚+𝑟 − ̃︀𝑋𝑛+𝑚

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒ ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑟

⃒⃒⃒
⩽ 𝜀

(︁⃒⃒⃒ ̃︀𝑋𝑛

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒ ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑟

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒ ̃︀𝑋𝑛+𝑚

⃒⃒⃒)︁
+
⃒⃒⃒ ̃︀𝑋𝑛+1,𝑛+𝑟

⃒⃒⃒
+3𝑁.

Отсюда ⃒⃒⃒̃︀𝜎𝑛+𝑚 −
⃦⃦⃦ ̃︀𝑋𝑛 − ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

⃦⃦⃦
2

⃒⃒⃒
⩽ 𝜀 (̃︀𝜎𝑛 + ̃︀𝜎𝑟 + ̃︀𝜎𝑛+𝑚) + ̃︀𝜎𝑟 + 3𝑁. (6)

Далее из определения 𝜌(𝑛) выводим⃒⃒⃒⃒⃦⃦⃦ ̃︀𝑋𝑛 − ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

⃦⃦⃦2
2
− ̃︀𝜎2

𝑛 − ̃︀𝜎2
𝑚

⃒⃒⃒⃒
⩽ 2

⃒⃒⃒
E ̃︀𝑋𝑛

̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

⃒⃒⃒
⩽

⩽ 2𝜌(𝑟)̃︀𝜎𝑛̃︀𝜎𝑚 ⩽ 𝜌(𝑟)(̃︀𝜎2
𝑛 + ̃︀𝜎2

𝑚),

и так как 𝜌(𝑟) → 0, 𝑛→ ∞, отсюда следует⃦⃦⃦ ̃︀𝑋𝑛 − ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

⃦⃦⃦
2
=
√︀̃︀𝜎2

𝑛 + ̃︀𝜎2
𝑚(1 + 𝑜𝑛(1)).

Выбрав последовательность 𝑟(𝑛) растущей столь медленно, что ̃︀𝜎𝑟 = 𝑜(̃︀𝜎𝑛),
с помощью (6) получим

̃︀𝜎𝑛+𝑚(1 + 𝑜𝜀(1)) =
√︀̃︀𝜎2

𝑛 + ̃︀𝜎2
𝑚(1 + 𝑜𝑛(1) + 𝑜𝜀(1)),

т. е. ̃︀𝜎2
𝑛+𝑚 ∼ ̃︀𝜎2

𝑛 + ̃︀𝜎2
𝑚, 𝑛 → ∞ при любой последовательности 𝑚 = 𝑚(𝑛).

В силу леммы 1 {̃︀𝜎2
𝑛} является правильно меняющейся последовательностью по-

рядка 1, а так как ̃︀𝜎2
𝑛 ∼ 2𝜎2

𝑛, то таковой же является и {𝜎2
𝑛}. ■
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Следующие две леммы – это обобщение соответствующих неравенств
М. Пелиград из [1].

Лемма 3. Пусть {𝜉𝑛} – стационарная последовательность и пусть при неко-
торых натуральных 𝑛 и 𝑟 таких,что 𝑙 = [𝑛/𝑟] ⩾ 2 и 𝑎𝑛 > 0, выполняется

max
1⩽𝑙⩽𝑛

P{|𝑋𝑙| > 𝑎𝑛}+
√︀
𝑛/𝑟𝜌(𝑟) ⩽ 𝛾 < 1, 2𝑁 ⩽ (1− 9𝜀)𝑎𝑛, (7)

где 𝜀 > 0 и 𝑁 > 0 из условия (3). Тогда при любом 𝑥 ⩾ 𝑎𝑛

P{𝑋𝑛 ⩾ 10𝑥} ⩽
1

1− 𝛾

(︂
2 max
2𝑟⩽𝑖⩽𝑛

P{|𝑋𝑖| > 4𝑥}+ 𝑙P
{︀
𝑋2𝑟 > 𝑥

}︀)︂
.

Доказательство. Пусть 𝐸𝑖(𝑥) = {𝑋 𝑖−1 ⩽ 𝑥, |𝑋𝑖| > 𝑥}, 𝑖 = 1, 2, .... Тогда
𝐸𝑖(𝑥)𝐸𝑗(𝑥) = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗,

𝑛⋃︀
𝑖=1

𝐸𝑖(𝑥) = {𝑋𝑛 > 𝑥}.

В силу (3)

|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑛| ⩾
1

1 + 𝜀
|𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗| − |𝑋𝑛| − |𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗+1,(𝑖+1)𝑟−1| −

2𝑁

1 + 𝜀
,

1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑙 − 1, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑟, откуда с помощью (7) получаем

P{𝑋𝑛 ⩾ 10𝑥} ⩽ P{|𝑋𝑛| > 4𝑥}+ P
{︃

𝑛−1⋃︁
𝑖=1

(𝐸𝑖(10𝑥), |𝑋𝑛| ⩽ 4𝑥)

}︃
⩽

⩽ P{|𝑋𝑛| > 4𝑥}+
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

(︀
𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(10𝑥), |𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑛| ⩾ 4𝑥

)︀}︃
+

+
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

(︀
𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(10𝑥), |𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗+1,(𝑖+1)𝑟−1| ⩾ 𝑥

)︀}︃
+

+
𝑛∑︁

𝑖=(𝑙−1)𝑟+1

P {𝐸𝑖(10𝑥), |𝑋𝑖+1,𝑛| ⩾ 6𝑥} ⩽ P{|𝑋𝑛| > 4𝑥}+

+
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(10𝑥)

}︃
P
{︀
|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑛| ⩾ 4𝑥

}︀
+

+𝜌(𝑟)
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P1/2

{︃
𝑟⋃︁

𝑗=1

𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(10𝑥)

}︃
P1/2

{︀
|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑛| ⩾ 4𝑥

}︀
+

+
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P
{︂
max
1⩽𝑗⩽𝑟

|𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗+1,(𝑖+1)𝑟−1| ⩾ 𝑥

}︂
+ P

{︂
max

(𝑙−1)𝑟+1⩽𝑖⩽𝑛
|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑛| ⩾ 𝑥

}︂
. (8)
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Обозначим 𝑅𝑛(𝑥) = max
2𝑟⩽𝑙⩽𝑛

P{|𝑋𝑙,𝑛| > 𝑥} = max
2𝑟⩽𝑙⩽𝑛

P{|𝑋𝑛−𝑙+1| > 𝑥},

𝑆𝑚(𝑥) = P
{︀
𝑋𝑚 > 𝑥

}︀
. Нетрудно видеть, что

𝑙−1∑︁
𝑖=1

P1/2

{︃
𝑟⋃︁

𝑗=1

𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(10𝑥)

}︃
P1/2

{︀
|𝑋(𝑖+1)𝑟+1,𝑛| ⩾ 4𝑥

}︀
⩽

⩽

⎯⎸⎸⎷(𝑙 − 1)
𝑙−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(10𝑥)

}︃
P
{︀
|𝑋(𝑖+1)𝑟+1,𝑛| ⩾ 4𝑥

}︀
⩽

⩽
√︀

(𝑙 − 1)𝑅𝑛(4𝑥)𝑆𝑛(10𝑥) ⩽
√
𝑙 − 1

(︂
𝑆𝑛(10𝑥) +

1

4
𝑅𝑛(4𝑥)

)︂
(9)

(в последнем переходе использовалось элементарное неравенство
𝑥𝑦 ⩽ 𝑥2 + 𝑦2/4.) Из (8) и (9) следует теперь

𝑆𝑛(10𝑥) ⩽ 𝑅𝑛(4𝑥) +𝑅𝑛(4𝑥)𝑆𝑛(10𝑥) + 𝜌(𝑟)
√︀
𝑛/𝑟

(︂
𝑆𝑛(10𝑥) +

1

4
𝑅𝑛(4𝑥)

)︂
+

+𝑙𝑆2𝑟(𝑥) ⩽ 𝛾𝑆𝑛(10𝑥) + 2𝑅𝑛(4𝑥) + 𝑙𝑆2𝑟(𝑥),

откуда следует утверждение леммы. ■

Лемма 4. В условиях леммы 1

P
{︀
𝑋𝑛 > 10𝑥

}︀
⩽

2𝛾

1− 𝛾
P
{︀
𝑋𝑛 > 𝑥

}︀
+

2

1− 𝛾
P
{︀
𝑋2𝑟 > 𝑥

}︀
.

Доказательство. Пусть 𝑘 = [𝑚/𝑟] ⩾ 2, 𝐸𝑖(𝑥), 𝑆𝑛(𝑥), 𝑅𝑛(𝑥) определены так же,
как в лемме 1. В силу (3)

|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑚| ⩾
|𝑋𝑚|
1 + 𝜀

−|𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗,(𝑖+1)𝑟−1|−|𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗−1|−
2𝑁

1 + 𝜀
, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘−1, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑟.

Аналогично (8) получаем

P{|𝑋𝑚| > 4𝑥} = P{|𝑋𝑚| > 4𝑥,𝑋𝑚 > 𝑥} ⩽

⩽
𝑘−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

(︀
𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(𝑥), |𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑚| ⩾ 𝑥

)︀}︃
+

+
𝑘−1∑︁
𝑖=1

P
{︃

𝑟⋃︁
𝑗=1

(︀
𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(𝑥), |𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗,(𝑖+1)𝑟−1| ⩾ 𝑥

)︀}︃
+

+
𝑚∑︁

𝑖=(𝑘−1)𝑟+1

P {𝐸𝑖(𝑥), |𝑋𝑖,𝑚| ⩾ 3𝑥} ⩽ 𝑆𝑚(𝑥)𝑅𝑚(𝑥)+

+𝜌(𝑟)
𝑘−1∑︁
𝑖=1

P1/2

{︃
𝑟⋃︁

𝑗=1

𝐸(𝑖−1)𝑟+𝑗(𝑥)

}︃
P1/2

{︀
|𝑋(𝑖+1)𝑟,𝑚| ⩾ 𝑥

}︀
+
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+
𝑘−1∑︁
𝑖=1

P
{︂
max
1⩽𝑗⩽𝑟

|𝑋(𝑖−1)𝑟+𝑗+,(𝑖+1)𝑟−1| ⩾ 𝑥

}︂
+ P

{︂
max

(𝑘−1)𝑟+1⩽𝑖⩽𝑚
|𝑋𝑖,𝑚| ⩾ 𝑥

}︂
⩽

⩽ 𝑆𝑚(𝑥)𝑅𝑚(𝑥) + 𝜌(𝑟)
√︀
(𝑘 − 1)𝑆𝑚(𝑥)𝑅𝑚(𝑥) + 𝑘𝑆2𝑟(𝑥).

Так как 𝑅𝑚(𝑥) ⩽ 𝑆𝑚(𝑥), отсюда следует

𝑅𝑛(4𝑥) ⩽ 𝛾𝑆𝑛(𝑥) + 𝑙𝑆2𝑟(𝑥),

и с помощью леммы 1 получаем теперь

𝑆𝑛(10𝑥) ⩽
𝛾

1− 𝛾
(2𝑅𝑛(4𝑥) + 𝑙𝑆2𝑟(𝑥)) ⩽

2𝛾

1− 𝛾
𝑆𝑛(𝑥) +

2

1− 𝛾
𝑆2𝑟(𝑥).

■

Теорема 1. Если {𝜉𝑛} удовлетворяет условию 𝜌-перемешивания,

𝛿 =
2𝛾(10)𝑝

1− 𝛾
< 1, 𝑝 > 1,

𝑛

𝑟

(︂
𝑎𝑟
𝑎𝑛

)︂𝑝

→ 0, 𝑛→ ∞. (10)

Тогда sup
𝑛⩾1

𝑎−𝑝
𝑛 E𝑋 𝑝

𝑛 <∞.

Доказательство. Имеем

E{|𝜉|𝑝, |𝜉| ⩾ 𝑎𝑛} = −
∞∫︁

𝑎𝑛

𝑥𝑝 𝑑P{|𝜉| ⩾ 𝑥} = 𝑎𝑝𝑛P{|𝜉| ⩾ 𝑎𝑛}+ 𝑝

∞∫︁
𝑎𝑛

𝑥𝑝−1P{|𝜉| ⩾ 𝑥} 𝑑𝑥.

Пусть 𝑎𝑛 ⩾ 1 удовлетворяет условиям (7). С помощью леммы 4 получаем отсюда

E{𝑋 𝑝

𝑛 , 𝑋𝑛 ⩾ 10𝑎𝑛} ⩽ (10𝑎𝑛)
𝑝 P{𝑋𝑛 ⩾ 10𝑎𝑛}+ 𝑝(10)𝑝

∞∫︁
𝑎𝑛

𝑥𝑝−1P{𝑋𝑛 ⩾ 10𝑥} 𝑑𝑥 ⩽

⩽
2𝛾(10)𝑝

1− 𝛾
𝑎𝑝𝑛 P{𝑋𝑛 ⩾ 𝑎𝑛}+

2𝑙(10)𝑝

1− 𝛾
𝑎𝑝𝑛 P{𝑋2𝑟 ⩾ 𝑎𝑛}+

+
2𝑝𝛾(10)𝑝

1− 𝛾

∞∫︁
𝑎𝑛

𝑥𝑝−1P{𝑋𝑛 ⩾ 𝑥} 𝑑𝑥+ 2𝑙𝑝(10)𝑝

1− 𝛾

∞∫︁
𝑎𝑛

𝑥𝑝−1P{𝑋2𝑟 ⩾ 𝑥} 𝑑𝑥 =

⩽
2𝛾(10)𝑝

1− 𝛾
E{𝑋 𝑝

𝑛 , 𝑋𝑛 ⩾ 𝑎𝑛}+
2𝑙(10)𝑝

1− 𝛾
E{𝑋 𝑝

2𝑟, 𝑋2𝑟 ⩾ 𝑎𝑛}.

Отсюда
E𝑋 𝑝

𝑛 ⩽ (10𝑎𝑛)
𝑝 + 𝛿E𝑋 𝑝

𝑛 +
2𝑙(10)𝑝

1− 𝛾
E𝑋 𝑝

2𝑟,

E𝑋 𝑝

𝑛 ⩽
(10𝑎𝑛)

𝑝

1− 𝛿
+

2𝑙(10)𝑝

(1− 𝛾)(1− 𝛿)
E𝑋 𝑝

2𝑟.



Математические структуры и моделирование. 2024. №4 (72) 11

Обозначим
𝐷𝑛 = E

(︂
𝑋𝑛

𝑎𝑛

)︂𝑝

, 𝐴 =
(10)𝑝

1− 𝛿
, 𝐶 =

2(10)𝑝

(1− 𝛾)(1− 𝛿)
.

Последнее неравенство принимает вид

𝐷𝑛 ⩽ 𝐴+ 𝐶
𝑛

𝑟

(︂
𝑎2𝑟
𝑎𝑛

)︂𝑝

𝐷2𝑟, 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞, 2𝑟 < 𝑛.

По условию при достаточно больших 𝑛

𝐶
𝑛

2𝑟

(︂
𝑎2𝑟
𝑎𝑛

)︂𝑝

< 𝜀 < 1,

так что
𝐷𝑛 ⩽ 𝐴+ 𝜀𝐷2𝑟. (11)

Если lim sup
𝑛→∞

𝐷𝑛 = ∞, то найдётся подпоследовательность 𝑛𝑘 → ∞ такая, что𝐷𝑛𝑘
=

= max
𝑛⩽𝑛𝑘

𝐷𝑛 → ∞, и тогда, поскольку 2𝑟𝑘 = 2𝑟(𝑛𝑘) < 𝑛𝑘, то в силу (11)

𝐷𝑛𝑘
⩽ 𝐴+ 𝜀𝐷2𝑟𝑘 ⩽ 𝐴+ 𝜀𝐷𝑛𝑘

, т. е. 𝐷𝑛𝑘
⩽

𝐴

1− 𝜀
.

Полученное противоречие означает, что lim sup
𝑛→∞

𝐷𝑛 <∞. Теорема доказана. ■

Следствие 1. Если {𝜉𝑛} удовлетворяет условию 𝜌-перемешивания,
E𝑋𝑛 = 0, 𝜎2

𝑛 = D𝑋𝑛 → ∞, E|𝑋𝑛| 𝑝 <∞, 𝑝 > 2, тогда sup
𝑛⩾1

𝜎−𝑝
𝑛 E𝑋 𝑝

𝑛 <∞.

Доказательство. В силу леммы 2 {𝜎𝑛} является правильно меняющейся после-
довательностью порядка 1/2, поэтому {𝜎𝑛} эквивалентна некоторой неубывающей
последовательности [3, с. 26] так, что max

1⩽𝑘⩽𝑛
𝜎𝑘 ∼ 𝜎𝑛 и

max
1⩽𝑘⩽𝑛

P{|𝑋𝑘| > 𝑁𝜎𝑛} ⩽
max
1⩽𝑘⩽𝑛

𝜎𝑘

𝑁2𝜎2
𝑛

= 𝑜𝑁(1).

Следовательно, в качестве 𝑎𝑛 в леммах 3 и 4 можно взять𝑁𝜎𝑛, где𝑁 > 0 достаточно
велико. Далее, в (3) 𝑘 = 𝑛/2𝑟 → ∞ (2𝑟 = 𝑚) можно сделать растущей столь
медленно, что 𝑎𝑘𝑚

𝑎𝑚
∼ 𝑘1/2,𝑚→ ∞, Тогда если в (10) 𝑝 > 2,

𝑛

2𝑟

(︂
𝑎2𝑟
𝑎𝑛

)︂𝑝

= 𝑘

(︂
𝑎𝑚
𝑎𝑘𝑚

)︂𝑝

∼ 𝑘1−𝑝/2 → 0, 𝑛→ ∞.

Из теоремы 1 следует теперь утверждение следствия. При этом, так как E |𝑋𝑛|𝑝 ⩾
⩾ 𝜎𝑝

𝑛, то полученное неравенство неулучшаемо по порядку. ■

Следствие 2. Если {𝜉𝑛} удовлетворяет условию 𝜌-перемешивания,
𝜎2
𝑛 = D𝑋𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞, E|𝑋𝑛| 𝑝 < ∞, 𝑝 > 2, тогда E|𝑋𝑛 − 𝐴𝑛| 𝑝 < 𝐶𝜎𝑝

𝑛,
где 𝐶 > 0 не зависит от 𝑛.



12 А.Г. Гринь. О центральной предельной теореме...

Доказательство. Обозначим через 𝜇𝑛 медиану величины 𝑋𝑛. Тогда |𝜇𝑛 − 𝐴𝑛| ⩽
⩽

√
2𝜎𝑛 [7, c. 258] и E|𝑋𝑛 − 𝜇𝑛| 𝑝 ⩽ 2E|𝑋𝑛 −𝑋 ′

𝑛| 𝑝 [7, c. 259]. Имеем

‖𝑋𝑛 − 𝐴𝑛‖𝑝 ⩽ ‖𝑋𝑛 − 𝜇𝑛‖𝑝 + |𝜇𝑛 − 𝐴𝑛| ⩽ 21/𝑝‖𝑋𝑛 −𝑋 ′
𝑛‖𝑝 +

√
2𝜎𝑛. (12)

Аналогично (5) с помощью следствия 1 получаем

‖𝑋𝑛 −𝑋 ′
𝑛‖𝑝 ⩽ (1 + 𝜀)‖ ̃︀𝑋𝑛‖𝑝 +𝑁 ⩽ 𝐶1̃︀𝜎𝑛 +𝑁 (𝐶1 не зависит от 𝑛),

и так как ̃︀𝜎𝑛 ∼
√
2𝜎𝑛 → ∞, то из (12) следует теперь утверждение следствия. ■

В случае когда 𝑋𝑛 = 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜉𝑖 утверждение следствия 1 (даже несколько
более общее) доказано в [1], которое, в свою очередь, обобщает неравенство
И.А. Ибрагимова (лемма 18.5.1 из [4]): E|𝑆𝑛|𝑝 ⩽ 𝐶𝜎𝑝

𝑛, где 𝐶 > 0 не зави-
сит от 𝑛, доказанное в предположении, что {𝜉𝑛} удовлетворяет более жёсткому,
чем 𝜌-перемешивание, условию 𝜙-перемешивания.

Будем писать 𝜉 𝑑
= 𝜂, 𝜉𝑛

𝑑→ 𝜂 и 𝜉𝑛
𝑑∼ 𝜂𝑛 в случаях, когда, соответственно,

распределения 𝜉 и 𝜂 совпадают, {𝜉𝑛} сходится к 𝜂 по распределению и когда
последовательности {𝜉𝑛} и {𝜂𝑛} слабо эквивалентны (см., например, [7, § 28.1]).
Слабая эквивалентность равносильна поточечной сходимости разности характери-
стических функций величин {𝜉𝑛} и {𝜂𝑛} к нулю при 𝑛→ ∞ [7, с. 393].

Обозначим серез 𝒩 (0, 1) случайную величину, имеющую нормальное распре-
деление с параметрами 0 и 1. Будем говорить, что к последовательности {𝑋𝑛}
применима центральная предельная теорема, если 𝜎−1

𝑛 (𝑋𝑛 − 𝐴𝑛)
𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛 →

∞.
Скажем, что последовательность {𝜉𝑛} удовлетворяет условию (Rf), если

𝑋𝑛+𝑚

𝜎𝑛+𝑚

𝑑∼ 𝑋 ′
𝑛

𝜎𝑛+𝑚

+
𝑋 ′

𝑚

𝜎𝑛+𝑚

, 𝑛+𝑚→ ∞, (Rf)

где𝑋𝑛 и𝑋 ′
𝑛 независимы и одинаково распределены. Ясно, что условие (Rf) можно

записать так:

E exp{𝑖𝑡𝜎−1
𝑛+𝑚𝑋𝑛+𝑚} − E exp{𝑖𝑡𝜎−1

𝑛+𝑚𝑋𝑛} · E exp{𝑖𝑡𝜎−1
𝑛+𝑚𝑋𝑚} → 0, 𝑛+𝑚→ ∞.

Если 𝜎𝑛 является правильно меняющейся последовательностью порядка 1/2 и
𝜎−1
𝑛+𝑚 (𝐴𝑛 + 𝐴𝑚 − 𝐴𝑛+𝑚) → 0, 𝑛 + 𝑚 → ∞, то будем говорить, что выполнены

условия нормировки (N).
В [8] показано, что для того, чтобы к последовательности {𝑋𝑛} была приме-

нима центральная предельная теорема и выполнялись условия нормировки (N),
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (Rf) и последовательность
{𝜎−2

𝑛 (𝑋𝑛 − 𝐴𝑛)
2} была равномерно интегрируема.

Теорема 2. Пусть {𝜉𝑛} удовлетворяет условию 𝜌-перемешивания,
𝜎2
𝑛 = D𝑋𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞, E|𝑋𝑛| 𝑝 < ∞, 𝑝 > 2. Тогда к последовательности {𝑋𝑛}

применима центральная предельная теорема.
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Доказательство. Пусть 𝑚 = 𝑚(𝑛), 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞. Из (2) аналогично (6)
выводится⃦⃦⃦ ̃︀𝑋𝑛+𝑚 − ̃︀𝑋𝑛 − ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟

⃦⃦⃦
2
⩽ 𝜀 (̃︀𝜎𝑛 + ̃︀𝜎𝑟 + ̃︀𝜎𝑛+𝑚) + ̃︀𝜎𝑟 + 3𝑁, (13)

где 𝜀 > 0 можно сделать сколь угодно малым выбором 𝑁 . Правильно меняющуюся
последовательность положительного порядка {̃︀𝜎𝑛} без ограничения общности мож-
но считать неубывающей [3, с. 26] так, что если 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞ растет достаточно
медленно, то

𝜀 (̃︀𝜎𝑛 + ̃︀𝜎𝑟 + ̃︀𝜎𝑛+𝑚) + ̃︀𝜎𝑟 + 3𝑁̃︀𝜎𝑛+𝑚

⩽ 2𝜀+ 𝑜𝑛(1),

и из (13) теперь следует̃︀𝑋𝑛+𝑚̃︀𝜎𝑛+𝑚

𝑑∼
̃︀𝑋𝑛̃︀𝜎𝑛+𝑚

+
̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟̃︀𝜎𝑛+𝑚

, 𝑛→ ∞. (14)

Далее⃒⃒⃒⃒
⃒E exp

{︃
𝑖𝑡
̃︀𝑋𝑛 + ̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟̃︀𝜎𝑛+𝑚

}︃
− E exp

{︃
𝑖𝑡
̃︀𝑋𝑛̃︀𝜎𝑛+𝑚

}︃
· E exp

{︃
𝑖𝑡
̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟̃︀𝜎𝑛+𝑚

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽

⩽ 𝜌(𝑟) → 0, 𝑛→ ∞. Это означает, что̃︀𝑋𝑛̃︀𝜎𝑛+𝑚

+
̃︀𝑋𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟̃︀𝜎𝑛+𝑚

𝑑∼
̃︀𝑋 ′
𝑛̃︀𝜎𝑛+𝑚

+
̃︀𝑋 ′
𝑛+𝑟+1,𝑛+𝑚+𝑟̃︀𝜎𝑛+𝑚

𝑑
=

̃︀𝑋 ′
𝑛̃︀𝜎𝑛+𝑚

+
̃︀𝑋 ′
𝑚̃︀𝜎𝑛+𝑚

.

Вместе с (14) это означает, что для последовательности { ̃︀𝑋𝑛} выполняется условие
(Rf).

Далее в силу следствия 1

̃︀𝜎−2
𝑛 E

{︁ ̃︀𝑋2
𝑛, | ̃︀𝑋𝑛| ⩾ 𝑁̃︀𝜎𝑛}︁ ⩽

E| ̃︀𝑋𝑛|𝑝

𝑁𝑝−2̃︀𝜎𝑝
𝑛
= 𝑜𝑁(1),

т. е. последовательность
{︁̃︀𝜎−2

𝑛
̃︀𝑋2
𝑛

}︁
равномерно интегрируема. Теперь из [8] следует,

что к последовательности { ̃︀𝑋2
𝑛} применима центральная предельная теорема.

В силу (1) и условия f3 ⃒⃒⃒ ̃︀𝑋𝑛 −𝑋𝑛 +𝑋 ′
𝑛

⃒⃒⃒
⩽ 𝜀| ̃︀𝑋𝑛|+𝑁

̃︀𝜎−1
𝑛

⃦⃦⃦ ̃︀𝑋𝑛 −𝑋𝑛 +𝑋 ′
𝑛

⃦⃦⃦
2
⩽ 𝜀+𝑁̃︀𝜎−1

𝑛 = 𝜀+ 𝑜𝑛(1),

откуда ̃︀𝑋𝑛̃︀𝜎𝑛 𝑑∼ 𝑋𝑛̃︀𝜎𝑛 +
𝑋 ′

𝑛̃︀𝜎𝑛 𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛→ ∞.

С помощью известной теоремы Н.А. Сапогова [9] отсюда можно вывести, что
(𝑋𝑛 − 𝐴𝑛)

𝑑→ 𝒩 (0, 1), 𝑛→ ∞ (см. [10]). ■

Теорема 2 обобщает аналогичный результатМ. Пелиград из [1], который, в свою
очередь, обобщает известную теорему И.А. Ибрагимова [4, теорема 18.5.1].
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Abstract. Estimates for moments and a central limit theorem for symmetric functions of a
special type of quantities from a stationary sequence with 𝜌-mixing are obtained. For sums of
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