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Аннотация.Исследуется двухсеточный метод численного решения сингулярно
возмущённой эллиптической задачи. На сетке Бахвалова применяется схема
направленных разностей, обладающая на этой сетке свойством сходимости,
равномерной по малому параметру. Для реализации схемы применяется итера-
ционный метод Зейделя. В результате проведённых численных экспериментов
показано, что применение двухсеточного метода позволяет существенно сокра-
тить вычислительные затраты. Кроме того, при использовании двухсеточного
метода возможно применение метода экстраполяции Ричардсона, что позволяет
повысить точность разностной схемы.
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Введение
В работе проводится анализ двухсеточного метода решения сингулярно возму-

щённой эллиптической задачи для уравнения с малым параметром 𝜀 при старших
производных. Актуальность данной задачи обусловлена тем, что на основе син-
гулярно возмущённых задач моделируются конвективно-диффузионные процессы
с преобладающей конвекцией. Решение такой задачи имеет большие градиенты в
областях пограничного слоя, поэтому применение классических разностных схем
на равномерной сетке приводит к существенным погрешностям. Известно, что в
случае применения сеток, сгущающихся в пограничных слоях, можно добиться схо-
димости разностной схемы, равномерной по малому параметру. Широко известны
сетки Бахвалова [1] и Шишкина [2, 3].

Исследование двухсеточного алгоритма представляет интерес, поскольку его
применение приводит к существенному сокращению вычислительных затрат. Кро-
ме этого, на основе известного решения схемы на двух вложенных сетках можно
повысить точность решения методом Ричардсона. Сетка Бахвалова ранее не при-
менялась в двухсеточном методе решения сингулярно возмущённой эллиптической
задачи.
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Двухсеточный метод для решения сингулярно возмущённой задачи применялся
в [4–6]. В [4] и [5] использовалась разностная схема экспоненциальной подгонки на
равномерной сетке в случае краевой задачи для обыкновенного дифференциально-
го уравнения второго порядка. В [6] для эллиптической задачи применялась схема
направленных разностей на сетке Шишкина.

В данной работе исследуем применение сетки Бахвалова в двухсеточном методе
решения эллиптической сингулярно возмущённой задачи.

Используем следующие обозначения. Всюду под 𝐶 и 𝐶𝑗, 𝑗 ⩾ 0, будем подразу-
мевать положительные постоянные, не зависящие от малого параметра 𝜀 и числа
шагов сетки 𝑁. Пусть ||𝑢ℎ||ℎ = max

𝑖,𝑗
|𝑢ℎ𝑖,𝑗|.

1. Постановка задачи
Рассмотрим сингулярно возмущённую краевую задачу:

𝐿𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜀𝑢𝑥𝑥 + 𝜀𝑢𝑦𝑦 + 𝑎(𝑥)𝑢𝑥 + 𝑏(𝑦)𝑢𝑦 − 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω;

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Γ, (1)
где Ω = (0, 1)2, Γ = Ω⧹Ω. Предполагаем, что функции 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑓, 𝑔 являются
достаточно гладкими,

𝑎(𝑥) ⩾ 𝛼 > 0, 𝑏(𝑦) ⩾ 𝛽 > 0, 𝑐(𝑥, 𝑦) ⩾ 0, 𝜀 ∈ (0, 1].

Решение задачи (1) имеет погранслойные области больших градиентов у границ
𝑥 = 0, 𝑦 = 0 [2].

Зададим двумерную неравномерную сетку:

Ωℎ = {(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)}, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁,

ℎ𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1, 𝑘𝑗 = 𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1, 𝑥0 = 0, 𝑥𝑁 = 1, 𝑦0 = 0, 𝑦𝑁 = 1.

Зададим модифицированную сетку Бахвалова в соответствии с [7], сгущающу-
юся в областях пограничного слоя.

Зададим шаги сетки по переменной 𝑥. Сначала зададим параметр 𝜎1:

𝜎1 = min
{︁1
2
,−2𝜀

𝛼
ln 𝜀
}︁
, 𝜀 ⩽ 𝑒−1. (2)

При 𝜀 > 𝑒−1 зададим 𝜎1 = 1/2.
При 𝜎1 = 1/2 зададим сетку Ωℎ равномерной по 𝑥 с шагами ℎ𝑖 = 1/𝑁.
При 𝜎1 < 1/2 сетку зададим неравномерной на интервале [0, 𝜎1]:

𝑥𝑖 = −2𝜀

𝛼
ln
[︁
1− 2(1− 𝜀)𝑖/𝑁

]︁
, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁/2, (3)

и равномерной на интервале [𝜎1, 1]:

𝑥𝑖 = 𝜎1 + (2𝑖/𝑁 − 1)(1− 𝜎1), 𝑁/2 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁. (4)
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Аналогично зададим шаги сетки по переменной 𝑦. Зададим 𝜎2, узлы 𝑦𝑗 и шаги
сетки:

𝜎2 = min
{︁1
2
,−2𝜀

𝛽
ln 𝜀
}︁
, 𝜀 ⩽ 𝑒−1. (5)

При 𝜀 > 𝑒−1 зададим 𝜎2 = 1/2. При 𝜎2 = 1/2 сетку Ωℎ зададим равномерной по
𝑦 с шагами 𝑘𝑗 = 1/𝑁. При 𝜎2 < 1/2 зададим сетку следующим образом:

𝑦𝑗 = −2𝜀

𝛽
ln
[︁
1− 2(1− 𝜀)𝑗/𝑁

]︁
, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁/2, (6)

𝑦𝑗 = 𝜎2 + (2𝑗/𝑁 − 1)(1− 𝜎2), 𝑁/2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑁. (7)
На заданной сетке Ωℎ выпишем схему направленных разностей [8]:

𝐿ℎ
𝑖,𝑗𝑢

ℎ =
2𝜀

ℎ𝑖 + ℎ𝑖+1

[︁𝑢ℎ𝑖+1,𝑗 − 𝑢ℎ𝑖,𝑗
ℎ𝑖+1

−
𝑢ℎ𝑖,𝑗 − 𝑢ℎ𝑖−1,𝑗

ℎ𝑖

]︁
+

+
2𝜀

𝑘𝑗 + 𝑘𝑗+1

[︁𝑢ℎ𝑖,𝑗+1 − 𝑢ℎ𝑖,𝑗
𝑘𝑗+1

−
𝑢ℎ𝑖,𝑗 − 𝑢ℎ𝑖,𝑗−1

𝑘𝑗

]︁
+

+𝑎(𝑥𝑖)
𝑢ℎ𝑖+1,𝑗 − 𝑢ℎ𝑖,𝑗

ℎ𝑖+1

+ 𝑏(𝑦𝑗)
𝑢ℎ𝑖,𝑗+1 − 𝑢ℎ𝑖,𝑗

𝑘𝑗+1

− 𝑐(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)𝑢
ℎ
𝑖,𝑗 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ∈ Ω,

𝑢ℎ𝑖,𝑗 = 𝑔(𝑥𝑖, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ∈ Γ. (8)
В [9] для схемы (8) на сетке (2)–(7) для некоторой постоянной𝐶 получена оценка

погрешности, равномерная по параметру 𝜀:

max
𝑖,𝑗

|𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)− 𝑢ℎ𝑖,𝑗| ⩽
𝐶

𝑁
. (9)

Целью работы является разработка двухсеточного алгоритма для реализации
схемы (8).

2. Разработка двухсеточного алгоритма
2.1. Реализация разностной схемы методом Зейделя

Схему (8) можно записать как пятиточечную и для её реализации применить
итерационный метод Зейделя:

𝐴𝑖,𝑗𝑢
(𝑚+1)
𝑖−1,𝑗 +𝐵𝑖,𝑗𝑢

(𝑚+1)
𝑖,𝑗−1 + 𝐶𝑖,𝑗𝑢

(𝑚+1)
𝑖+1,𝑗 +𝐷𝑖,𝑗𝑢

(𝑚)
𝑖,𝑗+1 − 𝐸𝑖,𝑗𝑢

(𝑚+1)
𝑖,𝑗 = 𝐹𝑖,𝑗, 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 < 𝑁,

𝑢
(𝑚+1)
𝑖,𝑗 = 𝑔(𝑥𝑖, 𝑦𝑗), (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) ∈ Γℎ, (10)

где 𝐹𝑖,𝑗 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗), 𝑚 – номер итерации, 𝑢(0)𝑖,𝑗 – начальное приближение для
итераций.

Матрица схемы (8) обладает диагональным преобладанием, поэтому итерацион-
ный метод Зейделя для нахождения решения схемы является сходящимся [10].
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Для метода Зейделя известна оценка сходимости итераций [10]:

||𝑢(𝑚+1) − 𝑢ℎ||ℎ ⩽ 𝑞ℎ||𝑢(𝑚) − 𝑢ℎ||ℎ, 𝑞ℎ < 1. (11)

Для оператора разностной схемы (8) справедлива оценка устойчивости [8]:

max
𝑖,𝑗

|𝑢(𝑚ℎ)
𝑖,𝑗 − 𝑢ℎ𝑖,𝑗| ⩽

1

𝛼
max
𝑖,𝑗

|𝐿ℎ
𝑖,𝑗𝑢

(𝑚ℎ) − 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)|. (12)

Итерации (10) продолжаем, пока не выполнится условие:

max
𝑖,𝑗

|𝐿ℎ
𝑖,𝑗𝑢

(𝑚ℎ) − 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)| ⩽
𝛼

𝑁
. (13)

При выполнении оценки (13) в силу оценки (12) имеем:

max
𝑖,𝑗

|𝑢(𝑚ℎ)
𝑖,𝑗 − 𝑢ℎ𝑖,𝑗| ⩽

1

𝑁
. (14)

Оценка (14) согласуется с оценкой (9) для погрешности разностной схемы (8) при
применении итерационного метода.

Известно, что для реализации прогонки требуется выполнить 𝑑𝑁 арифметиче-
ских действий, где 𝑑 < 10. При анализе двухсеточного метода рассмотрим общий
случай, когда

𝛿ℎ = ||𝑢(0) − 𝑢ℎ||ℎ, ||𝑢ℎ − [𝑢]Ωℎ||ℎ ⩽ 𝐶Δℎ. (15)
Учитывая (11), (15), получаем, что для выполнения условия

max
𝑖,𝑗

|𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)− 𝑢
(𝑚ℎ)
𝑖,𝑗 | ⩽ 𝐶Δℎ

потребуется
𝑁ℎ ≈ 𝑑𝑁2 log𝑞ℎ

(︁Δℎ

𝛿ℎ

)︁
(16)

арифметических действий.
Итак, задана реализация разностной схемы на основе метода Зейделя.
При реализации разностной схемы двухсеточным алгоритмом потребуется ин-

терполяция сеточного решения с редкой сетки на густую.Проведём анализформулы
двумерной интерполяции на сетке Бахвалова.

2.2. Двумерная интерполяция на сетке Бахвалова

Пусть 𝐾𝑖,𝑗 = [𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1] × [𝑦𝑗, 𝑦𝑗+1] – произвольная ячейка сетки Ωℎ. Зададим
полиномиальную интерполяцию для этой ячейки следующим образом:

𝐼(𝑢, 𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑢𝑖+1,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗

)︁ 𝑥− 𝑥𝑖
𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖

× 𝑦 − 𝑦𝑗
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗

+

+
(︁
𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗

)︁ 𝑦 − 𝑦𝑗
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗

+
(︁
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗

)︁ 𝑥− 𝑥𝑖
𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖

+ 𝑢𝑖,𝑗, 𝑢𝑖,𝑗 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗). (17)

Оценим погрешность интреполяционной формулы (17).
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Лемма 1. В случае сетки Бахвалова Ωℎ для некоторой постоянной 𝐶 справед-
лива оценка погрешности

|𝐼(𝑢, 𝑥, 𝑦)− 𝑢(𝑥, 𝑦)| ⩽ 𝐶

𝑁2
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾𝑖,𝑗. (18)

Доказательство. Представим 𝐼(𝑢, 𝑥, 𝑦) в виде

𝐼(𝑢, 𝑥, 𝑦) = 𝐼𝑦(𝐼𝑥(𝑢, 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦). (19)

Здесь 𝐼𝑥(𝑢, 𝑥, 𝑦) – формула линейной интерполяции по 𝑥 при фиксированном зна-
чении 𝑦,

𝐼𝑥(𝑢, 𝑥, 𝑦) = 𝑢𝑖,𝑗 + (𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗)
𝑥− 𝑥𝑖
𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖

, 𝑥𝑖 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥𝑖+1.

Аналогично определяется 𝐼𝑦(𝑢, 𝑥, 𝑦):

𝐼𝑦(𝑢, 𝑥, 𝑦) = 𝑢𝑖,𝑗 + (𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗)
𝑦 − 𝑦𝑗
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗

, 𝑦𝑗 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑦𝑗+1.

Из (19) следует

|𝐼(𝑢, 𝑥, 𝑦)− 𝑢(𝑥, 𝑦)| ⩽ |𝐼𝑦(𝐼𝑥(𝑢, 𝑥, 𝑦)− 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦)|+ |𝐼𝑦(𝑢, 𝑥, 𝑦)− 𝑢(𝑥, 𝑦)|. (20)

В [11] получена оценка погрешности для одномерной формулы линейной интер-
поляции на сетке Бахвалова:

|𝐼𝑦(𝑢, 𝑥, 𝑦)− 𝑢(𝑥, 𝑦)| ⩽ 𝐶1

𝑁2
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾𝑖,𝑗, (21)

где 𝐶1 – некоторая постоянная. Аналогичная оценка верна для интерполянта
𝐼𝑥(𝑢, 𝑥, 𝑦). Несложно показать, что интерполянт 𝐼𝑦(𝑢, 𝑥, 𝑦) удовлетворяет оценке
устойчивости:

|𝐼𝑦(𝑢, 𝑥, 𝑦)− 𝐼𝑦(𝑢̃, 𝑥, 𝑦)| ⩽ 3max |𝑢(𝑥, 𝑦)− 𝑢̃(𝑥, 𝑦)|. (22)

Учитывая оценки (21), (22), из (20) получаем оценку (18) на сетке Бахвалова. ■

2.3. Применение двухсеточного метода

Исследуем двухсеточный метод для сокращения числа арифметических дей-
ствий при нахождении решения разностной схемы.

Перейдём к заданию двухсеточного метода. Введём сетку Ω𝐻 , такую же по
структуре, как сетка Ωℎ, с намного меньшим количеством узлов 𝑛, 𝑛≪ 𝑁.

Сначала с применением итерационного метода (10) решаем задачу (1) на сетке
Ω𝐻 . По аналогии с (15) справедлива оценка

||𝑢𝐻 − [𝑢]Ω𝐻 ||𝐻 ⩽ 𝐶Δ𝐻 . (23)
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Итерации на сетке Ω𝐻 продолжаем, пока не выполнится условие

||𝐿𝐻𝑢(𝑚𝐻) − 𝑓𝐻 ||𝐻 ⩽ 𝛼Δ𝐻 .

Учитывая (12), получаем
||𝑢(𝑚𝐻) − 𝑢𝐻 ||𝐻 ⩽ Δ𝐻 .

Эта оценка соответствует оценке погрешности (23) для разностной схемы. Далее
необходимо сеточное решение 𝑢(𝑚𝐻), найденное в узлах сетки Ω𝐻 , проинтерполи-
ровать в узлы исходной сетки Ωℎ.

В соответствии с оценкой (18) применение интерполяции (17) не снижает точ-
ности найденного решения на грубой сетке, поэтому интерполяционную формулу
(17) можно использовать в двухсеточном методе.

Таким образом, решение разностной схемы на сетке Ωℎ находится с погрешно-
стью порядка 𝑂(Δ𝐻) и принимается за начальное приближение для итераций на
густой сетке.

Оценим выигрыш в числе арифметических действий при применении двухсе-
точного метода. Пусть 𝑁𝐻ℎ – число арифметических действий при применении
двухсеточного метода. Учитывая оценку (11), по аналогии с получением оценки (16)
имеем

𝑁𝐻ℎ ≈ 𝑑 𝑛2 log𝑞𝐻

(︁Δ𝐻

𝛿𝐻

)︁
+ 𝐼𝐻 + 𝑑𝑁2 log𝑞ℎ

(︁Δℎ

Δ𝐻

)︁
, (24)

где 𝐼𝐻 – необходимое число арифметических действий для интерполяции,
𝛿𝐻 = ||𝑢(0) − 𝑢𝐻 ||𝐻 .

Используя (16), (24), получаем выигрыш в числе арифметических действий при
применении двухсеточного метода:

𝑁ℎ −𝑁𝐻ℎ ⩾ 𝑑 (𝑁2 − 𝑛2) log𝑞𝐻

(︁Δ𝐻

𝛿𝐻

)︁
− 𝐼𝐻 . (25)

2.4. Экстраполяция Ричардсона

Зная решение разностной схемы на сетках Ωℎ и Ω𝐻 , можно повысить точность
разностной схемы на основе метода Ричардсона. Выделяя главный член погрешно-
сти, в узлах сетки Ω𝐻 для некоторой постоянной 𝐶 имеем

𝑢(𝑥𝑖,𝑗) = 𝑢ℎ𝑖,𝑗 + 𝐶Δℎ + 𝑜(Δℎ), 𝑢(𝑥𝑖,𝑗) = 𝑢𝐻𝑖,𝑗 + 𝐶Δ𝐻 + 𝑜(Δ𝐻).

На основе этих соотношений, пренебрегая величинами 𝑜(Δℎ), 𝑜(Δ𝐻), находим
решение разностной схемы в узлах сетки Ω𝐻 с повышенной точностью:

𝑢𝐻ℎ
𝑖,𝑗 = 𝑢𝐻𝑖,𝑗 +

𝑢𝐻𝑖,𝑗 − 𝑢ℎ𝑖,𝑗
Δℎ −Δ𝐻

Δ𝐻 , (26)

при этом выполняется соотношение

𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = 𝑢𝐻ℎ
𝑖,𝑗 + 𝑜(Δ𝐻).
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Для разностной схемы (8) с учётом оценки (9) из (26) получаем

𝑢𝐻ℎ
𝑖,𝑗 =

𝑁

𝑁 − 𝑛
𝑢ℎ𝑖,𝑗 −

𝑛

𝑁 − 𝑛
𝑢𝐻𝑖,𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛, (27)

при этом справедлива оценка погрешности

|𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)− 𝑢𝐻ℎ
𝑖,𝑗 | ⩽

𝐶

𝑛2
, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛. (28)

Из (28) следует, что при 𝑛 = 𝑁/2 применение метода Ричардсона приводит к
повышению точности разностной схемы, при этом погрешность становится порядка
𝑂(1/𝑁2).

В соответствии с Леммой 1, без потери точности можно проинтерполировать
полученное решение 𝑢𝐻ℎ

𝑖,𝑗 с сетки Ω𝐻 на сетку Ωℎ по формуле (17).

3. Численные эксперименты
Рассмотрим задачу

𝜀𝑢𝑥𝑥 + 𝜀𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + 2𝑢𝑦 − 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Γ,
(29)

где 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝑦) соответствуют решению

𝑢(𝑥, 𝑦) =
(︀
1− 𝑒−𝑥/𝜀

)︀ (︀
1− 𝑒−2𝑦/𝜀

)︀
+ cos

𝜋𝑥

2
𝑒𝑦. (30)

Остановимся на односеточном методе и применим схему (8) на сетке Бахвалова.
В табл. 1 для различных значений 𝜀 приведены максимальная погрешность Δ𝑁,𝜀 =
= max

𝑖,𝑗
|𝑢ℎ𝑖,𝑗 − 𝑢(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)|, вычисленный порядок точности𝑀𝑁,𝜀 = log2(Δ𝑁,𝜀/Δ2𝑁,𝜀) и

число итераций при реализации схемы (8) на сетке Бахвалова. В таблицах 𝑎𝑒 − 𝑚
обозначает 𝑎 · 10−𝑚.

Рассмотрим два подхода для реализации метода Зейделя: прямой ход, когда в
(10) индексы 𝑖, 𝑗 возрастают, и расчёт в сторону пограничного слоя (обратный ход),
когда индексы 𝑖, 𝑗 убывают. В дополнение рассмотрим подход, когда в итерационном
методе при каждом 𝑗 схема записывается как трёхточечная по 𝑖 и реализуется
методом прогонки.

В табл. 2 приведены результаты сравнения итерационных методов для нахож-
дения решения схемы (8) при 𝜀 = 10−1, 𝑛 = 𝑁/2. Для различных вариантов
реализации итерационного метода приведено число итераций односеточного и двух-
сеточного методов. Перед скобками – число итераций на сетке Ω𝐻 , в скобках – на
сетке Ωℎ. Как по числу итераций, так и по времени вычислений более экономичен
метод с применением прогонки при заданном 𝑗.

В табл. 3 при 𝜀 = 10−2 в зависимости от 𝑛 и𝑁 приведено число итераций метода
Зейделя (обратный ход). Для сравнения приведено число итераций односеточного
метода. Наибольший выигрыш в числе арифметических действий от применения
двухсеточного метода достигается при 𝑛 = 𝑁/2.

В табл. 4 для заданных 𝑛 и 𝑁 приведены максимальная погрешность схемы (8)
и максимальная погрешность при применении метода Ричардсона (ниже) на сетке
Ωℎ.Метод Ричардсона даёт выше точность при 𝑛 = 𝑁/2.
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Таблица 1. Погрешность, порядок точности схемы (8) и число итераций на сетке Бахвалова

𝜀 N
16 32 64 128

1 3.54e-3 2.07e-3 1.12e-3 0.55e-3
0.77 0.89 0.94
220 930 3939 –

10−1 1.05e-1 6.07e-2 3.28e-2 1.71e-2
0.79 0.89 0.94 0.98
107 378 1420 5592

10−2 1.62e-1 9.17e-2 4.82e-2 2.46e-2
0.82 0.93 0.97 0.98
120 402 1450 5553

10−3 1.81e-1 1.01e-1 5.28e-2 2.66e-2
0.83 0.94 0.99 0.99
141 463 1636 6196

Таблица 2. Сравнение итерационных методов

𝑁 , число итераций
Метод 16 32 64

Зейделя прямой 110 383 1410
31 (81) 110 (279) 383 (1006)

Зейделя обратный 88 338 1322
21 (66) 88 (251) 338 (952)

Применение прогонки 88 310 1151
24 (65) 88 (224) 310 (804)

Заключение

Проведён анализ двухсеточного алгоритма для численного решения эллиптиче-
ской сингулярно возмущённой задачи. Исследовано применение в двухсеточном ал-
горитме схемы направленных разностей на сетке Бахвалова. Проведено численное
сравнение аналогов метода Зейделя для реализации разностной схемы. Показано,
что число арифметических действий сокращается при применении двухсеточного
метода. Повышена точность разностной схемы на основе применения метода экс-
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Таблица 3. Число итераций на сетке Бахвалова, 𝜀 = 10−2

𝑁
n 16 32 64 128

4 2(72) 2(288) 2(1147) 2(4653)

8 21(66) 21(273) 21(1102) 21(4492)

16 88(251) 88(1041) 88(4288)

32 338(952) 338(4032)

64 1322(3679)

односеточный метод 88 338 1322 5295

Таблица 4. Погрешность разностной схемы без применения метода Ричардсона и с применением
(ниже), 𝜀 = 10−2

𝑁
n 16 32 64 128

4 1.72𝑒− 1 9.46𝑒− 2 4.90𝑒− 2 2.48𝑒− 2

1.10𝑒− 1 5.96𝑒− 2 3.06𝑒− 2 1.54𝑒− 2

8 1.72𝑒− 1 9.46𝑒− 2 4.90𝑒− 2 2.48𝑒− 2

1.06𝑒− 1 5.14𝑒− 2 2.59𝑒− 2 1.29𝑒− 2

16 9.46𝑒− 2 4.90𝑒− 2 2.48𝑒− 2

5.02𝑒− 2 2.23𝑒− 2 1.11𝑒− 2

32 4.90𝑒− 2 2.48𝑒− 2

2.09𝑒− 2 8.75𝑒− 3

64 2.48𝑒− 2

7.43𝑒− 3

траполяции Ричардсона.
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Abstract. A two-grid method for the numerical solution of a sungularly perturbed elliptic
problem using Bakhvalov-type mesh is studied. A scheme of upwind differencies is used,
which has the property of convergence on the grid, which is uniform in a small parameter.
The Seidel iterative method is used to find the scheme solution. Previously, the use of the
two-grid method leads to a reduction in computsational costs. In addition, it is shown that
based on the Richardson extrapolation method, it is possible to improve the accuracy of the
difference scheme.
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