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ÄËß ÌÀÊÑÈÌÓÌÎÂ Ñ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ
ÍÎÐÌÈÐÎÂÊÎÉ

À.Ã. Ãðèíü

In this article suggests a minimal in a certain sense conditions of weak
dependence, which provided convergence of distributions of maximum random
variables to a nondegenerate limit laws.

Ïóñòü f � ng � ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ïóñòü
X n = max

1� k� n
� n ; Fn (x) = P f X n < x g: Ñèìâîë Fn ) F îáîçíà÷àåò, ÷òî f Fng

ñëàáî ñõîäèòñÿ êF .
Åñëèf � ng � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíí ûõ âå-

ëè÷èí, òî â êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ (â ñìûñëå ñëàáîé ñõîäèìîñòè ) ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äëÿ Fn (an + xbn ) ïðè íåêîòîðîì âûáîðå íîðìèðóþùèõ êîíñòàíò an

è bn ìîãóò âûñòóïàòü ëèøü òðè òèïà ðàñïðåäåëåíèé ñî ñëåäóþùèìè ï ðåäñòà-
âèòåëÿìè:

1 òèï: expf� x � � g; x > 0; � > 0,
2 òèï: expf� (� x)� g; x � 0; � > 0,
3 òèï: expf� e� xg; x > 0:
Ýòî êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Á.Â. Ãíåäåíêî (ñì., íàïð. [1]) .
Â ñòàòüå [2] ïîëó÷åíû ìèíèìàëüíûå â íåêîòîðîì ñìûñëå óñëîâè ÿ ñëàáîé

çàâèñèìîñòè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îáåñï å÷èâàþùèå ñõîäè-
ìîñòü Fn (an + xbn ) ê ðàñïðåäåëåíèþ ïåðâîãî òèïà. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âòîðîãî
òèïà òàêèå æå óñëîâèÿ ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûìè ðàññóæ äåíèÿìè.

Âìåñòå ñ òåì, åñëè â êà÷åñòâå íîðìèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé âì åñòî ëèíåé-
íûõ ôóíêöèé an + xbn èñïîëüçîâàòü ñóïåðïîçèöèè ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ ìî-
íîòîííûõ ôóíêöèé, òî âñå òèïû ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæ íî ñâåñòè ëèøü
ê îäíîìó, òðåòüåìó çàêîíó [3, ãë.5].

Â äàííîé ðàáîòå êàê ðàç è èçó÷àþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ âå ëè÷èí
Zn = G� 1

n (X n ), ãäå íîðìèðóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Gn - ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ìû áóäåì äåëàòü ïðåäïîëîæåí èÿ, èñïîëüçóþ-
ùèåñÿ â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ â ñõåìå îáîáùåííîãî ñóììèðîâàí èÿ, èçëàãàåìûõ

Copyright c
 2008À.Ã. Ãðèíü.
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.
E-mail: grin@math.omsu.omskreg.ru
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06�01�00127.
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â [3, ãë.5]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî Gn (x) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ñòðî-
ãî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé íà (0; 1 ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
(óñëîâèÿ (G)):

G1. Äëÿ ëþáîãî 0 < � � 1 è ëþáîãî x > 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

� � (x) = lim
n!1

G� 1
mn

(Gn(x)) ;

åñëè òîëüêî mn=n ! �; n ! 1 :
G2. Ôóíêöèÿ � � (x) ïðè çàäàííîì x è ðàçíûõ � ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå çíà÷å-

íèÿ.
Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [3, ëåììà 5.3.1]:
Ôóíêöèÿ � � (x) ïðè ëþáûõ x > 0; u; v 2 (0; 1) ÿâëåòñÿ ðåøåíèåì ôóíêöèî-

íàëüíîãî óðàâíåíèÿ � u(� v(x)) = � uv (x) è èìååò âèä � � (x) = h� 1(h(x) � ln � ),
ãäå h(x) - íåïðåðûâíàÿ è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, îáëàñòüþ çíà÷ åíèé
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé èíòåðâàë (c;1 ); c = h(0) � �1 :

Ïóñòü Pf � 1 < x g < 1; x > 0. Èç òåîðåìû 5.3.5 â [3] ñëåäóåò, ÷òî

Pf G� 1
n (X n) < x g = Fn (Gn (x)) ) H (x); (1)

(H (x) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåâûðîæäåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè x ! 1

Pf � 1 � xg = L(h(x)) exp f� h(x)g ; (2)

ãäåL(x) - ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ïðè x ! 1 : Åñëè âûïîëíåíî (2), òî
H (x) = exp f� expf� h(x)gg; à â êà÷åñòâå íîðìèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî
âçÿòü

Gn(x) = h� 1 (h(x) + ln ( nL (ln n))) : (3)

Êàê è â [2], ñèìâîë n + m ! 1 â êàêîì-ëèáî ñîîòíîøåíèè áóäåò îçíà÷àòü,
÷òî óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè n ! 1 è ïðè ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m = m(n):

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f � ng; n = 1; 2; :::g � ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî (2) è ïóñòü íîðìèðóþùèå ïðåîáðàçîâàí èÿ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3). Äëÿ òîãî ÷òîáû Fn (Gn (x)) ) expf� expf� h(x)gg;
n ! 1 ; x > 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

à)

Fn+ m (Gn+ m (x)) � Fn (Gn+ m (x))Fm (Gn+ m (x)) ! 0; n + m ! 1 ; (R1)

á) ïðè ëþáîì x > 0 è ïðè ëþáîé äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ðàñòóùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè k = k(n) ! 1 ; n ! 1

Pf X n � Gnk (x)g � nPf � 1 � Gnk (x)g; n ! 1 : (R2)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2008. Âûï. 18. 7

Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìó 1 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: óñëîâèÿ (R1) è (R2)
ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè óñëîâèÿìè ñëàáîé çàâèñèìîñòè, ïðè ê îòîðûõ âûïîë-
íÿþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ê ðàñïðåäåëåíèÿì òð åòüåãî òèïà ñ
òîé æå íîðìèðîâêîé, ÷òî è â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ íåçàâèñè ìûõ âåëè÷èí.

Çàìå÷àíèå 2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ (R1) è (R2) â òåðìèíàõ
¾òðàäèöèîííûõ¿ óñëîâèé ñëàáîé çàâèñèìîñòè ïðèâåäåíû â [2] .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 1.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Fn (Gn(x)) ) expf� expf� h(x)gg; n ! 1 : Ôóíêöèÿ

expf� h(x)g íåïðåðûâíà ïðè x > 0, ïîýòîìó ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ðàâíîñèëüíà
ïîòî÷å÷íîé: Fn (Gn (x)) ! expf� expf� h(x)gg; x > 0. Ïóñòü m = m(n) � ïðîèç-
âîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðè x > 0 îáîçíà÷èì

�( n) = jFn+ m (Gn+ m (x)) � Fn (Gn+ m (x))Fm (Gn+ m (x)) j :

Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë f n1g ñóùåñòâóþò
0 � � � 1 è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f n2g � f n1g òàêàÿ, ÷òî

n2

n2 + m2
! �

m2

n2 + m2
! 1 � �; n ! 1 ;

ãäåm2 = m(n2): Ïóñòü ñíà÷àëà 0 < � < 1: Â ñèëó ñâîéñòâàG1

lim
n!1

Fn2 (Gn2+ m2 (x)) = lim
n!1

Pf G� 1
n2+ m2

(X n2 ) < x g =

= lim
n!1

Pf G� 1
n2

(X n2 ) < G � 1
n2

(Gn2+ m2 (x))g = H (� � (x)) =

= H (h� 1(h(x) � ln � )) = exp f� � expf� h(x)gg: (4)

Àíàëîãè÷íî

lim
n!1

Fm2 (Gn2+ m2 (x)) = exp f� (1 � � ) expf� h(x)gg: (5)

Èç (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî�( n2) ! 0; n ! 1 :
Åñëè Yn è Zn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è Zn ! 0 ïî âåðîÿò-

íîñòè, òî ïðè x > 0

0 � Pf Yn < x g � Pf maxf Yn ; Zng < x g � Pf Zn � xg ! 0; n ! 1 : (6)

Ïóñòü � = 0: Òîãäà ïðè n ! 1 ; x > 0 Fn2 (Gn2+ m2 (x)) ! 1; (G� 1
n2+ m2

(X n2 ) !
0 ïî âåðîÿòíîñòè) è â ñèëó (6)

Fm2 (Gn2+ m2 (x)) � Fn2+ m2 (Gn2+ m2 (x)) ! 0; n ! 1 ;

òî åñòü ñíîâà �( n2) ! 0; n ! 1 : Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé
� = 1. Âñå ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f �( n1)g ìîæíî
âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f �( n2)g. Ñëåäîâàòåëüíî,
�( n) ! 0; n ! 1 è ìû ïîêàçàëè, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (R1).
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Äîêàæåì (R2). Â ñèëó (3)

h(Gn (x)) = h(x) + ln n + ln L(ln n): (7)

Ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ L(x) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ln L(x)=ln x ! 0;
x ! 1 [4, ñ.48], òàê ÷òî èç (7) ñëåäóåòh(Gn (x)) � ln n; n ! 1 ; à èç (3) �

Pf � 1 � Gn (x)g � L(ln n) expf� h(x) � ln n � ln L(ln n)g = n� 1 expf� h(x)g: (8)

Åñëè k = k(n) ! 1 ðàñòåò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òî â ñèëó (1), (R1) è (8)

Pf X n � Gnk (x)g = 1 � F
1
k

nk (Gnk (x))(1 + o(1)) = 1 � exp
�

�
1
k

e� h(x)

�
(1 + o(1)) =

=
1
k

expf� h(x)g(1 + o(1)) = nPf � 1 � Gnk (x)g(1 + o(1)): (9)

(R2) äîêàçàíî.
Äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (R1) è (R2); k = k(n) ! 1 ; n = km+ r; 0 � r < m:

Ñ ïîìîùüþ (6) è óñëîâèÿ (R1) ïðè k ðàñòóùåì äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ïîëó÷àåì

Fn (Gn (x)) = F k
m (Gn(x)) + on (1) = (1 � Pf X m > G n (x)g)k + on (1): (10)

Òàê êàên� 1km ! 1; n ! 1 , òî Gn (x) � Gmk (x); n ! 1 è èç óñëîâèÿ (R2) è
(9) âûòåêàåò

Pf X m > G n (x)g = Pf X m > G mk (x)g(1 + on(1)) =
1
k

expf� h(x)g(1 + on (1)): (11)

Èç (10) è (11) âûâîäèì

Fn (Gn(x)) =
�

1 �
1
k

expf� h(x)g(1 + on (1))
� k

+ on (1) ! expf� expf� h(x)gg; n ! 1 :

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Â ñòàòüå çàäàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ àêñèîìàòèêà ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð è
äîêàçûâàåòñÿ êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà äëÿ ñòðóêòóð ðàíã à, áîëüøåãî
(3; 3).

Ââåäåíèå

Ïðèíöèï ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè áûë ââåäåí â 1960-õ ã îäàõ Þ. È. Êó-
ëàêîâûì [5�8] êàê íîâûé àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä â ôèçèêå è ãå îìåòðèè (òåîðèÿ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð). Ãîâîðÿ â ìàêñèìàëüíîé îáùíîñòè, ôèç è÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîîñíîâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (M ; N ; R; h;i ), ãäå M ,
N , R � ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû (âîçìîæíî, ñ çàäàííîé íà í èõ äîïîë-
íèòåëüíîé ñòðóêòóðîé), h;i � îòîáðàæåíèå M � N ! R. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå
íàëè÷èå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m, n (ãîâîðÿò î ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðå ðàíãà
(n + 1; m + 1) ), òàêèõ, ÷òî M è N îáëàäàþò â íåêîòîðîì ñìûñëå ðàçìåðíîñòüþ
m è n ñîîòâåòñòâåííî íàä R, è íàáîðû èç mn êîìáèíàöèé n-îê ýëåìåíòîâ èç
M è m-îê ýëåìåíòîâ èç N ïîñðåäñòâîì áèôîðìû h;i çàâèñèìû â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå. Êóëàêîâûì áûëà ïîñòðîåíà ðàçâèòàÿ çàòåì Ã.Ã. Ìèõàé ëè÷åíêî àíàëè-
òè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðèíöèïà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèìì åòðèè è äàíû åãî
ïðèìåíåíèÿ â ôèçèêå è ãåîìåòðèè [5�8,10�12,14]. Ìíîæåñòâà M è N ïðè ýòîì
ïîíèìàëèñü (â ñëó÷àå ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè) êàê ìíîæåñ òâà ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ, â êà÷åñòâåR ðàññìàòðèâàëîñü ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë - äî-
ñòóïíûé èçìåðåíèþ ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ïàð îáúåêòîâ è ç M è N . Ìèõàé-
ëè÷åíêî áûë äîêàçàí ðÿä êëàññèôèêàöèîííûõ òåîðåì [9,13] äë ÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïîçâîëÿþùèõ îïðåäåëÿòü êîíêðåòíûé â èä áèôîðìû h;i
èç äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèé ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè åå äåéñòâèÿ, ÷òî
ìîæíî áûëî â íåêîòîðîé ïåðñïåêòèâå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âî çìîæíîñòü âû-
âîäèòü òî÷íûå ôîðìóëû ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, èñõîäÿ èç íåêîòî ðûõ äîñòàòî÷íî
îáùèõ ñâåäåíèé îá èõ ñòðóêòóðå íà óðîâíå ìåòàÿçûêà.

Ìåæäó òåì äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ èäåé è ðåçóëüòàòîâ ðàíí åé òåîðèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð íå òðåáîâàëàñü, ïî ñóòè, àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè è äàæå
íàëè÷èå àíàëèòè÷åñêîé ñòðóêòóðû â ìíîæåñòâå R. Ýòî íàáëþäåíèå ïîñëóæèëî
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òîë÷êîì ê ðàçâèòèþ àëãåáðàè÷åñêîé âåòâè òåîðèè ôèçè÷åñêèõñòðóêòóð, ðàñ-
ñìàòðèâàâøåé â êà÷åñòâåR ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è îòêàçûâàâøåéñÿ, òàêèì
îáðàçîì, îò òðåáîâàíèé àíàëèòè÷íîñòè. Ïåðâàÿ àëãåáðàè÷åñ êàÿ àêñèîìàòèêà
òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áûëà äàíà â 1990-ì ãîäó Â. Ê. Èîíè íûì â ðàáî-
òå [3] (äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàíãà (2,2) ñ îòîæäåñòâëåíèåì M = R = N ).
Èì áûëî ïîêàçàíî, äëÿ ðàíãà (2,2) íàëè÷èå íà R áèíàðíîé îïåðàöèè, ñîãëà-
ñóþùåéñÿ íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñ h;i (è îïèñûâàþùåé åå äåéñòâèå)
è çàäàþùåé íà R ñòðóêòóðó ãðóïïû. Òåì ñàìûì áûëà, ñ îäíîé ñòîðîíû, äàíà
àêñèîìàòèêà àáñòðàêòíîé ãðóïïû íà îñíîâå ôåíîìåíîëîãè÷åñ êîé ñèììåòðèè, ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïîñòðîåíà êëàññèôèêàöèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ( àáñòðàêòíûõ) ôè-
çè÷åñêèõ ñòðóêòóð ðàíãà(2; 2) (â ïðåäëîæåííîé àêñèîìàòèêå). Â ðàáîòå [4]
Èîíèíûì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà àêñèîìàòèêà òåîðèè ôèçè÷åñêè õ ñòðóêòóð â
áîëüøîé ñòåïåíè îáùíîñòè è óêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ è ç íåå, â ÷àñòíî-
ñòè, àëãåáðàè÷åñêîé àêñèîìàòèêè.

Îòòàëêèâàÿñü îò ðàáîò Èîíèíà, À.À. Ñèìîíîâ [15, 16] ïîñòðîè ë àëãåáðà-
è÷åñêóþ àêñèîìàòèêó áèíàðíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðîèçâ îëüíîãî ðàíãà,
íåêîòîðûì îáðàçîì êîíêðåòèçèðóþùóþ àêñèîìàòèêó [4]. Íà åå îñíîâå èì áûëî
äîêàçàíî (äëÿ ñòðóêòóð ðàíãà (n+1; 2) ïðè ïðîèçâîëüíîì n � 2) ñóùåñòâîâàíèå
ñîãëàñîâàííûõ ñ äåéñòâèåì h;i áèíàðíûõ îïåðàöèé � è � íà R, îïðåäåëÿþùèõ
íà R, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ñòðóêòóðó ïî÷òè êîëü öà, è óêà-
çàíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà ê êëàññèôèêàöèè
ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàíãîâ. Â ðàáîòå [17]èäåè ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè ñòðóêòóðû ðàíãà (3; 2) áûëè èñïîëüçîâàíû Ñèìîíîâûì
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâÿçè ìåæäó òî÷íî äâàæäû òðàíçèòèâíûìè ãðóï ïàìè è àëãåá-
ðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, áëèçêèìè ê ïî÷òè îáëàñòè.

Â ðàáîòàõ àâòîðà [18,19] èññëåäóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå àñïåêòû ôåíîìåíîëî-
ãè÷åñêîé ñèììåòðèè äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð áîëåå âûñîêèõ ðàíãîâ â àêñèîìà-
òèêå, ðîäñòâåííîé àêñèîìàòèêå Ñèìîíîâà, ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì íàëè÷èÿ
âûðîæäåííûõ ýëåìåíòîâ (íóëåé) â M è N , à òàêæå (â [19]) íàäåëåííûõ òîïî-
ëîãèåé. Â [18] ïðîâîäèòñÿ èõ êëàññèôèêàöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ, â ÷àñòíîñòè, äàòü
îñíîâàííóþ íà ïðèíöèïå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè àêñè îìàòèêó ïàðû
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä òåëîì R, ñâÿçàííóþ íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé
ôîðìîé (íå çàäàâàÿ ïðè ýòîì ÿâíûì îáðàçîì ñòðóêòóðû òåëà íà R).

Äàííàÿ ðàáîòà îáîáùàåò ðàáîòû [18, 19] àâòîðà íà ñëó÷àé îòñó òñòâèÿ íó-
ëåé â M , N , óïðîùàÿ òåì ñàìûì àêñèîìàòèêó è ïîçâîëÿÿ ðàñøèðèòü êëàññ
îáúåêòîâ, îïðåäåëÿåìûõ ïîñðåäñòâîì ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ñ èììåòðèè.

1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð

1.1. Íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè áèëèíåéíûõ ôîðì

Ïðèâåäåì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ íåêîòîðûå ôàêòû èç òåîðèè áè ëèíåéíûõ
ôîðì, íà êîòîðûå ìû áóäåì îïèðàòüñÿ â ýòîì ðàçäåëå. Âñå ôàêòû , äàþòñÿ ïî [2].

Äàëåå â ýòîì ïóíêòå F � òåëî, V � ëåâîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F , W
� ïðàâîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F , � : V � W ! F � áèëèíåéíàÿ ôîðìà.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü V è W êîíå÷íîìåðíû íàä F . Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. � íåâûðîæäåíà ñëåâà;

2. � íåâûðîæäåíà ñïðàâà;

3. � íåâûðîæäåíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü V, W êîíå÷íîìåðíû íàä F , áèëèíåéíàÿ ôîðìà � , îïðå-
äåëåííàÿ íàä íèìè, íåâûðîæäåíà. Òîãäà dim V = dim W, è äëÿ âñÿêîãî áàçè-
ñà (ek) ïðîñòðàíñòâà V ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ (f l ) ïðîñòðàíñòâà W, ÷òî
�( ek ; f l ) = � kl (k; l = 1; : : : ; dim V, � kl � ñèìâîë Êðîíåêåðà).

Áàçèñû (ek), (f l ), îïèñàííûå â òåîðåìå 2, áóäåì íàçûâàòü äóàëüíûìè áàçè-
ñàìè ïðîñòðàíñòâ V, W.

Ëåììà 1. Ïóñòü (ek), (f l ) � äóàëüíûå áàçèñû êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ V,
W ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìà � íåâûðîæäåíà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x 2 V, y 2 W

�( x; y) = x1y1 + : : : + xnyn ; (1)

ãäån = dim V = dim W, xk = �( x; f k), yk = �( ek ; y), k = 1; : : : ; n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x =
P n

k=1 x0
k � ek � ðàçëîæåíèå x ïî áàçèñó ek . Òîãäà

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k = 1; : : : ; n xk = �( x; f k ) =
P n

l=1 x0
l � �( el ; f k) = x0

k . Òàêèì
îáðàçîì, x =

P n
k=1 xk � ek è àíàëîãè÷íî y =

P n
k=1 f k � yk . Òåïåðü, ðàñïèñûâàÿ

�( x; y) ïî áèëèíåéíîñòè è ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì �( ek ; f l ) = � kl , ñðàçó ïîëó÷à-
åì (1). �

1.2. Ñèñòåìà àêñèîì è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû

1.2.1. Áàçîâàÿ ñèñòåìà àêñèîì

Ïóñòü äàíà (ìíîãîîñíîâíàÿ) àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (M ; N ; R; h;i ), ãäåM , N ,
R � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà ( R ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà), h;i : M �
N ! R � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå áèôîðìîé è óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè :

äëÿ ëþáûõ i; i 0 2 M ; i 6= i0 íàéäåòñÿ � 2 N ; òàêîé, ÷òî hi; � i 6= hi0; � i ;

äëÿ ëþáûõ �; � 0 2 N ; � 6= � 0 íàéäåòñÿ i 2 M ; òàêîé, ÷òî hi; � i 6= hi; � 0i :

(òî åñòü ýëåìåíòû M è, ñîîòâåòñòâåííî, N ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè h;i äåé-
ñòâóåò íà íèõ îäèíàêîâî).

Ìû ñ÷èòàåì çàäàííûìè òàêæå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà n è m; ïàðó
(n + 1; m + 1) áóäåì íàçûâàòü ðàíãîì äàííîé ñèñòåìû.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñîêðàùåííóþ ô îðìó çà-
ïèñè: äëÿ i1; : : : ; ik ; i 2 M , � 1; : : : ; � l ; � 2 N ìû ìîæåì îáîçíà÷èòü (i1; : : : ; ik) =
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I 2 M k , (� 1; : : : ; � l ) = A 2 N l . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïîä hI; � i ïîíèìàòü âåê-
òîð (çäåñü è äàëåå ìû, äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü â óïîòðå áëåíèè òåðìè-
íîâ, íàçûâàåì òàê óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû ýëåìåíòîâ R, íå ïîäðàçóìåâàÿ ýòèì
íàëè÷èÿ ëèíåéíîé ñòðóêòóðû) (hi1; � i ; : : : ; hi k ; � i ) 2 Rk , ïîä hi; Ai � âåêòîð
(hi; � 1i ; : : : ; hi; � l i ) 2 Rl , ïîä hI; Ai � ìàòðèöó

hI; Ai =

0

@
hi1; � 1i : : : hi1; � l i
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
hi k ; � 1i : : : hi k ; � l i

1

A 2 Rkl :

Ìû áóäåì ÷àñòî èìåòü äåëî ñ îòîáðàæåíèÿìè hI; �i : N ! Rk , I 2 M k ,
îïðåäåëåííûìè ïî ïðàâèëó hI; �i : � 7! hI; � i , � 2 N . Áóäåì â ñëó÷àÿõ, êîãäà
ñî÷òåì ýòî óäîáíûì, îáîçíà÷àòü òàêèå îòîáðàæåíèÿ êàê � I : N ! Rk . Àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëåííûå îòîáðàæåíèÿ h�; Ai : M ! Rk , A 2 N k áóäåì îáîçíà÷àòü
� A : M ! Rk .

Ïóñòü çàäàíû íåêîòîðûå óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû Z = ( z1; : : : ; zn ) 2 M n è

 = ( ! 1; : : : ; ! m ) 2 N m ; ìû áóäåì äàëåå íàçûâàòü èõ áàçàìè M è N ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû íà (M ; N ; R; h;i ) (áóäåì íàçûâàòü
èõ áàçîâûì íàáîðîì àêñèîì).

Àêñèîìà À1 Ïóñòü I 0 2 M n , i; i 0 2 M , A0 2 N m , �; � 0 2 N . Ïóñòü hZ; A0i =
hI 0; 
 i , hi0; 
 i = hi; A0i , hZ; � 0i = hI 0; � i . Òîãäà hi0; � i = hi; � 0i .

Àêñèîìà À2 Äëÿ ëþáîãî r 2 Rn íàéäåòñÿ òàêîé � 2 N , ÷òî hZ; � i = r ; äëÿ
ëþáîãî r 2 Rm íàéäåòñÿ òàêîé i 2 M , ÷òî hi; 
 i = r .

Ââåäåì íà M ñëåäóþùåå îòíîøåíèå çàâèñèìîñòè . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî i 2
M çàâèñèò îò ñèñòåìû ýëåìåíòîâ (i1; : : : ; ik) = I 2 M k , åñëè äëÿ ëþáûõ �; � 0 2
N

hI; � i = hI; � 0i âëå÷åòhi; � i = hi; � 0i :

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ M , çàâèñÿùèõ îò i1; : : : ; ik 2 M , áóäåì îáîçíà-
÷àòü[i1; : : : ; ik ]. Áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó ýëåìåíòîâ i1; : : : ; ik 2 M íåçàâèñèìîé ,
åñëè îíà íå çàâèñèò íè îò êàêîé ìåíüøåé ñèñòåìû ýëåìåíòîâ M , òî åñòü íå
ñóùåñòâóåò òàêèõi0

1; : : : ; i0k� 1 2 M , ÷òî i1; : : : ; ik 2 [i0
1; : : : ; i0k� 1]. Â ñëó÷àåk = 1

íåçàâèñèìîñòü ýëåìåíòà i îçíà÷àåò, ÷òî i =2 [; ]. Çíà÷åíèå çàâèñèìîñòè òàêîãî
ðîäà áóäåò äåòàëüíî ðàññìîòðåíî ïîçæå.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå çàâèñèìîñòè íà N è âûòåêàþùèå èç
íåãî ïîíÿòèÿ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííîé ñëåäóþùóþ àêñèîìó.

Àêñèîìà À3 Ïóñòü k 2 f 1; 2; 3g, (i1; : : : ; ik) = I 2 M k íåçàâèñèìû. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà r 2 Rk íàéäåòñÿ òàêîé � 2 N , ÷òî hI; � i = r . Ïóñòü
(� 1; : : : ; � k) = A 2 N k íåçàâèñèìû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî r 2 Rk íàéäåòñÿ òàêîé
i 2 M , ÷òî hi; Ai = r .
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Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîãîîñíîâíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó (M ; N ; R; h;i ), óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì ( R ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà,
áèôîðìà íåâûðîæäåíà, âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû À1, À2, À3), áóäå ì íàçûâàòü
(àáñòðàêòíîé) ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ðàíãà (n + 1; m + 1) .

Îïðåäåëåíèå 2. Äâå ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû(M ; N ; R; h;i ) è (M 0; N 0; R0; h;i 0)
ðàíãà (n + 1; m + 1) áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íàéäóòñÿ
òàêèå áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ � : M ! M 0, � : N ! N 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ
i 2 M , � 2 N áóäåò âûïîëíåíî

h� (i ); � (� )i 0 = hi; � i :

1.2.2. Äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû

Êàê áûëî ïîêàçàíî â [18], èç áàçîâûõ àêñèîì À1�À3 ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ (êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü àêñèîìàìè À4�À6; âñ ÿ ñîâîêóïíîñòü
àêñèîì À1�À6 ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ìîæåò áûòü (è áóäåò) çàâèñèì à).

Àêñèîìà À6 Åñëè �; � 0 2 N , òî èç hZ; � i = hZ; � 0i ñëåäóåò� = � 0. Åñëè
i; i 0 2 M , òî èç hi; 
 i = hi0; 
 i ñëåäóåòi = i0.

Íàìè ïîëó÷åíà, ñ ó÷åòîì àêñèîìû À2, áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåí èé � Z è � 


(áóäåì íàçûâàòü èõ êîîðäèíàòèçóþùèìè îòîáðàæåíèÿìè). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ýëåìåíòà i 2 M áóäåì òåïåðü íàçûâàòü âåêòîð hi; Ai 2 Rm äóàëüíûìè êîîð-
äèíàòàìè i (â áàçå 
 ); àíàëîãè÷íî äëÿ � 2 N áóäåì íàçûâàòü hI; � i 2 Rn

äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè � (â áàçåZ).
Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà i 2 M ôóíêöèþ U[i ] : Rn ! R ñëåäóþùèì

ðàâåíñòâîì:
U[i ](hZ; � i ) = hi; � i äëÿ âñåõ� 2 N :

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó àêñèîìû À6; ôóíêöèè îïðåäåëåí û íà âñåì Rn â
ñèëó àêñèîìû À2. Ïóñòü òåïåðü

Un
M = f U[i ] j i 2 Mg :

Äëÿ k = 0; : : : ; n îïðåäåëèì Uk
M êàê ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Un

M , ïîñòî-
ÿííûõ íà ïîñëåäíèõ n � k êîîðäèíàòàõ (è ðàññìàòðèâàåìûõ ëèøü íà ïåðâûõ
k � ýëåìåíòû Uk

M ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Rk ! R). Îáîçíà÷èì UM =
F n

k=0 Uk
M .

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð U : M ! Un
M íå òîëüêî ñþðúåêòèâåí, íî è èíúåêòèâåí.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü i; i 0 2 M , U[i ] = U[i0]. Òîãäà hi; � i = U[i ](hZ; � i ) = hi0; � i
äëÿ ëþáîãî � 2 N , îòêóäà, ââèäó íåâûðîæäåííîñòè áèôîðìû, i = i0. Òàêèì
îáðàçîì, îïåðàòîð U îáðàòèì. Äàëåå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çà V : Un

M ! M
îáðàòíûé îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè èç Un

M ýëåìåíò M , êî-
òîðûì îíà çàäàíà.

Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ áàçû 
 îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð ôóíêöèé UN è îïåðàòî-
ðû U : N ! Um

N è V : Um
N ! N .

Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ñëåäóþùèå îïåðàòîðû: L k : Uk
M ! Un

M ,
Pk : Un

M ! Uk
M , L k

l : Ul
M ! Uk

M , P k
l : Uk

M ! Ul
M , k; l = 0; : : : ; n, l � k. Pk �
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ýòî îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè èç Un
M ïîñòîÿííîé íà ïîñëåäíèõ n � k

êîîðäèíàòàõ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ èç Uk
M (åå îãðàíè÷åíèå íà ïåðâûå k

êîîðäèíàò). Íà äðóãèõ ôóíêöèÿõ èç Un
M Pk íå îïðåäåëÿåòñÿ. L k � ýòî îïåðà-

òîð, îáðàòíûé ê Pk . Îí îïðåäåëåí íà âñåì Uk
M , ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Uk

M . Ïî
îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì L k

l = Pk � L l , P k
l = L l � Pk . Àíàëîãè÷íî äåéñòâóþùèå

îïåðàòîðû ââîäÿòñÿ è äëÿ ôóíêöèé èç UN . Îáîçíà÷àòü ìû èõ áóäåì òàê æå �
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âñÿêèé ðàç áóäåò î÷åâèäíà èç êîíòåêñòà.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà UM , UN .

Àêñèîìà À4 Ìíîæåñòâà ôóíêöèé UM , UN çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ
ñóïåðïîçèöèè (â êîòîðîé ó÷àñòâóþò ôóíêöèè ëèøü èç îäíîãî ìí îæåñòâà).

Àêñèîìà À5 Ïóñòü I = ( i1; : : : ; ik) 2 M k , u 2 Uk
M . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé

ýëåìåíò i 2 [i1; : : : ; ik ], ÷òî äëÿ âñåõ � 2 N âûïîëíÿåòñÿ hi; � i = u(hI; � i ).
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ � 1; : : : ; � k 2 N , u 2 Uk

N .
Êàê ïîêàçàíî â [18], àêñèîìû À4 è À5 ýêâèâàëåíòíû ïðè âûïîëíå íèè àêñè-

îì À1, À2, À6.
Ìû ìîæåì òåïåðü ââåñòè äëÿ êàæäîãî íàáîðà I = ( i1; : : : ; ik) 2 M k îïåðàòîð

VI [u] : Uk
M ! [i1; : : : ; ik ] � M , îïðåäåëåííûé íà âñåì Uk

M , ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ u 2 Uk

M ïîëàãàåì VI [u] = i 2 [i1; : : : ; ik ], òàêîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî � 2 N
âûïîëíÿåòñÿ hi; � i = u(hI; � i ).

Ìû îïðåäåëèì òàêæå îáðàòíûå îïåðàòîðû UI : [i1; : : : ; ik ] ! RRk
, ñîïîñòàâ-

ëÿþùèå êàæäîìó ýëåìåíòó i 2 [i1; : : : ; ik ] ôóíêöèþ u : Rk ! R (íå îáÿçàòåëüíî
ëåæàùóþ â Uk

M ), òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî � 2 N âûïîëíÿåòñÿ hi; � i = u(hI; � i ).
Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ îïåðàòîðû VA , UA , A 2 N k .

1.2.3. Ôîðìóëèðîâêà êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå òåëî. Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäó-
þùèõ ìíîæåñòâ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ íàä F .

L l
n (F ) = f f (x1; : : : ; xn ) = a1 � x1 + : : : + an � xn j a1; : : : ; an 2 F g;

L l;a
n (F ) = f f (x1; : : : ; xn ) = a1 � x1 + : : : + an � xn + an+1 j a1; : : : ; an+1 2 F g;

L l;s
n (F ) = f f (x1; : : : ; xn ) = a1 � x1 + : : : + an � xn j

a1; : : : ; an 2 F; a1 + : : : an = eg;

L l;s;a
n (F ) = f f (x1; : : : ; xn ) = a1 � x1 + : : : + an � xn + an+1 j

a1; : : : ; an+1 2 F; a1 + : : : an = eg:

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íî ñ äîìíîæåíèåì ïåðåìåííûõ x1; : : : ; xn íà a1; : : : ; an

ñïðàâà îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé L r
n (F ), L r;a

n (F ), L r;s
n (F ), L r;s;a

n .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (M ; N ; R; h;i ) ðàíãà (n + 1; m + 1) , òàêîãî,
÷òî m; n � 2, (n + 1; m + 1) 6= (3 ; 3), âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ñîâîêóïíîñòü àê-
ñèîì: À2, À3, îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñî÷åòàíèé: À1; À4 è À6; À5 è À6, à
òàêæå íåâûðîæäåííîñòü áèôîðìû è íàëè÷èå â R áîëåå, ÷åì îäíîãî ýëåìåíòà.
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Òîãäà

1. Ìû ìîæåì âûáðàòü ýëåìåíòû O; e 2 R (ïðè ýòîì â êà÷åñòâå e ìîæíî
âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò R, íå ðàâíûé O) è çàäàòü íà R áèíàðíûå
îïåðàöèè + è � òàê, ÷òî (R; + ; � ; O; e) áóäåò òåëîì.

2. M è N ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì m-ìåðíûì è ïðàâûì n-
ìåðíûì ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä òåëîì R, îïðåäåëåííûì â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

3. m = n, m = n + 1 èëè m = n � 1.

4. Ìîæíî âûáðàòü òàêèå íàáîðû ýëåìåíòîâ (z0
1; : : : ; z0

n ) = Z 0 2 M n ,
(! 0

1; : : : ; ! 0
m ) = 
 0 2 N m , ÷òî îòîáðàæåíèÿ hZ 0; �i : N ! Rn è h�; 
 0i :

M ! Rm áèåêòèâíû è äëÿ ëþáûõ i 2 M , � 2 N áèôîðìà h;i ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â îäíîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ (â ïåðâîì è ïîñëåäíåì ñëó÷àÿõ m = n,
âî âòîðîì � m = n + 1, â òðåòüåì � m = n � 1) :

hi; � i = x1 � � 1 + : : : + xn � � n ; (2)

hi; � i = ( x1 � xn+1 ) � � 1 + : : : + ( xn � xn+1 ) � � n + xn+1 ; (3)

hi; � i = x1 � (� 1 � � n) + : : : + xn� 1 � (� n� 1 � � n) + � n ; (4)

hi; � i = ( x1 � xn ) � (� 1 � � n) + : : : + (5)

(xn� 1 � xn ) � (� n� 1 � � n ) + xn + � n ;

ãäåhi; 
 0i = ( x1; : : : ; xm ), hZ 0; � i = ( � 1; : : : ; � n), + è � � îïåðàöèè â òåëå R.

5. Íàáîðû ôóíêöèé Un
M è Um

N , îïðåäåëåííûõ â àêñèîìàõ À4 è À5, èìåþò
ñëåäóþùèé âèä, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç ôîðìóë (2)�(5 ) çàäàíà
h;i :

(2) : Un
M = L l

n (R); Um
N = L r

n (R);

(3) : Un
M = L l;a

n (R); Um
N = L r;s

n+1 (R);

(4) : Un
M = L l;s

n (R); Um
N = L r;a

n� 1(R);

(5) : Un
M = L l;s;a

n (R); Um
N = L r;s;a

n (R):

Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìà êëàññèôèöèðóåò ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ðàíãà ñ òî÷íîñòüþ äî ñèëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Îòìåòè ì, ÷òî ïðèìåðû
ñòðóêòóð, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ïðèâåäåííûå òåîðåìû ôîð ìóëû, íåòðóä-
íî ïîñòðîèòü íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâ ñòðîê (ñì. [20]), è, òàêè ì îáðàçîì, òåîðåìà
ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (5) äëÿ áèôîðìû ïîÿâëÿëàñü ðàíåå êàê ïð èìåð â
ðàáîòå À.À. Ñèìîíîâà [17].

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, âàðèàíò àêñèîìàòèêè À2, À3, À4 (èëè À 5), À6
ÿâëÿåòñÿ ñëàáåéøèì èç ðàññìàòðèâàþùèõñÿ â óñëîâèè, ïîýòîì ó íàì äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü òåîðåìó òîëüêî äëÿ íåãî, ïðè÷åì ìû ìîæåì ñ÷èòàòü âû ïîëíåííûìè
ñðàçó îáå àêñèîìû À4, À5 êàê ýêâèâàëåíòíûå ïî ìîäóëþ îñòàëüí ûõ.
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1.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì

Ìû ïðåäïîëàãàåì äàëåå âûïîëíåííûìè óòâåðæäåíèÿ àêñèîì À2, À3, À4, À5, À6
(êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â ëþáîì èç âàðèàíòîâ àêñèîìàòèêè òåîð åìû 3). Àêñèî-
ìà À1 ïðÿìî èñïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåò.

1.3.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ëåììû

Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà M è N â óñëîâèÿõ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû ñèì-
ìåòðè÷íû. Ïîýòîìó, ïîìèìî êàæäîãî èç ñôîðìóëèðîâàííûõ çäå ñü óòâåðæäå-
íèé, áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ âûïîëíåííûì òàêæå è óòâåðæäåíè å, ïîëó÷àåìîå
èç íåãî ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâ M è N ðîëÿìè (ìû íå áóäåì ôîðìóëèðîâàòü
èõ îòäåëüíî). Èíîãäà ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå óòâåðæäåíèÿ äó àëüíûìè.

Â ýòîì ïóíêòå íå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ àêñèîìà À3.
Äàëåå âñþäó, ãäå íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîãî, k ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì

öåëûì ÷èñëîì îò 1 äî n.
Íàïîìíèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííûå â [18] (ïðè èõ äî-

êàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàëèñü ëèøü àêñèîìû À1-À6 è íå èñïîëü çîâàëàñü îïðå-
äåëåííàÿ â [18] äîïîëíèòåëüíàÿ àêñèîìà À0).

Ëåììà 2. Íàáîð Uk
M ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè ut : Rk ! R, òàêèå, ÷òî

� t (r1; : : : ; rk) = r t äëÿ ëþáûõ r1; : : : ; rk 2 R, t = 1; : : : ; k. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå
ôóíêöèè êîîðäèíàòíûìè.

Äàëåå ìû çàêðåïèì îáîçíà÷åíèå � t (t �öåëîå) äëÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé
Rk ! R (âñþäó, ãäå ýòî áóäåò íåî÷åâèäíî, ìû áóäåì ÿâíî óêàçûâàòü k).

Ëåììà 3. Ïóñòü � : Rk ! Rk � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò â äå-
êàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè: äëÿ ëþáûõ r1; : : : ; rk 2 Rk ïîëàãàåì � (r1; : : : ; rk) =
(r � (1) ; : : : ; r � (k)), ãäå� 2 Sk . Ïóñòü u 2 Uk

M . Òîãäà u � � 2 Uk
M .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ôîðìóëèðóþùååñÿ íåñêîëüêî áîëåå î áùèì îáðà-
çîì) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè èç íàáîðîâ UM è UN êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé,
ïðè íàäëåæàùåì ïîíèìàíèè èõ ñóïåðïîçèöèè.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé.

1. (i1; : : : ; ik) = I 2 M k , (� 1; : : : ; � l ) = A 2 N l , apq = hip; � qi , p = 1; : : : ; k, q =
1; : : : ; l, è çàäàíû íåêîòîðûå ôóíêöèè: u� 2 Ul

N ; u : Rk ! R, îïðåäåëåííàÿ
êàê u = UI [i ] äëÿ íåêîòîðîãî i 2 [i1; : : : ; ik ].

2. apq, p = 1; : : : ; k, q = 1; : : : ; l � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû R, u 2 Uk
M , u� 2

Ul
N .

Òîãäà

u(u� (a11; : : : ; a1l ); : : : ; u� (ak1; : : : ; akl )) =

= u� (u(a11; : : : ; ak1); : : : ; u(a1l ; : : : ; akl )) :
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Ñôîðìóëèðóåì åùå ñëåäóþùèå äâà òðèâèàëüíûõ óòâåðæäåíèÿ, ñ âÿçàííûõ ñ
ïîíÿòèåì çàâèñèìîñòè.

Ëåììà 4. Åñëè i1; : : : ; ik 2 M , i0
1; : : : ; i0l 2 [i1; : : : ; ik ], òî [i0

1; : : : ; i0l ] � [i1; : : : ; ik ].

Ëåììà 5. [z1; : : : ; zn ] = M .

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ñâÿçûâàþò ïîíÿòèå çàâèñèìîñòè ñ ôóíêöèÿìè
èç UM íà óðîâíå äóàëüíûõ êîîðäèíàò.

Ëåììà 6. Ïóñòü ýëåìåíòû i1; : : : ; ik ; i 2 M èìåþò â áàçå 
 äóàëüíûå êîîðäè-
íàòû (a1

1; : : : ; am
1 ); : : : ; (a1

k ; : : : ; am
k ); (a1; : : : ; am ) ñîîòâåòñòâåííî, è ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ u 2 Uk
M , ÷òî at = u(at

1; : : : ; at
k), t = 1; : : : ; m. Òîãäà i = VI [u] 2

[i1; : : : ; ik ], ãäåI = ( i1; : : : ; ik).

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç èñõîäíûõ ïîñûëîê ñëåäóþùèõ äâóõ ó òâåðæäå-
íèé íîñÿò èñêóññòâåííûé õàðàêòåð, íî áóäóò äîêàçàíû â äàëüí åéøåì ïðè ìà-
ëûõ k.

Ëåììà 7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ I = ( i1; : : : ; ik) 2 M k îáëàñòü çíà÷åíèé
îïåðàòîðà UI ëåæèò â Uk

M . Ïóñòü ýëåìåíòû i1; : : : ; ik ; i 2 M èìåþò â áà-
çå 
 äóàëüíûå êîîðäèíàòû (a1

1; : : : ; am
1 ); : : : ; (a1

k ; : : : ; am
k ); (a1; : : : ; am ) ñîîòâåò-

ñòâåííî, è ïðè ýòîì i 2 [i1; : : : ; ik ]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ u 2 Uk
M , ÷òî

at = u(at
1; : : : ; at

k), t = 1; : : : ; m (ïðè÷åì u = UI [i ]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè i 2 [i1; : : : ; ik ], òî äëÿ u = UI [i ] 2 Uk
M âûïîëíåíî

hi; � i = u(hi1; � i ; : : : ; hi k ; � i ) (äëÿ âñåõ� 2 N ). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà � = ! 1; : : : ; ! m ,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, ïðè êîòîðîì áóäåò âûïîëíÿò üñÿ ñëåäóþ-
ùåå ïðåäëîæåíèå 2, óäîáíî áóäåò ñôîðìóëèðîâàòü îòäåëüíî. Î òìåòèì, ÷òî ýòî
áóäåò ôàêòè÷åñêè íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèé, ìîãó ùèõ áûòü ñôîð-
ìóëèðîâàííûìè îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èíòåðåñóþùåãî íàñ çíà÷ åíèÿ k.

Óñëîâèå Ó1 Ôèêñèðóåì k. Ïóñòü (i0
1; : : : ; i0k) = I 0 2 M k , i1; : : : ; ik 2

[i0
1; : : : ; i0k ] � M íåçàâèñèìû, u1 = UI 0[i1]; : : : ; uk = UI 0[i k ]. Òîãäà îòîáðàæåíèå

(u1; : : : ; uk) : Rk ! Rk (äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå k îòîáðàæåíèé Rk ! R) áèåê-
òèâíî, è íàéäóòñÿ òàêèå u0

1; : : : ; u0
k 2 Uk

M , ÷òî îòîáðàæåíèå (u0
1; : : : ; u0

k) : Rk ! Rk

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ (u1; : : : ; uk).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ôèêñèðóåì k, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ó1. Ïóñòü
i1; : : : ; ik 2 M íåçàâèñèìû, i0

1; : : : ; i0k 2 M , i1; : : : ; ik 2 [i0
1; : : : ; i0k ]. Òîãäà

[i1; : : : ; ik ] = [ i0
1; : : : ; i0k ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì (i0
1; : : : ; i0k) = I 0, u1 = UI 0[i1]; : : : ; uk =

UI 0[i k ]. Òîãäà ïî óñëîâèþ Ó1 íàéäóòñÿ òàêèå u0
1; : : : ; u0

k 2 Uk
M , ÷òî

(u1; : : : ; uk) � (u0
1; : : : ; u0

k) = id . Îòñþäà äëÿ âñåõ � 2 N ïîëó÷àåì hi0
p; � i =

u0
p(u1(hI 0; � i ); : : : ; uk(hI 0; � i )) = u0

p(hi1; � i ; : : : ; hi k ; � i ), p = 1; : : : ; k, ÷òî äàåò
i0
1; : : : ; i0k 2 [i1; : : : ; ik ]. Îòñþäà ñëåäóåò, ñîãëàñíî ëåììå 4, [i0

1; : : : ; i0k ] � [i1; : : : ; ik ],
à èç óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ è òîé æå ëåììû � îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. �
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Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ó1. Ïóñòü
i1; : : : ; ik 2 M íåçàâèñèìû, i 2 M , i1; : : : ; ik ; i � çàâèñèìû. Òîãäà i 2 [i1; : : : ; ik ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç çàâèñèìîñòè i1; : : : ; ik ; i ñëåäóåò, ÷òî i1; : : : ; ik ; i 2
[i0

1; : : : ; i0k ] äëÿ íåêîòîðûõ i0
1; : : : ; i0k 2 M . Òîãäà ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 2 [i1; : : : ; ik ] =

[i0
1; : : : ; i0k ], îòêóäà è ñëåäóåòi 2 [i1; : : : ; ik ]. �

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé âàæíûì áóäåò ïîíÿòèå íóëåé â ìíî æåñòâàõ
(äàëåå äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü èõ ïð îñòðàíñòâàìè,
ïîäðàçóìåâàÿ ýòèì íàëè÷èå îïðåäåëÿåìîé áèôîðìîé ñòðóêòóð û) M è N . Áó-
äåì íàçûâàòü ýëåìåíò i 2 M íóëåâûì, âûðîæäåííûì, èëè æå ïðîñòî íóëåì
ïðîñòðàíñòâà M , åñëèi 2 [; ], òî åñòü, åñëè äëÿ ëþáûõ�; � 0 2 N hi; � i = hi; � 0i .
Èíûìè ñëîâàìè, íóëåâîé ýëåìåíò i ïðîñòðàíñòâà M � òàêîé ýëåìåíò, äëÿ êî-
òîðîãî ôóíêöèÿ hi; �i : N ! R ïîñòîÿííà (î÷åâèäíî, ïîñòîÿííîé â ýòîì ñëó÷àå
áóäåò è ôóíêöèÿ U[i ]). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íóëåâûå ýëåìåíòû ïðîñòðàí-
ñòâàN .

Îòìåòèì, ÷òî êàê â M , òàê è âN ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íóëåâûõ
ýëåìåíòîâ èëè íå áûòü âîâñå. Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ýòèõ ïðîñòð àíñòâ áóäåì íà-
çûâàòü òàêæå íåâûðîæäåííûìè. Çàìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû áàç Z è 
 ÿâëÿþòñÿ
íåâûðîæäåííûìè - â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå àêñèîìû À2 , î÷åâèäíî, íå
âûïîëíÿëîñü áû.

Ïóñòü äàëåå z0 � íåêîòîðûé íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà M , òàêîé, ÷òî
äëÿ âñåõ� 2 N hz0; � i = O, ãäåO � íåêîòîðûé ýëåìåíò R. Óñëîâèÿ óòâåðæäå-
íèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ äàëåå â ýòîì ïóíêòå, ïðåäïîëàãàþò íà ëè÷èå òàêîãî
ýëåìåíòà.

Î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ÷òî U[z0] åñòü ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ
íóëåâîìó ýëåìåíòó R.

Îòñþäà ëåãêî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 8. Ïóñòü u 2 Uk
M (çäåñü è äàëåå ýòîé çàïèñüþ ïîäðàçóìåâàåòñÿ

0 � k � n). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ u0 : Rl ! R, l � k ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:
u0(r1; : : : ; r l ) = u(r1; : : : ; r l ; O; : : : ; O) äëÿ âñåõr1; : : : ; r l 2 R. Òîãäà u0 2 Ul

M .

Äîêàçàòåëüñòâî. u0 = u(Pl (U[z1]); : : : ; Pl (U[zk ]); Pl (U[z0]); : : : ; Pl (U[z0])) . Òàêèì
îáðàçîì, u0 2 Ul

M , ââèäó àêñèîìû À4. �

Ìû ìîæåì òåïåðü ââåñòè îïåðàòîðû Ok
l : Uk

M ! Ul
M , 0 � l � k � n, ñîïî-

ñòàâëÿþùèå êàæäîé u 2 Uk
M ôóíêöèþ u0 2 Ul

M , îïðåäåëåííóþ êàê â ëåììå 8.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé íóëåâî-

ãî ýëåìåíòà R è íàáîðà UN .

Ëåììà 9. Ïóñòü u = UA [a] äëÿ íåêîòîðûõ A = ( � 1; : : : ; � k) 2 N k , � 2
[� 1; : : : ; � k ] (â ÷àñòíîñòè, u 2 Uk

N ). Òîãäà u(O; : : : ; O) = O.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ çàâèñèìîñòè äëÿ âñåõ i 2 M âûïîëíÿåòñÿ
hi; � i = u(hi; � 1i ; : : : ; hi; � k i ). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà i = z0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �
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Äëÿ äàëüíåéøåãî õîäà äîêàçàòåëüñòâà èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå íà-
ëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íóëåé â ïðîñòðàíñòâàõM è N . Ìû ïîëó÷àåì, òàêèì
îáðàçîì, ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ: ¾âM è â N åñòü íóëè¿, ¾âM åñòü íóëü,
â N íåò íóëåé¿, ¾âM íåò íóëåé, â N åñòü íóëü¿, ¾âM è â N íåò íóëåé¿.

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîé è òðåòèé èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà,
åñëè ïîìåíÿòü ðîëÿìè ïðîñòðàíñòâà M è N , ïîýòîìó íàì äàëåå äîñòàòî÷íî
áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü òîëüêî îäèí èç íèõ. Ïåðâûé ñëó÷à é ñîîòâåòñòâóåò
âûïîëíåíèþ àêñèîìû À0 [18] è ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí â [18]. Ïîýò îìó íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü òîëüêî äâà îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿ. Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ ðàññìîò-
ðèì çäåñü òîëüêî ñëó÷àé íàëè÷èÿ íóëÿ â îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ è îòñóòñòâèÿ â
äðóãîì. Ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ íóëÿ â îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ ðåøàå òñÿ â àíàëîãè÷íîé
òåõíèêå è ðàçîáðàí â ïðåïðèíòå àâòîðà [20].

Îòíîñèòåëüíî ñëó÷àÿ, êîãäà M è N ñîäåðæàò íóëè, íàïîìíèì óòâåðæäåíèå
èç [?], êîòîðîå áóäåò ïîëåçíî äëÿ íàñ â äàëüíåéøåì.

Ïðåäëîæåíèå 3. Îïðåäåëåííîå íàìè â àêñèîìàòèêå ôèçè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû ïîíÿòèå çàâèñèìîñòè îòâå÷àåò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (ïðè íàäëåæíîñòè
ëèíåéíîé îáîëî÷êå) â âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ M è N .

1.3.2. Â M åñòü íóëü, â N íåò íóëÿ

Îáîçíà÷èì íóëåâîé ýëåìåíò M êàê z0, hz0; 
 i = ( O; : : : ; O). Ñîãëàñíî àêñèî-
ìå À2, â N íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò ! 0 2 N , ÷òî hZ; ! 0i = ( O; : : : ; O). Ìû áóäåì
ññûëàòüñÿ íà íåãî â äàëüíåéøåì. Îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó â N íåò íóëåé, ýëå-
ìåíò ! 0 áóäåò íåâûðîæäåííûì.

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò e 2 R, e 6=
O. Âî âñåõ äîêàçûâàåìûõ äàëåå óòâåðæäåíèÿõ íåÿâíî èñïîëüçóå òñÿ óñëîâèå
íàëè÷èå íóëÿ â M è îòñóòñòâèÿ âN .

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî r 2 R ñóùåñòâóåò (î÷åâèäíî, åäèíñòâåííàÿ)
ôóíêöèÿ u 2 U0

M , òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ r .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì r 2 R. Ñîãëàñíî àêñèîìå À3, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
i 2 M , òàêîé, ÷òî hi; ! 0i = r . Âîçüìåì u = On

0 (U[i ]). Ïîñêîëüêó U[i ](O; : : : ; O) =
U[i ](hZ; ! 0i ) = hi; ! 0i = r , ôóíêöèÿ u áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâíà r . �

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü �; � 0 2 N , � 0 2 [� ]. Òîãäà � 0 = � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ v : R ! R òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî i 2 M
hi; � 0i = v(hi; � i ). Ôèêñèðóåì i . Îáîçíà÷èì çà u0 ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ èç U1

M ,
ðàâíóþ hi; � i (ìû ìîæåì ïîäíÿòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ èç U0

M äî ôóíê-
öèè èç U1

M îïåðàòîðîì L1
0). Òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1, hi; � 0i = v(hi; � i ) =

v(u0(hi; � i )) = u0(hi; � i ) = hi; � i . Ïîñêîëüêó ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî i , îò-
ñþäà ñëåäóåò� = � 0. �

Ñëåäñòâèå 3.2. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ôóíêöèåé,
ëåæàùåé â U1

N .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5, [! 1] = f ! 1g. Òðåáóåìîå óòâåðæäå-
íèå ïîëó÷àåòñÿ òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ U1

N , �

Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ëþáûõ a1; a2; r1; r2 2 R, a1 6= a2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íàÿ u 2 U1

M , òàêàÿ, ÷òî u(a1) = r1, u(a2) = r2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì � 1; � 2 2 N ñ äóàëüíû-
ìè êîîðäèíàòàìè (a1; O; : : : ; O), (a2; O; : : : ; O) ñîîòâåòñòâåííî. Ââèäó ïðåäëî-
æåíèÿ 5, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé � 2 N , ÷òî � 1; � 2 2 [� ], òî � 1 = � = � 2 �
ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó � 1; � 2 íåçàâèñèìû. Âîçüìåì, ïîëüçóÿñü àêñèîìîé À3,
i 2 M , òàêîé, ÷òî hi; � 1i = r1, hi; � 2i = r2. Âîçüìåì u = On

1 (U[i ]). Òîãäà
u(a1) = U[i ](a1; O; : : : ; O) = U[i ](hZ; � 1i ) = hi; � 1i = r1 è àíàëîãè÷íî u(a2) = r2.

Ïóñòü íàøëèñü äâå ôóíêöèè u; u0 2 U1
M , óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèÿì âòî-

ðîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ. Âîçüìåì j 2 N ñ äóàëüíûìè êîîðäèíàòàìè
(a1; a2; a2; : : : ; a2). Ïîñêîëüêó a1 6= a2, hj; ! 1i 6= hj; ! 2i è j íåâûðîæäåí. Îáîçíà-
÷èì i = V(j ) [u], i0 = V(j ) [u0]. Òîãäà hi; 
 i = ( r1; r2; r2; : : : ; r2) = hi0; 
 i , îòêóäà,
ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 2, i = i0. Òåïåðü u(hj; � i ) = hi; � i = hi0; � i = u0(hj; � i ) äëÿ
ëþáîãî � 2 N , è ïîñêîëüêó, ââèäó àêñèîìû À3, hj; � i ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå
çíà÷åíèÿ èç R, u = u0. �

Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ ëþáûõ a1; a2; r 2 R, a1 6= a2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ u 2 U2

N , äëÿ êîòîðîé u(a1; a2) = r .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì i 2 M ñ äóàëüíûìè êîîð-
äèíàòàìè (a1; a2; a2; : : : ; a2). Ïîñêîëüêó a1 6= a2, îí íåâûðîæäåí. Òîãäà íàéäåòñÿ
òàêîé � 2 N , ÷òî hi; � i = r . Ïóñòü òåïåðü u = U[� ] � (� 1; � 2; � 2; : : : ; � 2), ãäå
� 1; � 2 2 U2

N � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè (ñì. ïðåäëîæåíèå 7). Êàê ñóïåðïîçèö èÿ
ôóíêöèè èç Um

N ñ m ôóíêöèÿìè èç U2
N , îíà áóäåò, ñîãëàñíî àêñèîìå À4, ïðè-

íàäëåæàòü U2
N . Ïðè ýòîì u(a1; a2) = U[� ](a1; a2; : : : ; a2) = hi; � i = r , ïîýòîìó

ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìûì íàìè óñëîâèÿì.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðàññìîòðèì � 1; � 2 2 N ñ äóàëüíûìè

êîîðäèíàòàìè (a1; : : : ; a1), (a2; : : : ; a2) ñîîòâåòñòâåííî. � 1; � 2 íå ðàâíû, è çíà-
÷èò, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5, íåçàâèñèìû. Ïóñòü u; u0 2 U2

N óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì � = V(� 1 ;� 2) [u], � 0 = V(� 1 ;� 2) [u0]. Òîãäà
hZ; � i = ( r; : : : ; r ) = hZ; � 0i , � = � 0, îòêóäà, êàê è ðàíüøå, êîãäà ìû äîêàçûâàëè
åäèíñòâåííîñòü, u = u0. �

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü i 2 M , j 2 [i ]. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ u 2 U1
M , ÷òî

j = V(i ) [u].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì hi; 
 i = ( a1; : : : ; am ), hj; 
 i = ( b1; : : : ; bm ). Â ñèëó
ëåììû 6 íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèþ u 2 U1

M , òàêóþ, ÷òî u(aq) = bq, q =
1; : : : ; m.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî i íåâûðîæäåí, òî åñòü íå âñå a1; : : : ; am ðàâíû
äðóã äðóãó. Ïóñòü s òàêîâî, ÷òî as 6= a1. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 7, äëÿ
q = 2; : : : ; ŝ; : : : ; m íàéäóòñÿ òàêèå ôóíêöèè uq 2 U2

N , ÷òî aq = uq(a1; as). Ïóñòü
v = U(i ) [j ], òî åñòü hj; � i = v(hi; � i ) äëÿ âñåõ� 2 N . Òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2008. Âûï. 18. 21

íà ìåñòî � ýëåìåíòîâ ! 1; : : : ; ! m ïîëó÷àåì bt = v(at ), t = 1; : : : ; m. Ïîëüçóÿñü
ïðåäëîæåíèåì 1, ïîëó÷èì òåïåðü bq = v(aq) = v(uq(a1; as)) = uq(v(a1); v(as)) =
uq(b1; bs), q = 2; : : : ; ŝ; : : : ; m.

Â êà÷åñòâåu âîçüìåì ôóíêöèþ èç U1
M , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì u(a1) =

b1, u(as) = bs. Äëÿ q = 2; : : : ; ŝ; : : : ; m òåïåðü èìååì â ñèëó ðàíåå äîêàçàííîãî :
u(aq) = u(uq(a1; as)) = uq(u(a1); u(as)) = uq(b1; bs) = bq, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî i ýëåìåíò j 2 [i ], î÷åâèäíî, òîæå âûðîæäåí, è â
êà÷åñòâåu ìîæíî âçÿòü ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ. �

Ëåììà 10. Ïóñòü i0 2 M , i 2 [i0] � M íåâûðîæäåí, è u = U(i 0) [i ] (u 2 U1
M

ïî ïðåäëîæåíèþ 8). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ u0 2 U1
M , ÷òî u � u0 = id : R ! R.

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ k = 1 è ïðîñòðàíñòâà M âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ó1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì u(hi0; ! qi ) = aq, q = 1; : : : ; m. Òîãäà (a1; : : : ; am ) =
(u(hi0; ! 1i ; : : : ; hi0; ! m i )) = hi; 
 i . Ïîñêîëüêó i íåâûðîæäåí, íàéäåòñÿ òàêîé èí-
äåêñs, ÷òî as 6= a1. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6, ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ
u0 2 U1

M , òàêóþ, ÷òî u0(a1) = hi0; ! 1i , u0(as) = hi0; ! si . Ïîêàæåì, ÷òî u0 óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû. Îáîçíà÷èì u � u0 = v. Ñîãëàñíî àêñèîìå À4, v 2 U1

M .
Ïðè ýòîì v(a1) = a1, v(as) = as, ÷òî, ââèäó óòâåðæäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåä-
ëîæåíèÿ 6, äàåò òðåáóåìîå v = id . �

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïóñòü u 2 U1
M . u íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ôóíêöèåé.

Òîãäà u îáðàòèìà, è îáðàòíàÿ åé ôóíêöèÿ òàêæå ëåæèò â U1
M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåðÿ i0 = z1 (îí íåâûðîæäåí, íàïðèìåð, â ñèëó àêñèîìû À2),
i = V(z1 ) [u], ìû ïîëó÷àåì, ÷òî u = U(i 0) [i ] è ýëåìåíòû i; i 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì ëåììû. Òðåáóåìîå íàì óòâåðæäåíèå òåïåðü ñëåäóåò èç óòâ åðæäåíèÿ ëåì-
ìû. �

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü � 1; � 2 2 N , � 1 6= � 2. Ïóñòü � 2 [� 1; � 2]. Òîãäà íàé-
äåòñÿ òàêàÿ u 2 U2

N , ÷òî � = V(� 1 ;� 2 ) [u].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì hZ; � i = ( b1; : : : ; bn ), hZ; � pi = ( ap1; : : : ; apn), p =
1; 2. Ïîñêîëüêó � 1 6= � 2, íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ s, ÷òî a1s 6= a2s. Îáîçíà÷èì çà
uq 2 U1

M , q = 1; : : : ; ŝ; : : : ; n ôóíêöèè, çàäàííûå ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:
uq(a1s) = a1q, uq(a2s) = a2q. Åñëè v = U(� 1 ;� 2 ) [� ], òî åñòühi; � i = v(hi; � 1i ; hi; � 2i ),
äëÿ âñåõi 2 M , òî ïðè ïîäñòàíîâêå íà ìåñòî i ýëåìåíòîâ z1; : : : ; zn ïîëó÷à-
åì bt = v(a1t ; a2t ), t = 1; : : : ; n. Òîãäà bq = v((a1q; a2q) = v(uq(a1s); uq(a2s)) =
uq(v(a1s; a2s)) = uq(bs), q = 1; : : : ; ŝ; : : : ; n. Áåðÿ â êà÷åñòâåu ôóíêöèþ èç
U2

N , äëÿ êîòîðîé u(a1s; a2s) = bs, ïîëó÷àåì òåïåðü äëÿ q 6= s: u(a1q; a2q) =
u(uq(a1s); uq(a2s)) = uq(u(a1s; a2s)) = uq(bs) = bq, ÷òî, ñ ó÷åòîì ëåììû 6, è äàåò
íàì òðåáóåìîå. �

Ëåììà 11. Ïóñòü (� 0
1; � 0

2) = A0 2 N k , � 1; � 2 2 [� 0
1; � 0

2] � N íåçàâèñèìû,
u1 = UA0[� 1], u2 = UA0[� 2] (u1; u2 2 U2

N ïî ïðåäëîæåíèþ 9). Òîãäà îòîáðàæåíèå
(u1; u2) : R2 ! R2 (äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ îòîáðàæåíèé R2 ! R) áèåê-
òèâíî, è íàéäóòñÿ òàêèå u0

1; u0
2 2 U2

N , ÷òî îòîáðàæåíèå (u0
1; u0

2) : R2 ! R2

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ (u1; u2). Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ k = 2 è
ïðîñòðàíñòâà N âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ó1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì (u1; u2)(hzq; A0i ) = ( a1q; a2q), q = 1; : : : ; n. Òîãäà
(ap1; : : : ; apn) = ( up(hz1; A0i ); : : : ; up(hzn ; A0i )) = ( hz1; � pi ; : : : ; hzn ; � pi ) = hZ; � pi ,
p = 1; 2.

Ïîñêîëüêó � 1; � 2 íåçàâèñèìû, íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ s, ÷òî a1s 6= a2s. Îïðå-
äåëèì u0

p 2 U2
N ðàâåíñòâîì u0

p(a1s; a2s) = hzs; � 0
pi , p = 1; 2. Ñîãëàñíî àêñèîìå À4

(u1; u2) � (u0
1; u0

2) = ( v1; v2) : R2 ! R2 äëÿ íåêîòîðûõ v1; v2 2 U2
N . Ïîêàæåì,

÷òî v1; v2 ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, vp(a1s; a2s) =
up(u0

1(a1s; a2s); u0
2(a1s; a2s)) = up(hzs; � 0

i ; hzs; � 0
2i ) = aps, p = 1; 2, ïî ïîñòðîåíèþ

ôóíêöèé vp. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ëåæàò â U2
N , îòñþäà ñëåäóåò, â

ñèëó åäèíñòâåííîñòè, ÷òî ôóíêöèè v1; v2 ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè è, çíà÷èò,
îòîáðàæåíèå (v1; v2) òîæäåñòâåííî. �

Ëåììà 12. Ïóñòü ýëåìåíòû � 1; � 2 2 N èìåþò äóàëüíûå êîîðäèíàòû
(e; O; : : : ; O), (O; e; O; : : : ; O) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñèñòåìà � 1; � 2; ! 0 íåçà-
âèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ! 0 =2 [� 1; � 2]. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ñîãëàñíî ëåììå 7 (óñëîâèå Ó1 âûïîëíÿåòñÿ ââèäó ëåììû 11) íàøëàñü áû
òàêàÿ ôóíêöèÿ u 2 U2

N , ÷òî u(e; O) = O, u(O; e) = O. Íî èç ïåðâîãî èç ýòèõ óñëî-
âèé, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåäëîæåíèÿ 7, ñëåäóåò, ÷òîu ñîâïàäà-
åò ñî âòîðîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé (ïîñêîëüêó êîîðäèíàòíû å ôóíêöèè ëåæàò
â U2

N è äëÿ âòîðîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè � 2 òàêæå âûïîëíåíî � 2(e; O) = O).
Àíàëîãè÷íî èç óñëîâèÿ u(O; e) = O ñëåäóåò, ÷òîu ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé êîîð-
äèíàòíîé ôóíêöèåé � ïðîòèâîðå÷èå. Ïîñêîëüêó, ââèäó ïðåäëî æåíèÿ 5, � 1 è
� 2 íåçàâèñèìû, îòñþäà ñëåäóåò, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.1 ïðåäëîæåíèÿ 2, ÷òî
ñèñòåìà ýëåìåíòîâ � 1; � 2; ! 0 íåçàâèñèìà. �

Ïðåäëîæåíèå 10. m � 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � m = 2. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëî-
æåíèþ 5, N = [ ! 1; ! 2]. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû � 1; � 2 2 N , èìåþùèå äóàëüíûå
êîîðäèíàòû (e; O; : : : ; O), (O; e; O; : : : ; O), ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî ëåììå 12,
ñèñòåìà � 1; � 2; ! 0 íåçàâèñèìà. Íî � 1; � 2; ! 0 2 [! 1; ! 2] � ïðîòèâîðå÷èå. �

Ïðåäëîæåíèå 11. Äëÿ ëþáûõ r1; r2; r3 2 R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ u 2 U2

M , òàêàÿ, ÷òî u(e; O) = r1, u(O; e) = r2, u(O; O) = r3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì � 1; � 2 2 N ñ äóàëüíûìè
êîîðäèíàòàìè (e; O; : : : ; O), (O; e; O; : : : ; O) ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî ëåììå 12,
ñèñòåìà ýëåìåíòîâ � 1; � 2; ! 0 íåçàâèñèìà. Òîãäà ìû ìîæåì âûáðàòü i 2 M òàê,
÷òîáû hi; � 1i = r1, hi; � 2i = r2, hi; ! 0i = r3. Ôóíêöèÿ u = On

2 (U[i ]), ëåãêî âèäåòü,
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íàøèì òðåáîâàíèÿì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè âîçüìåì j 1; j 2 2 M ñ äóàëüíûìè êîîð-
äèíàòàìè (e; O; : : : ; O), (O; e; O; : : : ; O) ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, j 2 íåâûðîæ-
äåí. Çàìåòèì, ÷òî j 1 =2 [j 2], òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëàñü áû, ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 8 è ëåììå 7 (ìû ïîëüçóåìñÿ òàêæå äîêàçàííûì m � 3) , òàêàÿ
ôóíêöèÿ v 2 U1

M , ÷òî v(O) = e, v(e) = O, v(O) = O � ïðîòèâîðå÷èå. Òå-
ïåðü ââèäó ñëåäñòâèÿ 3.1 ïðåäëîæåíèÿ 2 (óñëîâèå Ó1 âûïîëíåí î ïî ëåììå 10),
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ïîëó÷àåì, ÷òî j 1 è j 2 íåçàâèñèìû. Åñëè òåïåðü u; u0 2 U2
M óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì ïðåäëîæåíèÿ, òî äëÿ ýëåìåíòîâ i = V(j 1 ;j 2) [u], i0 = V(j 1 ;j 2) [u0] ïîëó÷àåì
hi; 
 i = ( r1; r2; r3; : : : ; r3) = hi0; 
 i , îòêóäà i = i0, è, ïðèìåíÿÿ äëÿ j 1; j 2, àêñèî-
ìó À3, êàê è â äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâàõ åäèíñòâåííîñòè, ïîëó÷àåì u = u0. �

Ïðåäëîæåíèå 12. Äëÿ ëþáûõ r1; r2 2 R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
u 2 U3

N , òàêàÿ, ÷òî u(e; O; O) = r1, u(O; e; O) = r2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì i1; i2 2 M òàê, ÷òîáû
hi1; 
 i = ( e; O; : : : ; O), hi2; 
 i = ( O; e; O; : : : ; O). Êàê ìû ïîêàçàëè ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 11, îíè íåçàâèñèìû. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé � 2 N , ÷òî
hi1; � i = r1, hi2; � i = r2. Âîçüìåì u = U[� ] � (� 1; � 2; � 3; � 3; : : : ; � 3) 2 U3

N , ãäå
� 1; � 2; � 3 2 U3

N � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò íàøèì òðåáîâàíèÿì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðàññìîòðèì ýëåìåíòû � 1; � 2 2 N ñ äó-
àëüíûìè êîîðäèíàòàìè (e; O; : : : ; O), (O; e; O; : : : ; O) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ u; u0 2
U3

N , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ, îáîçíà÷àåì � = V(� 1 ;� 2 ;! 0) [u],
� 0 = V(� 1 ;� 2 ;! 0 ) [u0] è, ïðèìåíÿÿ îáû÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî i = i0 è,
ââèäó íåçàâèñèìîñòè � 1; � 2; ! 0 (ëåììà 12), u = u0. �

Îòìåòèì, ÷òî âûøå íàìè áûëî äîêàçàíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ó1 ä ëÿ ïðî-
ñòðàíñòâàM ïðè k = 1 (ëåììà 10) è äëÿ ïðîñòðàíñòâà N ïðè k = 1; 2 (ñëåä-
ñòâèå 3.2, ëåììà 11). Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ñâîáîäíî ññûëàò üñÿ â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñèòóàöèÿõ íà ïðåäëîæåíèå 2 è åãî ñëåäñòâèå 3.1.

Ââåäåì íà R îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ � ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü a; b2 R. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 6 íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ' a 2 U1

M , òàêàÿ, ÷òî ' a(e) = a,
' a(O) = O. Óìíîæåíèå â R îïðåäåëÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè ' a òàê æå,
êàê è â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íóëåé âM è N :

a � b := ' a(b); ' a 2 U1
M : ' a(e) = a; ' a(O) = O:

Ââåäåì íà R îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü f 2 U2
M

� ôóíêöèÿ, ñóùåñòâóþùàÿ ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 11, òàêàÿ, ÷òî f (e; O) = e,
f (O; e) = e, f (O; O) = O. Äëÿ a; b2 R ïîëîæèì

a + b := f (a; b):

Ïîêàæåì, ÷òî óìíîæåíèå íà R ìîæíî ââåñòè äâîéñòâåííûì îáðàçîì ñ ïîìî-
ùüþ ôóíêöèé èç UN . Ïóñòü a; b2 R. Ïî ïðåäëîæåíèþ 7 íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ ' b 2 U2

N , òàêàÿ, ÷òî ' b(e; O) = a. Ïîêàæåì, ÷òî

a � b= ' b(a; O):

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, ' b(a; O) = ' b(' a(e); ' a(O)) =
' a(' b(e; O)) = ' a(b) = a � b.

Äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a; b2 R ÷åðåç' a; ' b; f áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ îïðåäå-
ëåííûå âûøå ôóíêöèè.
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Ïðåäëîæåíèå 13. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà(R; + � ; O; e) ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a 2 R âåðíî e � a = a � e = a. Ââè-
äó óòâåðæäåíèÿ åäèíñòâåííîñòè ïðåäëîæåíèÿ 6, ' e ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííîé
ôóíêöèåé (î÷åâèäíî, ëåæàùåé â U1

M ), è ïîòîìó e�a = ' e(a) = a. ×òî æå êàñàåòñÿ
ôóíêöèè ' e 2 U2

N , ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 7 îíà ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíîé ôóíê-
öèåé � 1 2 U2

N , äëÿ êîòîðîé òàêæå � 1(e; O) = e, � 1(O; O) = O. Òåïåðü âñëåäñòâèå
äâîéñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ a � e = ' e(a; O) = � 1(a; O) = a.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a; b; c 2 R âûïîëíÿåòñÿ (a � b) � c = a � (b � c).
Äåéñòâèòåëüíî, a� (b� c) = ' a(b� c) = ' a(' b(c)) = ' (c), ãäå' = ' a � ' b 2 U1

M . Ïðè
ýòîì ' (e) = ' a(' b(e)) = ' a(b) = a � b, ' (O) = ' a(' b(O)) = O, îòêóäà ' = ' a�b è,
ïî îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ, ' (c) = ( a � b) � c, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a 2 R� íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò b 2 R, òàêîé,
÷òî a � b = b� a = e. Ôóíêöèÿ ' a îáðàòèìà â U1

M ïî ñëåäñòâèþ 3.3 ëåììû 10.
Îáîçíà÷èì ' � 1

a = ' . Âîçüìåì b = ' (e). ' (O) = O ïî ïîñòðîåíèþ, è èç ïðåäëî-
æåíèÿ 6 ïîëó÷àåì ' = ' b. Òîãäà b� a = ' (a) = e.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàêóþ (ñóùåñòâóþùóþ, ñîãëàñíî ïðåäëîæå íèþ 7) ôóíê-
öèþ ' 0 2 U2

N , ÷òî ' (a; O) = e, ' (O; O) = O. Îáîçíà÷èì ' (e; O) = b0, òîãäà, ïî
ïðåäëîæåíèþ 7, ' = ' b0

, è a� b0 = ' (a; O) = e. Ðàâåíñòâî b= b0 è åäèíñòâåííîñòü
îáðàòíîãî ýëåìåíòà ñëåäóþò òåïåðü èç ðàíåå äîêàçàííûõ àññî öèàòèâíîñòè è
ñâîéñòâà åäèíèöû.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a; b2 R âûïîëíÿåòñÿ a+ b= b+ a. Ïóñòü � : R2 !
R2 � ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò. Ñîãëàñíî ëåììå 3, f 0 = f � � 2 U2

M . Ïðè ýòîì
f 0(e; O) = f (O; e) = e, f 0(O; e) = e, f 0(O; O) = O. Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 11
f 0 = f . Ïðè ýòîì b+ a = f (b; a) = f 0(a; b), è ïîòîìó b+ a = a + b.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ a 2 R âåðíî a + O = a. Îáîçíà÷èì f 0 = O2
1(f ) 2 U1

M .
Òîãäà f 0(e) = e, f 0(O) = O, è f 0 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ôóíêöèåé. Òåïåðü
a + O = f (a; O) = f 0(a) = a.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a; b; c2 R âûïîëíÿåòñÿ (a+ b) + c = a+ ( b+ c). Ìû
ìîæåì äàëåå ñ÷èòàòü a îòëè÷íûì îò O � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñðàçó ïîëó÷àåì
èç óæå äîêàçàííîãî (O + b) + c = b + c = O + ( b + c). Ïóñòü � 2 N òàêîâî,
÷òî hz1; � i = a, hz2; � i = c. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ' 2 U1

M , òàêóþ, ÷òî ' (a) = b,
' (O) = O. Îáîçíà÷èì j = V(z1) [' ] 2 [z1]. Òîãäà hj; � i = ' (hz1; � i ) = b, hj; ! 0i =
' (hz1; ! 0i ) = O. Ïóñòü j 1 = V(z1 ;j ) [f ], j 2 = V(j;z 2) [f ] � òîãäà hj 1; � i = a + b,
hj 2; � i = b+ c, hj 1; ! 0i = f (O; O) = O, hj 2; ! 0i = O. Íàêîíåö, ïóñòü i1 = V(j 1 ;z2) [f ],
i2 = V(z1 ;j 2) [f ]. Òîãäà hi1; ! 0i = hi2; ! 0i = O,

hi1; � i = ( a + b) + c ; hi2; � i = a + ( b+ c): (6)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 4 è ïîñòðîåíèÿ âñå ýëåìåíòû j , j 1, j 2, i1, i2 ëå-
æàò â[z1; z2]. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû ("1; "2) = E 2 N 2 ñ äóàëüíûìè êîîðäèíà-
òàìè (e; O; : : : ; O), (O; e; O; : : : ; O) ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì (hj; Ei) = ( x; y).
Ïî ïîñòðîåíèþ, hi1; "1i = f (hj 1; "1i ; hz2; "1i ) = f (f (hz1; "1i ; hj; " 1i ); hz2; "1i ) =
f (f (e; x); O) = f (e; x). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì hi1; "2i = f (f (O; y); e) = f (y; e),
hi2; "1i = f (e; f (x; O)) = f (e; x), hi2; "2i = f (O; f (y; e)) = f (y; e). Òàêèì îá-
ðàçîì, hi1; Ei = hi2; Ei. Îáîçíà÷èì u1 = U(z1 ;z2) [i1], u2 = U(z1 ;z2) [i2]. Òîãäà
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u1(e; O) = u1(hz1; "1i ; hz2; "1i ) = hi1; "1i = hi2; "1i = u2(e; O) è àíàëîãè÷íî
u1(O; e) = u2(O; e). Êðîìå òîãî, u1(O; O) = u1(hz1; ! 0i ; hz2; ! 0i = hi1; ! 0i = O
è àíàëîãè÷íî u2(O; O) = O. Òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 11, u1 = u2. Ïîýòîìó
hi1; � i = u1(hz1; � i ; hz2; � i ) = u2(hz1; � i ; hz2; � i ) = hi2; � i , ÷òî, â ñèëó ðàâåíñòâ (6),
è äàåò íàì òðåáóåìóþ àññîöèàòèâíîñòü.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî a 2 R íàéäåòñÿ ýëåìåíò b 2 R, äëÿ êîòîðîãî
a + b = O (åãî åäèíñòâåííîñòü èçâåñòíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç àññîöèàò èâíîñòè
è êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ). Îáîçíà÷èì z = V(z1 ;z2 ) [f ] Çàìåòèì, ÷òî z è z1

íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ñ ëåäñòâèþ 3.1 ïðåä-
ëîæåíèÿ 2 , ëèáî z 2 [z1], ëèáî z1 âûðîæäåí. Ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíîñòü, î÷åâèäíî,
èñêëþ÷åíà (íàïðèìåð, ââèäó àêñèîìû À2). Ïóñòü z 2 [z1]. Âîçüìåì òàêîé � 2 N ,
÷òî hz1; � i = O, hz2; � i = e. Òîãäà hz1; � i = hz1; ! 0i , îòêóäà, ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ çàâèñèìîñòè, hz; � i = hz; ! 0i , è e = f (O; e) = hz; � i = hz; ! 0i = f (O; O) = O
� ïðîòèâîðå÷èå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî z; z1 íåçàâèñèìû. Âîçüìåì òåïåðü
òàêîé � 2 N , ÷òî hz1; � i = a, hz; � i = O. Îáîçíà÷èì hz2; � i = b. Òîãäà
a + b = f (a; b) = f (hz1; � i ; hz2; � i ) = hz; � i = O, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Ïîêàæåì ëåâóþ äèñòðèáóòèâíîñòü. Ïóñòü a; b; c2 R. c � (a + b) = ' c(f (a; b)).
Îáîçíà÷èì u = ' c � f 2 U2

M . Òîãäà u(e; O) = ' c(e) = c, u(O; e) = c, u(O; O) = O.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, c � a+ c� b= f (' c(a); ' c(b)) = u0(a; b) äëÿ íåêîòîðîé u0 2 U2

M .
Ïðè ýòîì u0(e; O) = f (c ; O) = c, u0(O; e) = c, u0(O; O) = O. Òàêèì îáðàçîì, â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 11, u = u0, ÷òî äàåò ëåâóþ äèñòðèáóòèâíîñòü.

Ïîêàæåì ïðàâóþ äèñòðèáóòèâíîñòü. (a + b) � c = ' c(f (a; b); O). Ïðåîáðà-
çóåì äàëåå, ïîëüçóÿñü ïðåäëîæåíèåì 1: ' c(f (a; b); O) = ' c(f (a; b); f (O; O)) =
f (' c(a; O); ' c(b; O)) = a � c + b� c � ïðàâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü äîêàçàíà. �

Ïóñòü f � 2 U3
N � ôóíêöèÿ, ñóùåñòâóþùàÿ ïî ïðåäëîæåíèþ 12, òàêàÿ, ÷òî

f � (e; O; O) = e, f � (O; e; O) = e. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ a; b2 R

a + b= f � (a; b; O):

Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî f � (a; O; O) = a. Ïóñòü f 0 = f � (� 1; � 2; � 2) 2 U2
N ,

ãäå � 1; � 2 2 U2
N � êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè. Òîãäà f 0(e; O) = f � (e; O; O) = e

è f 0 = ' e ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 7. Îòñþäà f � (a; O; O) = ' e(a; O) = a � e = a.
Àíàëîãè÷íî, ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f 00= f � (� 2; � 1; � 2), ïîêàçûâàåòñÿ f � (O; b; O) =
b. Òåïåðü, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, f � (a; b; O) = f � (f (a; O); f (O; b); f (O; O)) =
f (f � (a; O; O); f � (O; b; O)) = f (a; b) = a + b.

Çàäàäèì íà M îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è äîìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò èç R. Ïóñòü
i; j 2 M . Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

i + j := V(i;j ) [f ]; a � i := V(i ) [' a]:

Â êà÷åñòâå íóëÿM (â ñìûñëå çàäàííîé ñòðóêòóðû) âîçüìåì z0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ââåäåííûå îïåðàöèè çàäàþò íà M ñòðóêòóðó

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, óñòàíîâèì åãî èçîìîðôèçì (áèåêö èþ, ñîõðàíÿþùóþ
îïåðàöèè è íîëü) ñ ëåâûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñòðîê äëèí û m íàä R.
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Ñîãëàñíî àêñèîìàì À2 è À6, îòîáðàæåíèå � 
 : M ! Rm ÿâëÿåòñÿ áèåêöè-
åé. Î÷åâèäíî, � 
 (z0) = ( O; : : : ; O). Ïîêàæåì, ÷òî � W ñîõðàíÿåò îïåðàöèè. Äëÿ
i; j 2 M èìååì â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà V(i;j ) : h(i + j ); 
 i = hV(i;j ) [f ]; 
 i =
(f (hi; � 1i ; hj; � 1i ); : : : ; f (hi; � n i ; hj; � n i )) = hi; 
 i + hj; 
 i . Äàëåå, åñëèa 2 R, òî
ha � i; 
 i = ( ' a(hi; � 1i ); : : : ; ' a(hi; � n i )) = a � hi; 
 i , ÷òî íàì è òðåáóåòñÿ.

Çàäàäèì òåïåðü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð â N ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü �; � 2 N , a 2 R, ' a 2 U1

N îïðåäåëåíà, êàê ðàíüøå. Ïîëîæèì

� + � := V(�;�;! 0) [f ]; � � a := V(�;! 0 ) [' a]: (7)

Â êà÷åñòâå íóëÿN â ñìûñëå çàäàííîé ñòðóêòóðû âîçüìåì ! 0. Òîãäà áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå � Z : N ! Rn íà âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû n áóäåò ñî-
õðàíÿòü íóëü è îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è äîìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð, çàä àâàÿ òåì ñàìûì
èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîêàæåì ýòî. Äëÿ �; � 2 R èìååì � Z (� +
� ) = hZ; V(a;�;! 0) [f ]i = ( f (hz1; � i ; hz1; � i ; hz1; ! 0i ; : : : ; f (hzn ; � i ; hzn ; � i ; hzn ; ! 0i ) =
hZ; � i + hZ; � i ïî îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ è ïîñêîëüêó hZ; ! 0i = ( O; : : : ; O). Àíà-
ëîãè÷íî äëÿ a 2 R ïîëó÷àåì � Z (� � a) = ( ' a(hz1; � i ; O); : : : ; ' a(hzn ; � i ; O)) =
hZ; � i � a. Ñîõðàíåíèå íóëÿ î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþ ùåå.

Ïðåäëîæåíèå 14. M è N ñ ââåäåííûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ëåâûì ðàç-
ìåðíîñòè m è ïðàâûì ðàçìåðíîñòè n ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè íàä òåëîì R (ñ íóëÿìè z0 è ! 0 ñîîòâåòñòâåííî).

Ëåììà 13. Áèôîðìà h;i ëèíåéíà ñëåâà íà M � N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i; j 2 M , � 2 N , a 2 R, ' a 2 U1
M òàêîâà, ÷òî ' a(e) = a.

Òîãäà hi + j; � i = hV(i;j ) [f ]; � i = f (hi; � i ; hj; � i ) = hi; � i + hj; � i è àíàëîãè÷íî
ha � i; � i = ' a(hi; � i ) = a � hi; � i . �

Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî M 2 M ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M = f i 2 M : hi; ! 0i = Og:

Ëåììà 14. M ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì êîðàçìåðíîñòè 1 â M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i; j 2 M , a 2 R. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïå-
ðàöèé íà M è îïðåäåëåíèþ çàâèñèìîñòè, à òàêæå äîêàçàííîé íàìè ëèíåé-
íîñòè áèôîðìû ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ha � i; ! 0i = ' a(hi; ! 0i ) = ' a(O) = O,
hi + j; ! 0i = f (hi; ! 0i ; hj; ! 0i ) = O, îòêóäà ñîîòâåòñòâåííî a � i 2 M è i + j 2 M .
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Îáîçíà÷èì çà z ëþáîé ýëåìåíò M , äëÿ êîòîðîãî hz; ! 0i = e (îí íàéäåòñÿ ïî
àêñèîìå À3). Òîãäà R � z + M = M . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü i 2 M . Îáîçíà÷èì
hi; ! 0i = r . Òîãäà hi � r � z; ! 0i = hi; ! 0i � r � hz; ! 0i = O, îòêóäà i � r � z 2 M , ÷òî
è òðåáîâàëîñü. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå î êîðàçìåðíîñòè. �

Ëåììà 15. Áèôîðìà áèëèíåéíà è íåâûðîæäåíà íà ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâ
M � N .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâàÿ ëèíåéíîñòü äîêàçàíà ëåììîé 13. Ïîêàæåì ïðàâóþ
ëèíåéíîñòü. Ïóñòü i 2 M , �; � 2 N . Òîãäà hi; � + � i = hi; V(�;�;! 0) [f ]i =
f (hi; � i ; hi; � i ; hi; ! 0i ) = f (hi; � i ; hi; � i ; O) = hi; � i + hi; � i è àíàëîãè÷íî ñ äîìíî-
æåíèåì íà ýëåìåíò èç R.

Íåâûðîæäåííîñòü áèôîðìû íà M�N ñëåâà òðèâèàëüíî ñëåäóåò èç àêñèîìû
íåâûðîæäåííîñòè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ýòî äàåò åå (äâóñòîðî ííþþ) íåâûðîæ-
äåííîñòü. �

Íåâûðîæäåííîñòü áèôîðìû íà M � N äîêàçàíà, è ìû ïîëó÷àåì èç òåîðå-
ìû 2, ÷òî ðàçìåðíîñòè M è N ðàâíû, òî åñòü m � 1 = n.

Âûáåðåì òåïåðü â M è N äóàëüíûå áàçèñû z0
1; : : : ; z0

n è ! 0
1; : : : ; ! 0

n ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ðàññìîòðèì òàêæå ýëåìåíò ze 2 M n M , òàêîé, ÷òî hze; � i = e äëÿ
ëþáîãî � 2 N (òàêîé ýëåìåíò íàéäåòñÿ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4: ze = V[u]
äëÿ ôóíêöèè u 2 U1

M , òîæäåñòâåííî ðàâíîé e). Îáîçíà÷èì (z0
1; : : : ; z0

n ) = Z 0,
(! 0

1; : : : ; ! 0
n ; w0) = 
 0. (Îáîçíà÷àåì òàêæå ! 0 = ! 0

n+1 ).
Äîêàæåì âûïîëíåíèå ôîðìóëû 3. Ïóñòü i 2 M , � 2 N . Îáîçíà÷èì hZ 0; � i =

(� 1; : : : ; � n), hi; 
 0i = ( x1; : : : ; xn+1 ). Çàìåòèì, ÷òî

i = xn+1 � ze + i0; (8)

ãäå i0 2 M . Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà 8 îçíà÷àåò ïðîñòî, ÷òî i0 = i � xn+1 � ze,
è òîãäà hi0; ! 0i = hi; ! 0i � h xn+1 � ze; ! 0i = xn+1 � xn+1 � e = O, îòêóäà ïîëó÷àåì
íóæíîå íàì i0 2 M . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ k = 1; : : : ; n hi0; ! 0

k i = hi; ! 0
k i � h xn+1 �

ze; ! 0
k i = xk � xn+1 . Ïîñêîëüêó h;i áèëèíåéíà íà M�N , ìû ïîëó÷àåì èç ëåììû 1

hi0; � i = hi0; ! 0
1i�hz0

1; � i + : : :+ hi0; ! 0
n i�hz0

n ; � i = ( x1 � xn+1 ) � � 1+ ; : : : ; +( xn � xn+1 ) � � n .
Òåïåðü ïîëó÷àåì, ïîëüçóÿñü ëåâîé ëèíåéíîñòüþ áèôîðìû: hi; � i = hxn+1 �

ze; � i + hi0; � i = xn+1 + ( x1 � xn+1 ) � � 1 + : : : + ( xn � xn+1 ) � � n , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ïîêàæåì îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû äëÿ ð àññìàòðè-

âàåìîãî ñëó÷àÿ.

Ïðåäëîæåíèå 15. Îòîáðàæåíèÿ hZ 0; �i : N ! Rn , h�; 
 0i : M ! Rn+1 áèåê-
òèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðà-
öèé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â M , ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ
z0

1; : : : ; z0
n ëåæèò â[z0

1; : : : ; z0
n ], à ïîñêîëüêó z0

1; : : : ; z0
n � ëèíåéíûé áàçèñ M , òî

[z0
1; : : : ; z0

n ] = M . Òîãäà åñëè äëÿ�; � 0 2 N hZ 0; � i = hZ 0; � 0i , òî è äëÿ ëþáîãî
i 2 M h i; � i = hi; � 0i , îòêóäà � = � 0. Ýòî îçíà÷àåò èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ
hZ 0; �i . Àíàëîãè÷íî, [! 0

1; : : : ; ! 0
n ; ! 0] = N , ÷òî äàåò èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ

h�; 
 0i .
Ïîñêîëüêó áèôîðìà ëèíåéíà ñëåâà, òî è îòîáðàæåíèå h�; 
 0i (äåé-

ñòâóþùåå èç M â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû n + 1) ëè-
íåéíî. Ïðè ýòîì îáðàçû ýëåìåíòîâ z0

1; : : : ; z0
n ; ze, áóäó÷è ñòðîêàìè âèäà

(e; O; : : : ; O); : : : ; (O; : : : ; O; e; O); (e; : : : ; e) ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþò áàçèñ ïðî-
ñòðàíñòâà ñòðîêRn+1 , ïîýòîìó ëþáàÿ ñòðîêà èç Rn+1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê
îáðàç íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ýëåìåíòîâ. Îòñþä à ñëåäóåò ñþðú-
åêòèâíîñòü h�; 
 0i .
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Ïîñêîëüêó áèôîðìà ëèíåéíà ñïðàâà íà M � N , à âñåz0
1; : : : ; z0

n ëåæàò â
M , òî è îòîáðàæåíèå hZ 0; �i ëèíåéíî. Ïðè ýòîì îáðàçû ýëåìåíòîâ ! 0

1; : : : ; ! 0
n

îáðàçóþò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñòðîê Rn , ïîýòîìó ëþáàÿ ñòðîêà
èç Rn ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê îáðàç íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöè è ýòèõ
ýëåìåíòîâ. Îòñþäà ñëåäóåò ñþðúåêòèâíîñòü hZ 0; �i . �

Ïðåäëîæåíèå 16. Un
M = L l;a

n (R), Um
N = L r;s

n+1 (R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà �Un
M = f UZ 0[i ] j i 2 Mg , �Un

M =
f UZ 0[i ] j i 2 Mg . Èç àêñèîìû À5 ñëåäóåò Un

M � �Un
M , Um

N � �Um
N . Ðàâåíñòâî

�Un
M = L l;a

n (R) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû 3 (â êà÷åñòâå êîýôôèöè-
åíòîâ ôóíêöèè UZ 0[i ] áåðóòñÿ(x1 � xn+1 ); : : : ; (xn � xn+1 ); xn+1 ). Ïîêàæåì, ÷òî
�Um

N = L r;s
n+1 (R). Ïóñòü i 2 M , � 2 N , hi; 
 0i = ( x1; : : : ; xn+1 ), hZ 0; � i = ( � 1; : : : ; � n ).

Òîãäà U
 0[� ](x1; : : : ; xn+1 ) = hi; � i = ( x1 � xn+1 ) � � 1 + : : :+ ( xn � xn+1 ) � � n + xn+1 =
x1 � � 1 + : : : + xn � � n + xn+1 (� � 1 � : : : � � n + e). Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû
� 1; : : : ; � n ; (� � 1 � : : : � � n + e) ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, â ñóììå äàþùèå
e, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ìû ïîëó÷èëè Un
M � L l;a

n (R), Um
N � L r;s

n+1 (R). Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâû îáðàòíûå âêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü u 2 L r;s

n+1 (R), u(x1; : : : ; xn+1 ) = x1 �
a1 + : : : + xn+1 � an+1 . Ðàññìîòðèì ýëåìåíò � 2 N , òàêîé, ÷òî hZ 0; � i =
(
P n+1

k=1 hz0
1; ! k i � ak ; : : : ;

P n+1
k=1 hz0

n ; ! k i � ak). Ïóñòü i 2 M , îáîçíà÷èì hi; 
 0i =
(x1; : : : ; xn+1 ). Òîãäà, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâàa1 + : : : + an+1 = e, ïîëó÷àåì

hi; � i =

= ( x1 � xn+1 ) �
n+1X

k=1

hz0
1; ! k i � ak + : : : + ( xn � xn+1 ) �

n+1X

k=1

hz0
n ; ! k i � ak + xn+1 =

=
n+1X

k=1

(
nX

l=1

(x l � xn+1 ) � hz0
l ; ! k i + xn+1 ) � ak � =

n+1X

k=1

xn+1 � ak + xn+1 =

=
n+1X

k=1

hi; ! k i � ak + O = u(hi; 
 i );

è ìû ïîëó÷èëè, ÷òî V[u] = � , ÷òî îçíà÷àåò u 2 Um
N . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêà-

çàëè, ÷òî L r;s
n+1 (R) � Um

N .

Ïîêàæåì òåïåðü âêëþ÷åíèå L l;a
n (R) � Un

M . Ïóñòü u 2 L l;a
n (R), u(x1; : : : ; xn ) =

= a1 � x1 + : : : + an � xn + an+1 . Ðàññìîòðèì ýëåìåíò i 2 M , òàêîé, ÷òî

hi; 
 0i = (
nX

k=1

ak � hzk ; ! 0
1i + an+1 ; : : : ;

nX

k=1

ak � hzk ; ! 0
n+1 i + an+1 ):
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Ïóñòü � 2 N , îáîçíà÷èì hZ 0; � i = ( � 1; : : : ; � n ). Òîãäà

hi; � i =

 
nX

k=1

ak � hzk ; ! 0
1i + an+1 �

nX

k=1

ak � hzk ; ! 0
n+1 i � an+1

!

� � 1 + : : : +

+

 
nX

k=1

ak � hzk ; ! 0
n i + an+1 �

nX

k=1

ak � hzk ; ! 0
n+1 i � an+1

!

� � n +

+
nX

k=1

ak � hzk ; ! 0
n+1 i + an+1 =

nX

k=1

ak � (hzk ; ! 0
1i � h zk ; ! 0

n+1 i ) � � 1 + : : : +

+
nX

k=1

ak � (hzk ; ! 0
n i � h zk ; ! 0

n+1 i ) � � n +
nX

k=1

ak � hzk ; ! 0
n+1 i + an+1 =

=
nX

k=1

ak � (
nX

l=1

(hzk ; ! 0
l � h zk ; ! 0

n+1 ) � � l + hzk ; ! 0
n+1 i ) + an+1 =

=
nX

k=1

ak � hzk ; � i + an+1 = u(hZ; � i );

è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî u 2 Un
M , êàê íàì è òðåáîâàëîñü. �

Òàêèì îáðàçîì, âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äî-
êàçàíû.

Çàìå÷àíèå 2. Èç ïîñòðîåíèÿ Z 0, 
 0 ñëåäóåò, ÷òî äëÿk; l = 1; : : : ; n hz0
k ; ! 0

l i = e,
åñëè k = l, è hz0

k ; ! 0
l i = O, åñëè k 6= l. Êðîìå òîãî, hZ 0; ! 0

n+1 i = hZ 0; ! 0i =
(O; : : : ; O).

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî ñëó÷àé íàëè÷èÿ íóëÿ â N è îòñóòñòâèÿ âM ïîëó÷àåòñÿ
èç òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîãî ëèøü ïåðåñòàíîâêîé ïðîñòðàíñ òâM è N ðîëÿìè.
Òîãäà ðàâåíñòâî m = n+1 ïåðåõîäèò â n = m+1, ôîðìóëà (3) � â ôîðìóëó (4),
à ìíîæåñòâà Un

M è Um
N ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà.
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ÝÒÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÃÐÓÏÏ

Â.Â. Êîðîáèöûí, Þ.Â. Ôðîëîâà

The mathematical model of evolution of ethnic group is presented. The model
is described by stochastic process. The parameters of ethnos are changed in
time and in space. The interaction of ethnic groups is realized on the network
of landscapes. The mosaic structure of ethnos is presented as a combination
of ethnic group that are united on base of ethnic nearness. The realization
of various ethnic contacts is shown on the base of analysis ofmathematical
model.

1. Ââåäåíèå

Ìîäåëèðîâàíèå ñîöèàëüíûõ ñèñòåì ïîëó÷èëî èíòåíñèâíîå ðàç âèòèå â êîíöå
XX âåêà, êîãäà ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü âîñïðîèçâîäèòü íà êîì ïüþòåðå ïîâåäå-
íèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñò è, ïîäõîä àãåíòíî-
áàçîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëèë âîñïðîèçâîäèòü âçàèìîäå éñòâèå èíäèâèäîâ â
ãðóïïàõ. Èññëåäîâàíèþ ñîöèàëüíûõ ñèñòåì ïîñâÿùåíî ìíîãî í àó÷íûõ ïóáëè-
êàöèé è êîíôåðåíöèé ïî âñåìó ìèðó [4,5]. Èíòåðåñ ê äàííîé òåì àòèêå îáóñëîâ-
ëåí íàëè÷èåì óíèêàëüíîãî èíñòðóìåíòà äëÿ èçó÷åíèÿ ñîöèàëü íûõ ïðîöåññîâ �
êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Íèêàêîé äðóãîé ìåòîä èçó÷åí èÿ íå ïîçâîëÿåò
èññëåäîâàòü äèíàìèêó ñëîæíûõ ñîöèàëüíûõ ïðîöåññîâ è ïîëó÷ àòü ðåçóëüòà-
òû î ïîâåäåíèè ãðóïï èíäèâèäîâ â èñêóññòâåííîé ìîäåëèðóåìî é ñðåäå, äàâàÿ
âîçìîæíîñòü íåîäíîêðàòíî âîñïðîèçâîäèòü ýêñïåðèìåíò, ìå íÿÿ ïàðàìåòðû ìî-
äåëè.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îäíîìó èç ñàìûõ çàãàäî÷íûõ óðîâíåé ñîöèàëü-
íîé ñèñòåìû � ýòíè÷åñêîìó. Ýòíè÷åñêèå ïðîöåññû, ïðîòåêàþù èå â îáùåñòâå,
îïðåäåëÿþò ñòåïåíü èíòåãðàöèè îáùåñòâà, âçàèìîäåéñòâèÿ ýòíîñà è ëàíäøàô-
òà, ñîñóùåñòâîâàíèå ðàçíûõ ýòíè÷åñêèõ ãðóïï. Ìîäåëèðîâàí èå ýòíè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ � îáëàñòü äîâîëüíî íîâàÿ è ìàëî èçó÷åííàÿ, òåì íå ìåíå å, èìåþòñÿ
ïóáëèêàöèè [1, 3, 6�15]. Ýòè ðàáîòû çàòðàãèâàþò ðàçëè÷íûå àñïåêòû ðàçâèòèÿ
ýòíè÷åñêèõ ñèñòåì. Â äàííîé æå ñòàòüå ðå÷ü ïîéäåò î ìîäåëèðî âàíèè ïðîöåñ-
ñà ôîðìèðîâàíèÿ (âîçíèêíîâåíèÿ) ýòíîñîâ íà îñíîâå ðàçâèòè ÿ è îáúåäèíåíèÿ
ýòíè÷åñêèõ ãðóïï. Òàêàÿ òðàêòîâêà ôîðìèðîâàíèÿ ýòíîñîâ ÿâ ëÿåòñÿ àâòîðñêîé
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è âûäâèãàåòñÿ â êà÷åñòâå ãèïîòåçû î âîçíèêíîâåíèè ýòíîñîâ. Ïðîöåññ âîçíèê-
íîâåíèÿ ýòíîñîâ î÷åíü ðàñïëûâ÷àòî è íåîäíîçíà÷íî îïèñàí â ë èòåðàòóðå, íåò
åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ íà îïèñàíèå ýòîãî ïðîöåññà. Ïîýòîìó àâò îðû ïðåäëàãàþò
ñâîþ ôîðìàëüíî (ìàòåìàòè÷åñêè) îïèñàííóþ òðàêòîâêó ïðîöå ññà âîçíèêíîâå-
íèÿ ýòíîñîâ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòíîñ ÿâëÿåòñÿ ìîçàè÷íîé ñòðóêòóðîé, ñîñòàâëåííîé èç
ñóáýòíîñîâ, æèâóùèõ êàæäûé â ñâîåì ëàíäøàôòå. Ïîä ëàíäøàôò îì ïîíèìàåò-
ñÿ äîñòàòî÷íî îäíîðîäíûé ó÷àñòîê òåððèòîðèè. Ñóáýòíîñû ÿâ ëÿþòñÿ â äàííîì
ñëó÷àå íåêîé óíèêàëüíîé åäèíèöåé ýòíè÷åñêîé ñòðóêòóðû, îá úåäèíÿþùåé ñå-
ìüè ëþäåé, âåäóùèõ äîñòàòî÷íî áëèçêèé îáðàç æèçíè, ñõîæèé á ûò. Ýòíîñû
ôîðìèðóþòñÿ èç ñóáýòíîñîâ íà îñíîâå ïîíÿòèÿ áëèçîñòè (êîìï ëèìåíòàðíîñòè)
ýòíè÷åñêèõ ãðóïï. Òàêèì îáðàçîì, äâà ñóáýòíîñà ìîãóò áûòü î áúåäèíåíû â îäèí
ýòíîñ, åñëè ïîâåäåíèå è æèçíåííûé óêëàä èíäèâèäîâ ýòèõ ñóáý òíîñîâ äîâîëüíî
ñõîæ. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îáúåäèíåíèå â ýòíîñû ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòè åì îòíîñèòåëü-
íûì, â òîì ñìûñëå, ÷òî äâà ñóáýòíîñà îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí ýòíî ñ â ïðîòèâîïî-
ëîæíîñòü ê òðåòüåìó ñóáýòíîñó, ÷ëåíû êîòîðîãî çíà÷èòåëüíî ñèëüíåå îòëè÷à-
þòñÿ â ïîâåäåíèè îò ÷ëåíîâ äâóõ ïðåäûäóùèõ ñóáýòíîñîâ. È êðî ìå òîãî, åñëè
ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ýòíîñîâ â äèíàìèêå, òî âïîëíå âåðîÿòíû
ñèòóàöèè, êîãäà íåêîòîðûå ñóáýòíîñû ìîãóò òî âõîäèòü â îäèí ýòíîñ, òî íå
âõîäèòü â çàâèñèìîñòè îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñóáýòíîñà. Ñóù åñòâóåò òàêæå ïî-
íÿòèå ñóïåðýòíîñà êàê îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ ýòíîñîâ â ïðî òèâîïîëîæíîñòü
ê äðóãèì íåêîìïëåìåíòàðíûì ýòíîñàì (ñóïåðýòíîñàì). Îáúåä èíåíèå â ñóïåðýò-
íîñû ìîæíî îðãàíèçîâàòü ïî òîìó æå ïðèíöèïó, êàê è äëÿ ýòíîñî â, ó÷èòûâàÿ
ëèøü áîëüøóþ ¾óäàëåííîñòü¿ óêëàäîâ ýòíîñîâ.

Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ñóáýòíîñ îãðàíè÷èâàåòñÿ àðåàëîì ëàí äøàôòà, â
êîòîðîì ïðîæèâàåò. Ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî âïîëíå îïðàâäàííî, ïîñ êîëüêó ëþäè, æè-
âóùèå â ðàçíûõ ëàíäøàôòàõ äàæå â äîñòàòî÷íîé áëèçîñòè áóäóò èìåòü ðàç-
ëè÷íûé óêëàä â ñåìüå è áûòó. Èìåííî ïîýòîìó ëàíäøàôòîì ìîæíî îïðåäåëÿòü
ãðàíèöû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñóáýòíîñîâ, íî íå ýòíîñîâ. Ïîñêîë üêó ýòíîñ � ýòî
îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ ñóáýòíîñîâ, æèâóùèõ â ðàçíûõ ëàíäø àôòàõ.

Äîâîëüíî ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê âîçíèêàþò ýòíîñ û. Ìû âû-
ñêàçûâàåì ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ýòíîñû âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ
íåñêîëüêèõ êîìïëèìåíòàðíûõ ñóáýòíîñîâ. À ñàìè ñóáýòíîñû ô îðìèðóþòñÿ â
ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ äîâîëüíî íåñòîéêèõ ãðóïï ëþäåé � êîíâè êñèé è êîíñîð-
öèé, êîòîðûå âîçíèêàþò ïîñòîÿííî, íî íå âñå èç íèõ ñòàíîâÿòñ ÿ ñóáýòíîñàìè.
Êîíñîðöèè è êîíâèêñèè âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå âûäåëåíèÿ íåê îòîðîãî ëèäåðà
(ïàññèîíàðèÿ), êîòîðûé îáúåäèíÿåò ëþäåé âîêðóã ñåáÿ. Êàê ï ðàâèëî, ýòè ãðóï-
ïû ëþäåé ìèãðèðóþò, ìåíÿÿ ëàíäøàôò ïðåáûâàíèÿ, ïîêà ëèáî íå ðàñïàäàþòñÿ,
ëèáî îñåäàþò íà íåêîòîðîì ìåñòå. Åñëè òàêàÿ ãðóïïà ñìîãëà ïð îñóùåñòâîâàòü
áîëåå îäíîãî ïîêîëåíèÿ ëþäåé (áîëüøå 25 ëåò), òî ýòó ãðóïïó ì îæíî ñ÷èòàòü
ñóáýòíîñîì ñî ñâîèì óíèêàëüíûì óêëàäîì æèçíè, êîòîðûé áóäå ò ïåðåäàâàòüñÿ
èç ïîêîëåíèÿ â ïîêîëåíèå.

Êàê ïðåäñêàçàòü ïîÿâëåíèå ëèäåðà ãðóïïû? Ýòî äîâîëüíî ñëîæ íî, ïîýòîìó
â ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò â ñëó÷à éíûå ìîìåíòû
âðåìåíè ñ îïðåäåëåííîé ÷àñòîòîé ïîÿâëåíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû í àó÷èòüñÿ ïðåä-
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ñêàçûâàòü òàêèå ñîáûòèÿ, íåîáõîäèìî âûÿâèòü ïðåäïîñûëêè ï îÿâëåíèÿ ëèäå-
ðîâ. Âîçìîæíî, îíè åñòü, íî àâòîðû ïîêà íå ìîãóò îäíîçíà÷íî è õ âûäåëèòü,
ïîýòîìó îãðàíè÷èëèñü ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.

Äâèæóùåé ñèëîé ñóáýòíîñà áóäåì ñ÷èòàòü ïàññèîíàðíóþ ýíåðã èþ, êîòîðàÿ,
ïî âñåé âèäèìîñòè, çàâèñèò îò âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ñóáýòíîñà è ëàíäøàôòà, â
êîòîðîì îí îáèòàåò. Ñ÷èòàåì, ÷òî ÷åì ëó÷øå ñóáýòíîñ ïðèñïîñ îáëåí ê ñóùåñòâî-
âàíèþ â ëàíäøàôòå, òåì âûøå åãî ñïîñîáíîñòü ê ðàçâèòèþ. Ïîýò îìó ïðîöåññ
ìèãðàöèè ýòíè÷åñêèõ ãðóïï íàïðàâëåí íà ïîèñê íàèáîëåå ïîäõ îäÿùåãî ìåñòà
îáèòàíèÿ. Ýòíè÷åñêàÿ ãðóïïà âîçíèêàåò ñ íåêîòîðûì íà÷àëüí ûì çàïàñîì ýíåð-
ãèè, êîòîðûé çàèìñòâóåò ó ýòíîñà ïðåäêà. Ñî âðåìåíåì ïàññèî íàðíàÿ ýíåðãèÿ
óáûâàåò, è åñëè íåò äîñòàòî÷íîé ïîäïèòêè îò ëàíäøàôòà, òî ýò íè÷åñêàÿ ãðóïïà
ðàñïàäàåòñÿ, êàê íåñïîñîáíàÿ ê äàëüíåéøåìó ñóùåñòâîâàíèþ .

Ïðåäñòàâëåííàÿ íèæå ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ ýòíîñà ïðåäíàçíà ÷åíà äëÿ ôîð-
ìàëüíîãî îïèñàíèÿ ýòíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ñ òî÷êè çðåíèÿ àâò îðîâ.

2. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè ðàçâèòèÿ ýòíè÷åñêîé ãðóïïû

Â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå ¾Ýòíîãåíåç è áèîñôåðà Çåìëè¿ Ë.Í . Ãóìèë¼â òàê
îïðåäåëÿåò ïîíÿòèå ýòíîñà. ¾Ýòíîñû � êîëëåêòèâû ëþäåé, âîç íèêàþùèå è ðàñ-
ñûïàþùèåñÿ çà îòíîñèòåëüíî êîðîòêîå âðåìÿ, íî èìåþùèå â êàæ äîì ñëó÷àå
îðèãèíàëüíóþ ñòðóêòóðó, íåïîâòîðèìûé ñòåðåîòèï ïîâåäåíè ÿ è ñâîåîáðàçíûé
ðèòì, èìåþùèé â ïðåäåëå ãîìåîñòàç¿ [2, ñ. 70]. Ýòî îïðåäåëåí èå íàèáîëåå òî÷íî
îïèñûâàåò îñíîâíûå êîìïîíåíòû ýòíîñà êàê ñèñòåìû.

Êàæäûé ýòíîñ èìååò ñòðóêòóðó, òî åñòü íåêîòîðîå âíóòðåííåå ïîñòðîåíèå
åãî ýëåìåíòîâ. ¾Ïðèíöèï ýòíè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìîæíî íàçâàò ü èåðàðõè÷åñêîé
ñîïîä÷èíåííîñòüþ ñóáýòíè÷åñêèõ ãðóïï, ïîíèìàÿ ïîä ïîñëåä íèìè òàêñîíîìè÷å-
ñêèå åäèíèöû, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè ýòíîñà êàê çðèìîãî öåëîãî è íå íàðóøàþùèå
åãî åäèíñòâà¿ [2, ñ. 136]. Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ ïðè èñ ñëåäîâàíèè âîçíèê-
íîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ ýòíîñà, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïîâåäåí èå ñóáýòíè÷åñêèõ
ãðóïï, ÷åìó è ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ.

Âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýòíîñà � íåïîâòîðèìûé ñòåðåîòèï ïîâåä åíèÿ åãî ÷ëå-
íîâ. ¾Ñòðóêòóðà ýòíè÷åñêîãî ñòåðåîòèïà ïîâåäåíèÿ � ýòî ñòð îãî îïðåäåëåííàÿ
íîðìà îòíîøåíèé: a) ìåæäó êîëëåêòèâîì è èíäèâèäîì; b) èíäèâ èäîâ ìåæäó
ñîáîé; c) âíóòðèýòíè÷åñêèõ ãðóïï ìåæäó ñîáîé; d) ìåæäó ýòíî ñîì è âíóòðè-
ýòíè÷åñêèìè ãðóïïàìè¿ [2, ñ. 118]. Ïðè÷åì íàáîð ýòèõ ïðàâèë âçàèìîäåéñòâèÿ
ýëåìåíòîâ ýòíîñà ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, ÷òî îïðåäåëÿåò ðàçë è÷íûå ôàçû ðàç-
âèòèÿ ýòíîñà.

Ñâîåîáðàçíûé ðèòì ýòíîñà � ýòî è åñòü îïðåäåëåííàÿ ñõåìà èçì åíåíèÿ ñòå-
ðåîòèïà ïîâåäåíèÿ ÷ëåíîâ ýòíîñà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò äèíàì èêó ýòíîñà. ¾Ýò-
íîãåíåç � èíåðöèîííûé ïðîöåññ, ãäå ïåðâîíà÷àëüíûé çàðÿä ðà ñõîäóåòñÿ âñëåä-
ñòâèå ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû, ÷òî âåäåò ê ãîìåîñòàçó � ðàâíîâå ñèþ ýòíîñà ñ ëàíä-
øàôòíûì è ÷åëîâå÷åñêèì îêðóæåíèåì, òî åñòü ê ïðåâðàùåíèþ åã î â ðåëèêò,
êîãäà îí íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòî÷íîì (ïåðñèñòåíòíîì) ñîñòîÿ íèè, ëèøåííîì
òâîð÷åñêèõ ñèë¿ [2, ñ. 406]. Â ýòîì îïðåäåëåíèè îòìå÷àåòñÿ âàæíàÿ ðîëü îêðó-
æàþùåãî ëàíäøàôòà, êîòîðûé âî ìíîãîì îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå ÷ëåíîâ ýòíîñà.
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2.1. Ãðàôîâàÿ ìîäåëü ëàíäøàôòîâ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ëàíäøàôòîâ âîñïîëüçóåìñÿ ãåîãðàôè÷ åñêèìè êàðòà-
ìè: ôèçè÷åñêàÿ, êëèìàòè÷åñêàÿ, ëàíäøàôòîâ. Èñõîäíûå äàíí ûå â ýòîì ñëó÷àå
ïðåäñòàâëåíû íàáîðîì ðàñòðîâûõ èçîáðàæåíèé, õàðàêòåðèçó þùèõ ñîñòîÿíèå
ëàíäøàôòà â íåêîòîðîé òî÷êå íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Êðîìå òîã î, ýòè èçîáðàæå-
íèÿ ïðèâÿçàíû ê Ìèðîâûì êîîðäèíàòàì, à òàêæå çàäàí ìàñøòàá è çîáðàæåíèÿ
íà êàðòå. Ýòè èçîáðàæåíèÿ ïîäâåðãàþòñÿ êîìïüþòåðíîé îáðàá îòêå, â ðåçóëüòà-
òå ÷åãî ìû ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå ñóøè íà íåêîòîðûå îäíîðîäíûå ó ÷àñòêè çåìëè,
ãäå ñîñòîÿíèå ëàíäøàôòà ìåíÿåòñÿ íå ñèëüíî. Ïîñëå ðàçáèåíè ÿ ìû ïîëó÷àåì
ìíîæåñòâî ëàíäøàôòîâ íà êàðòå è, êðîìå òîãî, ìîæåì îïðåäåëè òü ñîñåäíèå èç
íèõ.

Ìîäåëü ëàíäøàôòîâ îïèøåì íà ÿçûêå òåîðèè ãðàôîâ. Ïîñòðîèì â çâåøåí-
íûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò ëàíäøàôò (îäíîðîä íûé ó÷àñòîê),
à ðåáðàìè ñîåäèíÿåì òå èç íèõ, êîòîðûå ãðàíè÷àò äðóã ñ äðóãîì . Ïðè ýòîì
âåñ äóãè çàäàåò óñðåäíåííîå âðåìÿ ïðåîäîëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ì åæäó ëàíäøàô-
òàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàô íåîðèåíòèðîâàííûé, â òîì ñìûñ ëå, ÷òî âðåìÿ,
çàòðà÷èâàåìîå äëÿ ïåðåõîäà èç îäíîãî ëàíäøàôòà â äðóãîé, òà êîå æå, êàê è
â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Õîòÿ ýòî íå âñåãäà îïðàâäàííî. Â ÷àñ òíîñòè, ïðè
ïåðåìåùåíèè ÷åðåç ìîðå èëè ïî ðåêàì. Â óçëàõ ãðàôà çàïèøåì ïà ðàìåòðû,
õàðàêòåðèçóþùèå ëàíäøàôò. Ñïèñîê ïàðàìåòðîâ äîëæåí õàðàê òåðèçîâàòü çà-
ïàñû ëàíäøàôòà: ïðèðîäíûå ðåñóðñû, ñèñòåìó êîììóíèêàöèé, àíòðîïîãåííûå
èçìåíåíèÿ, ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè ïî ðàçâèòèþ ëàíäøàô òà.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïóòü ÷åðåç ìîðå � ýòî îñîáàÿ äóãà ìå æäó âåð-
øèíàìè, êîòîðàÿ ìîæåò ñîåäèíÿòü íå âïîëíå áëèçêèå ëàíäøàôò û, íî è âðåìÿ
ïåðåõîäà áóäåò çíà÷èòåëüíûì. Òåì íå ìåíåå, ñ÷èòàåì, ÷òî ïðå íåáðåãàòü ìîðñêè-
ìè ïóòÿìè íåëüçÿ.

2.2. Ýíåðãèÿ ýòíîñà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô ëàíäøàôòîâ ïîñòðîåí. Òåïåðü îïèøåì ì îäåëü ýòíîñîâ
è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ëàíäøàôòîì.

Ñàìîáûòíîñòü ýòíîñà õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðûì íàáîðîì ïà ðàìåòðîâ, êî-
òîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå n�ìåðíîãî âåêòîðà e, íîðìèðîâàííûå êîîðäè-
íàòû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò îòðåçêó ei 2 [� 1; 1], e = ( e1; e2; : : : ; en ).

Îñîáåííîñòü ëàíäøàôòà òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü íåêîòîðûì íà áîðîì ïàðà-
ìåòðîâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîêàçûâàþò íàèáîëåå ïåðñïåêòèâí îå ïîâåäåíèå ÷ëå-
íîâ ýòíîñà, ïðîæèâàþùèõ íà ýòîé òåððèòîðèè l = ( l1; : : : ; lk), l i 2 [� 1; 1].

Ýôôåêòèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ýòíîñà è ëàíäøàôòà îïðåäåëÿ åòñÿ íåêîòî-
ðîé ôóíêöèåé V : E n � L k ! R, îïðåäåëåííîé èç ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ
âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ýòíîñà E n è âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ëàíäøàôòà
L k . Ïðè÷åì âèä ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäÿ èç íåîáõîäèìîñòè î òðàçèòü âçà-
èìîâëèÿíèå ýòíîñà è ëàíäøàôòà. Åå ìîæíî, íàïðèìåð, îïðåäåë èòü òàê. Ïóñòü
n � k. Ñîïîñòàâèì ïåðâûå k êîîðäèíàò ýòíîñà ñ k êîîðäèíàòàìè ëàíäøàôòà
è áóäåì áðàòü â ðàññìîòðåíèå òîëüêî èõ ïðè îïðåäåëåíèè âçàèì îäåéñòâèÿ ñ
ëàíäøàôòîì E n ) E k .
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Êàæäîìó ïàðàìåòðó ëàíäøàôòà íåîáõîäèìî ñîïîñòàâèòü çíà÷å íèå, õàðàê-
òåðíîå äëÿ ýòîãî ýòíîñà. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè óìíîæåíèè ýòèõ ïàðàìåò-
ðîâ ïîëó÷èëîñü çíà÷åíèå âêëàäà ýòîãî ïàðàìåòðà â ðàçâèòèå ý òíîñà. Â èòîãå
ïîëó÷èì ôîðìóëó

V(l; e) =
1
n

nX

i =1

l i ei ; (1)

ãäå V � çíà÷åíèå âêëàäà, l i � i -ûé ïàðàìåòð ëàíäøàôòà ( i = 1; 2; : : : ; n), ei �
ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòð ýòíîñà. Ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü çí à÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
èç èíòåðâàëà[� 1; 1]. Òîãäà ðåçóëüòàòV áóäåò òàêæå ëåæàòü â èíòåðâàëå[� 1; 1].

Äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì çíà÷åíèåì, ââåäåì ïîêà çàòåëü èíòåí-
ñèâíîñòè äåéñòâèÿ ýòíîñà (ïàññèîíàðíîå íàïðÿæåíèå), êîòî ðûé áóäåò âû÷èñ-
ëÿòüñÿ êàê èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò V. Îáîçíà÷èì èíòåíñèâíîñòü äåéñòâèÿ
êàê P è çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dP
dt

= a � V � b� V 2 � c;

ãäåa; b; c� êîýôôèöèåíòû, âèä ôóíêöèè îò V â ïðàâîé ÷àñòè çàäàåòñÿ èñõîäÿ
èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé: ïîñòîÿííàÿ åñòåñòâåííàÿ óáûë ü � c; óâåëè÷åíèå
çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ýòíîñà ñ ëàíäøàôòîì a � V; óìåíüøåíèå çà ñ÷åò ïåðå-
íàñûùåíèÿ ñëàãàåìîå � b� V 2.

2.3. Ýòíè÷åñêàÿ áëèçîñòü

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ôîðìèðîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ ýòíîñà íåîáõ îäèìî ¾ðàññëî-
èòü¿ ýòíîñ íà áîëåå ìåëêèå ãðóïïû èíäèâèäîâ. Â êà÷åñòâå òàêè õ ãðóïï ìîæíî
âûäåëèòü íåñòîéêèå � êîíâèêñèÿ è êîíñîðöèÿ è óñòîé÷èâóþ � ñó áýòíîñ, êî-
òîðûé âîçíèêàåò êàê èõ åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå. Ïðåäïîëî æèòåëüíî, ýòíîñ
ôîðìèðóåòñÿ èç òàêèõ ýëåìåíòîâ â ðåçóëüòàòå èõ ðàçâèòèÿ è îñîçíàíèÿ ñåáÿ
êàê îáùíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì áîëåå êðóïíûì îáùíîñòÿì. Ýòî îòíî-
øåíèå îñíîâàíî íà ÷óâñòâå êîìïëèìåíòàðíîñòè, êîòîðîå ïîñò ðîåíî íà îñíîâå
ïîíÿòèÿ ýòíè÷åñêîé áëèçîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ñóá ýòíîñ èìååò ñâîé
óíèêàëüíûé íàáîð ïàðàìåòðîâ, òîãäà áëèçîñòü ìåæäó íèìè áóä åò îïðåäåëÿòüñÿ
ðàññòîÿíèåì � , èçìåðåííûì ìåæäó ýòèìè íàáîðàìè (âåêòîðàìè) ïàðàìåòðîâ

� (E1; E2) =
1
n

vu
u
t

nX

i =1

(e1
i � e2

i )2;

çäåñüE1 = ( e1
1; : : : e1

n ), E2 = ( e2
1; : : : e2

n ) � ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû ïàðàìåòðîâ
äëÿ ýòíîñîâ. Çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 2, êîãäà
ei 2 [� 1; 1].

Òåïåðü äëÿ îáúåäèíåíèÿ ñóáýòíîñîâ â ýòíîñ ìû äîëæíû óñòàíîâ èòü ïîðî-
ãîâîå çíà÷åíèå ", êîòîðîå áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñóáýòíîñû, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
êîòîðûìè ìåíüøå ", áóäóò ñîñòàâëÿòü îäèí ýòíîñ: åñëè � (E1; E2) � " , òî E1 è
E2 ïðèíàäëåæàò îäíîìó ýòíîñó.
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè ïàðàìåòð � > " , êîòîðûé áóäåò ñëóæèòü äëÿ
îáúåäèíåíèÿ ýòíîñîâ â ñóïåðýòíîñû. Òîãäà, åñëè � (E1; E2) > � , òî ýòè ýòíîñû
ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ñóïåðýòíîñàì (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Îáúåäèíåíèå ñóáýòíè÷åñêèõ ãðóïï

Çäåñü òàêæå ââåäåí ïàðàìåòð� , êîòîðûé îïðåäåëÿåò ïðèíàäëåæíîñòü ðàç-
íûõ ýòíè÷åñêèõ ãðóïï ê îäíîìó ñóáýòíîñó. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòð îâ �; "; � íåîáõî-
äèìî îïðåäåëÿòü ýêñïåðèìåíòàëüíî.

2.4. Ðîæäåíèå ýòíè÷åñêîé ãðóïïû

Âîçíèêíîâåíèå íîâîé ýòíè÷åñêîé ãðóïïû ïðîèñõîäèò ñïîíòàí íî íà òåððèòîðèè
íåêîòîðîãî ýòíîñà. Ïðè÷åì âîçíèêíîâåíèå íîâîé ãðóïïû îáóñ ëîâëåííî äîñòà-
òî÷íî âûñîêèì óðîâíåì ïàññèîíàðíîãî íàïðÿæåíèÿ. Ïîñëå âîç íèêíîâåíèÿ ýòîé
ãðóïïû ÷àñòü ïàññèîíàðíîé ýíåðãèè ïåðåõîäèò îò ýòíîñà ðîäè òåëÿ ê ïîòîìêó.
Òåì ñàìûì ïîíèæàåòñÿ ïàññèîíàðíîå íàïðÿæåíèÿ ñàìîãî ýòíîñ à. Ïîÿâèâøàÿñÿ
íîâàÿ ýòíè÷åñêàÿ ãðóïïà äîëæíà ñàìîðåàëèçîâàòüñÿ èëè ïîãè áíóòü êàê íåñòîé-
êîå îáðàçîâàíèå. Ïðè ðîæäåíèè ïàðàìåòðû ýòíîñà ïåðåäàþòñÿ íîâîé ãðóïïå,
íî ýòè ïàðàìåòðû ñëåãêà ìåíÿþòñÿ � ¾ìóòèðóþò¿. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
íåìíîãî äðóãàÿ ãðóïïà. Ïàðàìåòðû è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïàññ èîíàðíîé ýíåð-
ãèè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

eD
i = [ eA

i + � i ]; PD = P0; PA  PA � P0;

çäåñüeD
i � ïàðàìåòð ïîòîìêà (Descendant), eA

i � ðîäèòåëÿ (Ascendant), � i � ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà èç çàäàííîãî èíòåðâàëà (� � ; � ), îïåðàöèÿ [ � ] � îçíà÷àåò íîð-
ìèðîâêó âíóòðè äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðîâ, P0 � ÷àñòü ïàññèîíàðíîé
ýíåðãèè, ïåðåäàâàåìîé îò ðîäèòåëüñêîãî ýòíîñà PA ê ïîòîìêó PD .
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2.5. Ñàìîðåàëèçàöèÿ ýòíè÷åñêîé ãðóïïû

Òðè îñíîâíûõ ïðîöåññà ïîìîãàþò ýòíè÷åñêîé ãðóïïå ñàìîðåàë èçîâàòüñÿ: ïåðå-
ìåùåíèå ìåæäó ëàíäøàôòàìè, àäàïòàöèÿ ê ëàíäøàôòó, ïåðåíèì àíèå îïûòà ó
äðóãèõ ýòíè÷åñêèõ ãðóïï.

Ïåðåìåùåíèå ìåæäó ëàíäøàôòàìè ïîçâîëÿåò ýòíîñó ðàñïðîñòð àíÿòüñÿ ïî
òåððèòîðèÿì, íàõîäèòü íîâûå áîëåå ïîäõîäÿùèå ëàíäøàôòû. Ï ðè ïåðåìåùå-
íèè ÷àñòü ýòíè÷åñêîé ýíåðãèè òåðÿåòñÿ, ïðè÷åì ýòà ïîòåðÿ ïð îïîðöèîíàëüíà
ðàññòîÿíèþ ìåæäó ëàíäøàôòàìè. Äàëåå, åñëè â ýòîì ëàíäøàôòå íåò äðóãèõ ýò-
íîñîâ, òî ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííàÿ àäàïòàöèÿ ýòíè÷åñêîé ãðó ïïû ê ëàíäøàôòó,
âûðàæåííàÿ â èçìåíåíèè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ýòíîñà â ñòîðî íó äîñòèæåíèÿ
íàèëó÷øåãî óâåëè÷åíèÿ âêëàäà â ðàçâèòèå ýòíîñàV. Ýòî ìîæíî ñìîäåëèðî-
âàòü òàê. Ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àéíûé âåêòîð� = ( � 1; : : : ; � n ), êàæäàÿ êîìïîíåíòà
êîòîðîãî èìååò ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå â çàäàííîì èíòåðâàëå [� z; z], ãäå ÷èñëî z
äîëæíî áûòü ñîïîñòàâëåíî ñ èíòåðâàëàìè âðåìåíè ìåæäó òàêèì è îïåðàöèÿìè,
íî íå äîëæíî áûòü î÷åíü áîëüøèì. Äàëåå ýòíîñ ìåíÿåò ñâîè ïàðà ìåòðû, åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå

e  e+ � ïðè V(l; e) < V (l; e + � ): (2)

×àñòîòà òàêèõ ñîáûòèé è ñèëà âíîñèìûõ èçìåíåíèé îïðåäåëÿåò ñÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíî.

Ïåðåíèìàíèå îïûòà ó äðóãèõ ýòíè÷åñêèõ ãðóïï � ïðîöåññ íåîäí îçíà÷íûé,
ïîñêîëüêó, ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîæåò óëó÷øèòü ñîñòîÿíèå ýòíè÷ åñêîé ãðóïïû, à ñ
äðóãîé � ýòà ãðóïïà ìîæåò ïîòåðÿòü ñâîþ èíäèâèäóàëüíîñòü. Ê ðîìå òîãî, ïðè
ïåðåíèìàíèè îïûòà âñåãäà ïðîèñõîäÿò èñêàæåíèÿ, êîòîðûå ïð èâîäÿò ê íåêîòî-
ðûì îòêëîíåíèÿì îò ïåðâîíà÷àëüíîãî îïûòà.

Âçàèìîäåéñòâèå ÷ëåíîâ ýòíîñà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåäà÷à ñï îñîáíîñòåé ïî
àäàïòàöèè ê ëàíäøàôòó. ×ëåíû ýòíîñà ei æèâóò â ëàíäøàôòå l i , ÷ëåíû ýòíîñà ej

æèâóò â ëàíäøàôòå l j . ×ëåíû îäíîãî ýòíîñà ei ïåðåõîäÿò â ëàíäøàôò l j ñ öåëüþ
ïîëó÷åíèÿ íîâûõ çíàíèé è ïðèîáðåòåíèÿ ñïîñîáíîñòåé. Ïðè âç àèìîäåéñòâèè ñ
÷ëåíàìè ýòíîñà ej ïðîèñõîäèò âçàèìíîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ òàê, ÷òîáû íîâûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ îáåñïå÷èâàëè áîëåå âûñîêîå çíà÷åíèå ô óíêöèè V. Ýòî
îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåíÿòèåì îïûòà:

ei  ei + � � (ej � ei ) + � ïðè V(ei ; l j ) > V (ej ; l j );
ej  ej + � � (ei � ej ) + � ïðè V(ei ; l j ) < V (ej ; l j ):

(3)

Çàòåì ÷ëåí ýòíîñà ìîæåò âåðíóòüñÿ â ëàíäøàôò l i è ñíîâà èçìåíèòü ñâîè ïà-
ðàìåòðû.

Â ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ � � êîýôôèöèåíò ïåðåíÿòèÿ îïûòà, çíà÷åíèå êî-
òîðîãî, âèäèìî, äîëæíî çàâèñåòü îò âåëè÷èíû ðàññòîÿíèÿ (e2 � e1) è ïðåäïî-
ëîæèòåëüíî îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî, � � ñëó÷àéíûé âåêòîð, ðåàëèçóþùèé
ñëó÷àéíîå îòêëîíåíèå îò èñõîäíîãî îïûòà. Çàâèñèìîñòü � âûðàçèì ôîðìóëîé

� (e1; e2) =
1

ke2 � e1k2
:
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Ïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíò � îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó îò äëèíû âåê-
òîðà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó e1 è e2.

Âçàèìîäåéñòâèå ýòíè÷åñêèõ ãðóïï íå ñâîäèòñÿ òîëüêî ê ïåðåí èìàíèþ îïûòà
äðóã ó äðóãà. Ñîïåðíè÷åñòâî, âûòåñíåíèå, îáúåäèíåíèå è óíè ÷òîæåíèå � âîò íå
ïîëíûé ñïèñîê ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ ýòíè÷åñêèõ ãðóïï.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà îäíîì ëàíäøàôòå ìîãóò îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ
íåñêîëüêî ýòíè÷åñêèõ ãðóïï, à âçàèìîäåéñòâèå áóäåì îïðåäå ëÿòü èìåííî äëÿ
íàõîäÿùèõñÿ íà îäíîé òåððèòîðèè. Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì èõ ñî âìåñòíîå èñ-
ïîëüçîâàíèå ëàíäøàôòà êàê ðàçäåëåíèå îáùèõ ðåñóðñîâ, ÷òî ì îæíî âûðàçèòü
èçìåíåíèåì ôîðìóëû äëÿ V.

Ïðåäïîëîæèì, íà îäíîì ëàíäøàôòå íàõîäèòñÿ k ýòíè÷åñêèõ ãðóïï, äëÿ
êàæäîé èç íèõ âû÷èñëÿåì Vj , j = 1; : : : ; k ïî ôîðìóëå (1). Çàòåì âû÷èñëÿåì
ñóììàðíûé âêëàä

V =

�
�
�
�

kX

j =1

Vj

�
�
�
� :

Åñëè çíà÷åíèå V > 1, òî íåîáõîäèìî ïðîíîðìèðîâàòü âñå Vj òàê:

V �
j =

Vj

V
;

çäåñüV �
j � íîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå âêëàäà â ðàçâèòèå j -ãî ýòíîñà. Òàêîå ïðå-

îáðàçîâàíèå ïîçâîëèò îãðàíè÷èòü ðîñò ýòíè÷åñêèõ ãðóïï íà î äíîé òåððèòîðèè
èç-çà èõ ñîïåðíè÷åñòâà.

Îñòàëüíûå ïðîöåññû âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ñëåäñòâèåì îïèñàííîãî
âûøå � ñîïåðíè÷åñòâà.

2.6. Ãèáåëü ýòíè÷åñêîé ãðóïïû

Ýòíè÷åñêàÿ ãðóïïà ãèáíåò, êîãäà åå ïàññèîíàðíàÿ ýíåðãèÿ ïà äàåò äî íóëÿ. Óñëî-
âèå ãèáåëè çàïèøåì òàê: åñëèPj � 0, òî ñ÷èòàåì ýòíè÷åñêóþ ãðóïïó j ðàñïàâ-
øåéñÿ. Åå ÷ëåíû ñòàíîâÿòñÿ ÷ëåíàìè äðóãèõ ýòíè÷åñêèõ ãðóïï . È ýòà îáùíîñòü
ïåðåñòàåò ñóùåñòâîâàòü.

2.7. Èçìåíåíèå ëàíäøàôòà

Íåëüçÿ íå ó÷èòûâàòü æåëàíèå ýòíîñà ìîäåðíèçèðîâàòü ëàíäøà ôò, ïîäñòðîèòü
ïîä ñâîè íóæäû è ïîòðåáíîñòè. Íî ïîñêîëüêó ýòíè÷åñêèõ ãðóïï ìîæåò áûòü
íåñêîëüêî, òî âñå îíè è áóäóò äåëàòü èçìåíåíèÿ ïî ñâîèì ïîòðå áíîñòÿì. Â íåêî-
òîðûå ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðîèñõîäèò ïîïûòêà èçìåíå íèÿ ëàíäøàôòà:

l  l + 

�

jjejj
jj l jj

� e � l
�

+ �; (4)

çäåñü âûðàæåíèå â ñêîáêàõ äàåò âåêòîð ïîâîðîòà äëÿ l, ÷òîáû ïðèáëèçèòü ê
âåêòîðó e, êîýôôèöèåíò 
 çàäàåò ñèëó ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü
ñëèøêîì áîëüøèì, ñëó÷àéíûé âåêòîð � äàåò ñëó÷àéíîå îòêëîíåíèå îò íàìå÷åí-
íîãî.
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3. Èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñåäíèõ ýòíîñîâ

Â ýòîé ÷àñòè ïîä ýòíîñîì ìû áóäåì ïîíèìàòü óñòîé÷èâóþ ýòíè÷åñêóþ ãðóïïó,
çàíèìàþùóþ îäèí ëàíäøàôò. Ïî ñóòè äåëà, ýòî ñóáýòíîñ.

Ñàìûì âàæíûì ïðîöåññîì äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ýòíîñîâ ÿâëÿåòñÿ â çàèìîäåé-
ñòâèå ñîñåäíèõ ýòíîñîâ. Èìåííî èõ âçàèìíîå âëèÿíèå ñòèìóëè ðóåò ïðîöåññ ñî-
çäàíèÿ íîâûõ ýòíè÷åñêèõ ãðóïï è èñ÷åçíîâåíèÿ ñòàðûõ. Õîòÿ â èñòîðèè âñòðå-
÷àþòñÿ ýòíîñû-èçîëÿíòû, êîòîðûå óòðàòèëè êîíòàêòû ñ ñîñåä íèìè ýòíîñàìè.
Íî ýòî ëèøü ïîäòâåðæäàåò ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ýòíè÷åñêèå êîíò àêòû äàþò
òîë÷îê äëÿ èõ ðàçâèòèÿ. Ïîñêîëüêó ýòíîñû-èçîëÿíòû íå ñïîñî áíû ïðîòèâîäåé-
ñòâèþ äðóãèì ýòíîñàì, êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ â ëþáîé ìîìåí ò.

3.1. Âàðèàíòû âçàèìîîòíîøåíèé ýòíîñîâ

Ë.Í. Ãóìèë¼â âûäåëÿåò ÷åòûðå âàðèàíòà âçàèìîîòíîøåíèé êîí òàêòèðóþùèõ
ýòíîñîâ [2, ñ. 111]:

� ñîñóùåñòâîâàíèå, ýòíîñû íå ñìåøèâàþòñÿ è íå ïîäðàæàþò äðóã äðóãó;

� àññèìèëÿöèÿ, ïîãëîùåíèå îäíîãî ýòíîñà äðóãèì;

� ìåòèñàöèÿ, ñîõðàíÿþòñÿ è ñî÷åòàþòñÿ òðàäèöèè ïðåäêîâ;

� ñëèÿíèå, çàáûâàþòñÿ òðàäèöèè îáîèõ êîìïîíåíòîâ è âîçíèêàå ò íîâûé ýò-
íîñ.

Â îáîçíà÷åíèÿõ íàøåé ìîäåëè ðåçóëüòàò âçàèìîîòíîøåíèÿ ýòí îñîâ e1 è e2

ìîæíî îïèñàòü âûðàæåíèÿìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåò ðîâ ýòíîñîâ
ïîñëå äëèòåëüíîãî êîíòàêòà. Êàê ïðàâèëî, âîçíèêàåò íîâûé ý òíîñ e3 ñ íîâûìè
çíà÷åíèÿìè, à ïðåäûäóùèå ýòíîñû èñ÷åçàþò:

� ñîñóùåñòâîâàíèå, ïàðàìåòðû íå ìåíÿþòñÿ, íîâûé ýòíîñ íå ïîÿ âëÿåòñÿ;

� àññèìèëÿöèÿ e3 = e1 èëè e3 = e2, ýòíîñ-ïîòîìîê ïðèíèìàåò ïàðàìåòðû
îäíîãî èç ýòíîñîâ-ïðåäêîâ;

� ìåòèñàöèÿ e3
i = e1

i , e3
j = e2

j , èíäåêñû i è j ïðîáåãàþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ âñåõ
äîïóñòèìûõ èíäåêñîâ, e3 � ýòíîñ, ñîñòîÿùèé èç ìåòèñîâ ýòíîñîâ e1 è e2;

� ñëèÿíèå e3 6= e1, e3 6= e2, ïàðàìåòðû íîâîãî ýòíîñà e3 íå ñîâïàäàþò íè ñ
îäíèì èç ýòíîñîâ-ïðåäêîâ e1 è e2.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü âçàèìîäåéñòâèå ñîñåäíèõ ý òíîñîâ, íåîá-
õîäèìî óêàçàòü ïðè÷èíó è ïðàâèëî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ýòíî ñîâ. Îöåíèòü
êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàçâèòèÿ êîíòàêòèðóþùèõ ý òíîñîâ. Óêàçàòü
ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñàìîáûò íîñòü ýòíîñîâ â
èõ îêðóæåíèè.

Íà÷íåì ñ ïîñëåäíåãî âîïðîñà. Äëÿ óêàçàíèÿ ðàçëè÷èé äâóõ ýëå ìåíòîâ â ñè-
ñòåìå äîñòàòî÷íî ââåñòè îäèí ïàðàìåòð, çíà÷åíèå êîòîðîãî á óäåò èäåíòèôèöè-
ðîâàòü ýëåìåíò. Òàê, äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ýòíî ñîâ, äîñòàòî÷íî
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êàæäîìó ïðèïèñàòü ïî îäíîìó ïàðàìåòðó. Ïîëó÷àåì îäíîìåðíû é ñëó÷àé äëÿ
âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ ýòíîñîâ e1 = ( e1

1), e2 = ( e2
1). Â ñëó÷àå îïèñàíèÿ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ òðåõ ýòíîñîâ îäíîãî ïàðàìåòðà îêàçûâàåòñÿ íå äîñòàòî ÷íî, íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü äâà ïàðàìåòðà: e1 = ( e1

1; e1
2), e2 = ( e2

1; e2
2), e3 = ( e3

1; e3
2). È òàê

äàëåå, äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ n ýòíîñîâ ïîòðåáóåòñÿ êàê ìèíèìóì n � 1
ïàðàìåòðîâ.

3.2. Ïðåäåëüíûå ñîñòîÿíèÿ ýòíîñîâ

Â ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè îïèñàíû òðè ïðîöåññà, âëèÿþùèå íà è çìåíåíèå ñî-
ñòîÿíèÿ ýòíîñà è ëàíäøàôòà:

a) àäàïòàöèÿ ê ëàíäøàôòó (2);

b) ïåðåíÿòèå îïûòà ýòíîñîâ (3);

c) èçìåíåíèå ëàíäøàôòà (4).

Ïåðå÷èñëåííûå ïðîöåññû èçìåíÿþò ïàðàìåòðû ýòíîñà è ëàíäøà ôòà, íî êàæ-
äûé èç íèõ íàïðàâëåí íà óâåëè÷åíèå ôóíêöèè âêëàäà V(l; e). Ïîäðîáíåå ðàç-
áåðåì ðåçóëüòàòû ýòèõ ïðîöåññîâ â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ
êîëè÷åñòâîì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýòíîñîâ è ëàíäøàôòîâ.

1 ýòíîñ, 1 ëàíäøàôò. Â ýòîé ñèòóàöèè ýòíîñ èçîëèðîâàí îò äðóãèõ ýòíîñîâ
è íåò äîñòóïà ê äðóãèì ëàíäøàôòàì. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü íå êîòîðûé
ýòíîñ, ñóùåñòâóþùèé íà îñòðîâå, ïðè óñëîâèè íåðàçâèòîãî ìî ðñêîãî ñîîáùå-
íèÿ. Çäåñü ó÷àñòâóþò òîëüêî ïðîöåññû a) è c). Ïðîöåññ a) ïðåä ñòàâëÿåò ñîáîé
ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, íî íàïðàâëåíèå ïåðåìåùåíèÿ îãðàíè÷å íî óñëîâèåì óâå-
ëè÷åíèÿ ôóíêöèè V. Òàê èëè èíà÷å, ïðè óñòðåìëåíèè âðåìåíè ïðîöåññà â áåñ-
êîíå÷íîñòü ïàðàìåòðû ýòíîñà áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê íåêîòîðîé ï ðåäåëüíîé òî÷êå
(� 1; � 1; : : : ; � 1). Ïðîöåññ c) îïèñûâàåò èçìåíåíèå ëàíäøàôòà, êîòîðîå, òàêæå
ïðè ñòðåìëåíèè âðåìåíè ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðèâîäèò ïàðàìåòð û ëàíäøàôòà ê
òîé æå ïðåäåëüíîé òî÷êå. Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îäíà èç âåðøèí
ãèïåðêóáà E k = [ � 1; 1]� � � � � [� 1; 1]. Ïîòîìó ÷òî èìåííî â ýòèõ òî÷êàõ äîñòè-
ãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè V(l; e), ïðè÷åì çíà÷åíèÿ äëÿ e è äëÿ l
äîëæíû ñîâïàäàòü.

2 ýòíîñà, 1 ëàíäøàôò. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ b) óñêîðÿåò ñòðåìëåíèå ê
ïðåäåëüíîé òî÷êå â ñëó÷àå, åñëèe1, e2 è l ñòðåìÿòñÿ ê îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êå.
À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå èç äâóõ ýòíîñîâ îñòàå òñÿ òîëüêî îäèí,
èìåþùèé ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ.

1 ýòíîñ, 2 ëàíäøàôòà. Ýòà ñèòóàöèÿ îïèñûâàåò ñëó÷àé âîçìîæíîãî âëèÿ-
íèÿ ýòíîñà îäíîâðåìåííî íà äâà ëàíäøàôòà. Íî ïîñêîëüêó ïðåä ïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ýòíîñ íå áëóæäàåò, à ëèøü íà íà÷àëüíîì ýòàïå âûáèðàåò íàèáîë åå ïîäõîäÿùèé
ëàíäøàôò, òî â ïðåäåëå ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî îá îäíîì ëàíäøà ôòå (ñëó÷àé
1 ýòíîñ, 1 ëàíäøàôò).
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2 ýòíîñà, 2 ëàíäøàôòà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòíîñû íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ
ëàíäøàôòàõ, èíà÷å ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ (2 ýòíîñà, 1 ëàíäøàôò ). Êîãäà äâà
ýòíîñà íàõîäÿòñÿ íà ñîñåäíèõ ëàíäøàôòàõ, òî ïðîöåññû a) è c) ïðîòåêàþò íåçà-
âèñèìî, à ïðîöåññ b) ìîæåò ïîâëèÿòü, òîëüêî åñëè ïðåäåëüíûå òî÷êè ýòíîñîâ
ñîâïàäàþò.

N ýòíîñîâ, m ëàíäøàôòîâ. Ýòîò ñëó÷àé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëåä-
ñòâèå ðàññìîòðåííûõ âûøå. Îïðåäåëÿÿ âçàèìîäåéñòâèå ýòíîñ îâ êàê ïîïàðíîå
âçàèìîâëèÿíèå.

3.3. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà

Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ýòíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îïèñàííûõ â ìîä åëè, ìîæíî ñäå-
ëàòü âûâîäû î ðåàëèçàöèè âàðèàíòîâ âçàèìîîòíîøåíèé ýòíîñî â:

� ýòíîñ ñòðåìèòñÿ ïðèâåñòè ñâîè ïàðàìåòðû è ïàðàìåòðû ëàíäøà ôòà ê îä-
íîé ïðåäåëüíîé òî÷êå. Ïðè÷åì, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ¾íóë ü¿ îäíîãî
èç ïàðàìåòðîâ, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìåíÿåòñÿ;

� êîíêóðèðóþùèå ýòíîñû â îäíîì ëàíäøàôòå ëèáî ñëèâàþòñÿ â îäè í ñ ïðå-
äåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ, ëèáî ïðîèñõîäèò àññèìèëÿ öèÿ îäíîãî
ýòíîñà äðóãèì;

� âàðèàíòû ñîñóùåñòâîâàíèÿ è ìåòèñàöèè ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷ íûìè
(íåïðåäåëüíûìè), êîòîðûå òåì íå ìåíåå ìîãóò ïðîñóùåñòâîâà òü äîâîëüíî
äîëãî, íî íå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè.

4. Âûâîäû è çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè ìîæíî ñ÷èòàòü ôîðìàëüíîå îïèñàí èå ïðîöåññà ôîð-
ìèðîâàíèÿ ýòíîñîâ, êîòîðîå ïðîäåìîíñòðèðîâàëî âîçìîæíîñ òü îïèñàíèÿ ýòíîñà
êàê ìîçàè÷íîé ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ ýòíè÷åñê èõ ãðóïï, ñóùå-
ñòâóþùèõ ïî îáùèì çàêîíàì. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìîä åëè ïîäòâåðäèëî
âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ , óêàçàííûõ â ëè-
òåðàòóðå. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî ëèøü äâà èç íèõ ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè.

Ïðåäñòàâëåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïëàíèðóåòñÿ ðåàëèç îâàòü â ñðåäå
êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷òî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû.
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Ì.Â. Êóçèí

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå ïîïåðå÷-
íîãî ñå÷åíèÿ ïðîåçæåé ÷àñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàíñïîðòíû õ ïîòîêîâ â
ãîðîäñêèõ ñåòÿõ. Ðàññìîòðåíû ïðåèìóùåñòâà ïðèìåíåíèÿ äàí íîãî ìåòîäà
â êîìïëåêñíîì ìîäåëèðîâàíèè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ.

Òðàäèöèîííî ìîäåëè òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà îïèñûâàþò äâèæåí èå òîëüêî â
îäíîì èçìåðåíèè. Â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ âëèÿíèå ñîñåäíèõ ïîëî ñ (ìíîãîïîëîñíîå
äâèæåíèå) ìîæåò áûòü ó÷òåíî [1]. Ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ïîëíî ñòüþ äâóìåðíîé
ìîäåëè â òîì, ÷òî îáû÷íîå îáîáùåíèå îäíîìåðíîé ìîäåëè íà äâó ìåðíûé ñëó÷àé
íåâîçìîæíî èç-çà íåýêâèâàëåíòíîñòè äâèæåíèé âäîëü è ïîïåð ¼ê äîðîãè [2].

Ó òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà (ÒÏ) ïî ìåðå äâèæåíèÿ â óëè÷íî-äîðîæ íîé ñåòè
(ÓÄÑ) ãîðîäà ïîñòîÿííî èçìåíÿþòñÿ âçàèìîñâÿçàííûå õàðàêò åðèñòèêè, òàêèå,
êàê èíòåíñèâíîñòü, ïëîòíîñòü, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü [3, c.6]. Ó ÷åò èçìåíåíèÿ ýòèõ
õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà íà âñåõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàõ òðàíñïîðò íîé ñåòè âåäåò ê
áîëåå àäåêâàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ åãî â ìîäåëè äâèæåíèÿ. Â äà ííîé ðàáîòå
ïðåäëàãàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñò è ïîòîêà íà ïåðå-
ãîíå â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ øèðèíû ïðîåçæåé ÷àñòè.

Â ðàáîòå [4] âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðè÷èíà ïðîáîê ê ðîåòñÿ â ¾óç-
êèõ ìåñòàõ¿ ñóæåíèÿõ è ðàñøèðåíèÿõ äîðîãè, êàê ïîñòîÿííûõ, òàê è âðåìåí-
íûõ. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé îáðàçîâàíèÿ, ðîñòà è ðàñïðîñòðà íåíèÿ î÷åðåäåé
íà äîðîãàõ, îïðåäåëÿåòñÿ íåñêîëüêî òèïîâ ¾óçêèõ ìåñò¿:

Àêòèâíûå ¾óçêèå ìåñòà¿. Ìåæäó äâóìÿ ó÷àñòêàìè äîðîãè èìååòñÿ àêòèâ-
íîå ¾óçêîå ìåñòî¿:, åñëè âõîäÿùèé òðàíñïîðòíûé ïîòîê ïåðåã ðóæåí (âû-
çûâàåò î÷åðåäè), à èñõîäÿùèé ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.

Ñëèÿíèÿ (ñóæåíèÿ). Åñëè èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùèõ ïîòîêîâ ïðåâûøàåò âìå-
ñòèìîñòü ñëèÿíèÿ, âûõîäÿùèé ïîòîê çàïîëíÿåò ïðîïóñêíóþ ñï îñîáíîñòü
ñëèÿíèÿ ïîëíîñòüþ, à îñòàëüíîé ïîòîê ôîðìèðóåò î÷åðåäü. Î÷ åðåäü ìî-
æåò ðàñòè êàê ïî îäíîìó, òàê è ïî íåñêîëüêèì ïîäúåçäàì ê ñëèÿí èþ.
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Äðóãèå òèïû ¾óçêèõ ìåñò¿. Çàòîðíóþ àêòèâíîñòü ìîæíî îáíàðóæèòü íà
âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ èñêðèâëåíèÿõ äîðîãè (¾ãîðê è¿ è ïðî-
ãèáû), â òîííåëÿõ, íà íàêëîííûõ ó÷àñòêàõ è äðóãèõ ìåñòàõ èçì åíåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê è îäíîðîäíîñòè äîðîãè.

Îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé âñåõ ¾óçêèõ ìåñò¿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â îïðåäåëåí-
íîé òî÷êå äîðîãè èçìåíÿåòñÿ åå ìàêñèìàëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïî ñîáíîñòü [3, c.37],
òî åñòü èçìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ïîòîêà íàñûùåíèÿ - C.

Â ïðèìåðå íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíî ñóæåíèå ïðîåçæåé ÷àñòè ñ óìåí üøåíèåì
ïîòîêà íàñûùåíèÿ C íà îäíó òðåòü c 1800 àâò./÷ äî 1200 àâò./÷. Èç ðèñóíêà 1á
âèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî â ñóæåíèå ïîòîêà q(t) 6= const, â ìîìåíò
âðåìåíè 27-28 ñåêóíä îò íà÷àëà öèêëà ìîäåëèðîâàíèÿ îí íà÷èí àåò ïðåâûøàòü
ïîòîê íàñûùåíèÿ äîðîãè ïîñëå ñóæåíèÿ C � < q(t). Îáðàçóåòñÿ î÷åðåäü. Èñ-
õîäÿùèé ïîòîê (ñâåòëûé) q� (t) íåêîòîðîå âðåìÿ íàñûùåí ïîëíîñòüþ, ñ ìîìåí-
òà, êîãäà èíòåíñèâíîñòü âõîäíîãî ïîòîêà íà÷èíàåò ñïàäàòü, î÷åðåäü ïîñòåïåííî
ðàññàñûâàåòñÿ, è äàëåå ïîòîê äâèæåòñÿ ñâîáîäíî.

à) á)

Ðèñ. 1. Ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïîòîêà ïðè ðåçêîì ñóæåíèè ïðîåçæ åé ÷àñòè: (à) ñõåìà ñóæåíèÿ;
(á) ãðàôèêè èíòåíñèâíîñòåé âõîäÿùåãî � q(t)(òåìíûé) è èñõîäÿùåãî � q� (t)(ñâåòëûé)

ïîòîêîâ â ìåñòå ñóæåíèÿ

Ïðè îáîçíà÷åíèè ïîòîêà íàñûùåíèÿ èñõîäÿùåãî ïîòîêà - C � , à äëèíû î÷å-
ðåäè - l(t), ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîòîêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþ ùèì
îáðàçîì:

q(t) =
�

C; l(t) > 0
q(t); l(t) � 0;

(1)

l(t) = l(t � 1) + q(t) � C � : (2)

Ôîðìóëû (1, 2) ïîçâîëÿþò ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàòü ãðóïïîâîé
õàðàêòåð äâèæåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ (ÒÑ) â ìåñòàõ èçìåí åíèÿ ïîïåðå÷-
íîãî ñå÷åíèÿ äîðîãè. Òàêæå èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïîäñ÷èòàòü ñðåäíþþ äëèíó
î÷åðåäè ëèáî ÷èñëî çàäåðæàííûõ ÒÑ íà äàííîì ýëåìåíòå ÓÄÑ ãîð îäà.
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Â ðàáîòå [2] ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ì îäåëü òðàíñ-
ïîðòíîãî ïîòîêà, äåòàëüíî îïèñûâàþùàÿ äèíàìè÷åñêîå ðàñïð åäåëåíèå ïëîòíî-
ñòè ïîòîêà êàê âäîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ, òàê è ïîïåðåê. Îä íàêî îíà îáëà-
äàåò ðÿäîì íåäîñòàòêîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìîäåë è íà ïðàêòèêå:

Ïðîáëåìà êàëèáðîâêè ìîäåëè. Ìîäåëü èìååò áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîýô-
ôèöèåíòîâ è ÷ëåíîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëüíû ì îáðà-
çîì;

Îòíîñèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé, íå ïîçâîëÿþùàÿ ïðèìåíèòü äàí-
íóþ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà è îïòèìèçàöèè óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì â êðóïíûõ
ãîðîäñêèõ òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ, ïîðÿäêà 100 - 500 íàïðàâëåíè é äâèæåíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë (1, 2) â ðàìêàõ êîìïëåêñíîãî ìîäåëèðî âàíèÿ äâèæå-
íèÿ â òðàíñïîðòíîé ñåòè ãîðîäà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñèñòåì àòè÷åñêèå çàòîðû
íà ïåðåãîíå, çàðàíåå ïðåäóñìîòðåòü ìåñòà âîçìîæíîãî óìåíü øåíèÿ ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè äîðîã è ðåàãèðîâàòü íà èçìåíåíèå ñèòóàöèè, àâò îìàòè÷åñêè ïåðå-
ñòðàèâàÿ ðåæèìû óïðàâëåíèÿ íà ñîñåäíèõ ïåðåêðåñòêàõ â ñëó÷àå çàòîðà.

Âñå âåëè÷èíû (èíòåíñèâíîñòü, ïîòîê íàñûùåíèÿ, äëèííà î÷åð åäè) èñïîëü-
çóåìûå â ôîðìóëå (1), ìîãóò áûòü èçìåðåíû ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëü íûõ ïðèáî-
ðîâ - äåòåêòîðîâ òðàíñïîðòà. Ïðîñòîòà ðàñ÷åòà ïîçâîëÿåò ïð èìåíÿòü äàííóþ
ôîðìóëó ïðè ìîäåëèðîâàíèè è ïîèñêå îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ
äâèæåíèåì â áîëüøèõ ãîðîäñêèõ òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ.
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Ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ èìèòàöèî ííîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ â ãîðîäàõ. Îïèñàíû îñíîâíû å âîçìîæ-
íîñòè è ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷å íèÿ.

Ðàçâèòèå àâòîìîáèëüíîé ïðîìûøëåííîñòè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåí èþ ïëîòíûõ
òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ(ÒÏ) íà ãîðîäñêèõ ìàãèñòðàëÿõ, óñëîæ íåíèþ îðãàíèçà-
öèè äîðîæíîãî äâèæåíèÿ è ïîâûøåíèþ íåãàòèâíûõ ïîñëåäñòâèé - àâàðèéíîñòè,
ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê, ïîâûøåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ îêðóæàþùåé ñð åäû, øóìà.

Äî îïðåäåëåííîé ñòåïåíè çàãðóçêè ãëàâíûõ è âòîðîñòåïåííûõ ìàãèñòðàëåé
àâòîìîáèëè è ïåøåõîäû äâèæóòñÿ ÷åðåç ïåðåêðåñòêè áåç çíà÷èòåëüíûõ çàäåð-
æåê (ïðîèñõîäèò ñàìîðåãóëèðîâàíèå). Ñ ðîñòîì èíòåíñèâíîñ òè äâèæåíèÿ ïî
ãëàâíûì ìàãèñòðàëÿì âðåìÿ îæèäàíèÿ íà ïåðåñåêàþùèõ íàïðàâ ëåíèÿõ áûñòðî
âîçðàñòàåò, íà ïåðåêðåñòêàõ âîçíèêàþò êîíôëèêòíûå è àâàðè éíûå ñèòóàöèè.
Ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü óïðàâëåíèÿ òðàíñïîðòíûìè è ïåøå õîäíûìè ïîòî-
êàìè. Óïðàâëåíèå ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâ ñèãíàëèçàö èè è àâòîìàòèçà-
öèè êàê íà îòäåëüíûõ ýëåìåíòàõ äîðîãè (ïåðåêðåñòîê, ïåðåãî í è äð.), òàê è äëÿ
óëè÷íî-äîðîæíîé ñåòè (ÓÄÑ) ãîðîäà â öåëîì.

Ñâåòîôîðíàÿ ñèãíàëèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ôîðìîé âîçäåéñ òâèÿ íà ó÷àñò-
íèêîâ äâèæåíèÿ.

Ïðè ñðåäíåé è âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè äâèæåíèÿ è íåáîëüøèõ ðà ññòîÿíèÿõ
ìåæäó ïåðåêðåñòêàìè (äî 500-700 ìåòðîâ) îáðàçóåòñÿ ãðóïïî âàÿ ôîðìà äâè-
æåíèÿ [1]. Îíà îáóñëîâëåíà ÷åðåäîâàíèåì ôàç ñâåòîôîðíîé ñè ãíàëèçàöèè. Ïå-
ðåêðåñòêè ñòàíîâÿòñÿ âçàèìîçàâèñèìûìè ïî óïðàâëåíèþ, ïðè ýòîì âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü â êîîðäèíàöèè ñèãíàëîâ ïóòåì ìàêñèìàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
ïåðèîäè÷åñêîãî, ãðóïïîâîãî õàðàêòåðà òðàíñïîðòíîãî ïîòî êà.

Êîîðäèíèðîâàííîå óïðàâëåíèå ôîðìèðóåò ñëó÷àéíî âîçíèêàþ ùèå ãðóïïû
òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ (ÒÑ) â äèíàìè÷åñêè îäíîðîäíûå ãðóïïû àâòîìîáèëåé.

Êîîðäèíàöèîííîå óïðàâëåíèå äâèæåíèåì òðàíñïîðòíûõ ïîòîê îâ â ãîðîäàõ
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì è äîñòóïíûì ìåòîäîì îðãàíèç àöèè äâèæåíèÿ
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ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî àëãîðèòìè÷åñêîé è òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Ïîÿâëåíèå òåõ-
íè÷åñêèõ ñðåäñòâ îðãàíèçàöèè äîðîæíîãî äâèæåíèÿ íîâîãî ïî êîëåíèÿ íà ìèê-
ðîïðîöåññîðíîé ýëåìåíòíîé áàçå äàåò âîçìîæíîñòü ðåøàòü çà äà÷è óïðàâëåíèÿ
äâèæåíèåì íå òîëüêî ïî çàðàíåå ðàññ÷èòàííûì ïðîãðàììàì êîî ðäèíàöèè [2],
íî è â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè, ÷òî áîëåå ýôôåêòèâíî.

Ïðèìåíåíèå èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïðîâåñ òè ìîäåëüíûé
ýêñïåðèìåíò è íàñòðîéêó óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ïðîãðàììû êîîðäèíàöèè
(ÏÊ).

Ïðåäëîæåííîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, èñïîëüçóþùåå èìèò àöèîííóþ ìî-
äåëü ãðóïïîâîãî äâèæåíèÿ ÒÑ, ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ îïðåäåëåíè ÿ îïòèìàëüíûõ
ïàðàìåòðîâ êîîðäèíèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ïðîèç-
âîäèòñÿ â ïðîèçâîëüíî çàäàííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè ãîðîäà. Ò ðàíñïîðòíàÿ ñåòü
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íàïðàâëåííîãî ãðàôà (ðèñóíîê 1), äóã àìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ ïåðåãîíû (íàïðàâëåíèÿ), à â óçëàõ íàõîäÿòñÿ ïåðåêðå ñòêè ñî ñâåòîôîð-
íûìè óñòðîéñòâàìè.

Ðèñ. 1. Ñõåìà òðàíñïîðòíîé ñåòè

Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëþ ñòðîèòü ãðàô äîðîæíîé ñå òè, ñîäåðæà-
ùèé ñëåäóþùèå ýëåìåíòû:

Ïåðåêðåñòîê. Îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ, îñíîâíûå èç íèõ � ýòî ê îëè÷åñòâî
ôàç, äëèòåëüíîñòè ôàç, ñìåùåíèå ïåðâîé ôàçû è ò.ä.

Âíåøíèé ïåðåêðåñòîê. Íå ó÷àñòâóåò â ìîäåëèðîâàíèè, íåîáõî äèì äëÿ óêàçà-
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íèÿ âõîäÿùèõ â ñåòü íàïðàâëåíèé. Íà âñåõ âõîäÿùèõ íàïðàâëåí èÿõ èíòåíñèâ-
íîñòü � ïîñòîÿííàÿ âî âðåìåíè âåëè÷èíà.

Äîïîëíèòåëüíàÿ òî÷êà. Íåîáõîäèìà äëÿ èìèòàöèè òàêèõ ýëåìå íòîâ ÓÄÑ,
êàê ñóæåíèå ïðîåçæåé ÷àñòè, íåðåãóëèðóåìîå ñëèÿíèå ÒÏ, ðàçäåëåíèå ïîòîêà
ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïåðåêðåñòêàìè íà ñîñòàâëÿþùèå.

Íàïðàâëåíèå. Ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ïåðåêðåñòêè, îñíîâíûå ñâîéñòâà � ýòî
èíòåíñèâíîñòü, ìàêñèìàëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü èëè ï îòîê íàñûùåíèÿ
[1], ñðåäíåå âðåìÿ ïðîåçäà, äëèíà è ò.ä.

Êàæäûé ýëåìåíò ñåòè ïðåäñòàâëåí â ïðîãðàììå îòäåëüíûì êëàñ ñîì, îáëà-
äàþùèì ñâîèìè óíèêàëüíûìè àòðèáóòàìè è ìåòîäàìè.

Çàäàíèå ñâîéñòâ, äëÿ êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ ñåòè, ïðîèçâîäèò ñÿ â ðåæèìå
äèàëîãà. Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíû ôîðìû ââîäà ïàðàìåòðîâ äëÿ ïåðåêðåñòêà
è íàïðàâëåíèÿ.

(à) (á)

Ðèñ. 2. Ôîðìû ââîäà ïàðàìåòðîâ (à) � ïåðåêðåñòêà, (á) � íàïðà âëåíèÿ

Äëÿ ïåðåêðåñòêà ïîëüçîâàòåëü çàäàåò òàêèå ïàðàìåòðû, êàê íîìåð, íàçâà-
íèå, êîëè÷åñòâî ôàç, íà÷àëüíîå ñìåùåíèå ôàç, äëèòåëüíîñòè è ìèíèìàëüíûå
äëèòåëüíîñòè ôàç. Â ñåòè ìîæåò áûòü çàäàíî íåñêîëüêî ãðóïï ï åðåêðåñòêîâ,
äëÿ êîòîðûõ ñìåùåíèå ôàç îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà áóäåò ïîñò îÿííûì.

Äëÿ íàïðàâëåíèÿ çàäàþòñÿ: íîìåð, ïîòîê íàñûùåíèÿ, èíòåíñè âíîñòü, äëèíà
ïåðåãîíà, âðåìÿ ñìåùåíèÿ íà÷àëà è êîíöà çåëåíîãî ñâåòà äëÿ ñ ëîæíûõ ïðîìòàê-
òîâ [1], íîìåðà ðàçðåøàþùèõ ôàç äëÿ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ, òè ï íàïðàâëåíèÿ
(îáû÷íîå èëè ïðîñà÷èâàþùååñÿ).

Îáðàçîâàíèå ïëîòíûõ ãðóïï ÒÑ ìîäåëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàç îì. Ïîòîê
íà âñåõ âõîäÿùèõ â ñåòü íàïðàâëåíèÿõ ñ÷èòàåòñÿ Ïóàññîíîâñê èì, à åãî èíòåí-
ñèâíîñòü ïîñòîÿííîé (ðèñóíîê 3à ãðàôèê 1). Íà ñòîï-ëèíèè ïå ðåêðåñòêà âõî-
äÿùèé ïîòîê óïëîòíÿåòñÿ çà ñ÷åò ÒÑ, ïðèøåäøèõ íà çàïðåùàþùè é ñèãíàë. Â
ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ ðàçðåøàþùåãî ñèãíàëà î÷åðåäü ðàçãðóæàåò ñÿ ñ èíòåíñèâíî-
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ñòüþ, ðàâíîé ïîòîêó íàñûùåíèÿ, à ïîñëå ðàçãðóçêè âñåé î÷åðå äè àâòîìîáèëè
ïðîõîäÿò ñâîáîäíî(ðèñóíîê 3à ãðàôèê 2) [2].

Ãðóïïà àâòîìîáèëåé, äâèãàÿñü îò îäíîé ñòîï ëèíèè ê äðóãîé, ï îñòîÿííî
ðàñïàäàåòñÿ ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ, çàâèñÿùåé îò ñðåäíå ãî âðåìåíè ïðîåçäà
[1]. Â èòîãå íà ñëåäóþùåé ñòîï-ëèíèè ïîëó÷àåì ïîòîê ñëåäóþù åãî âèäà (ñì.
ðèñóíîê 3á ãðàôèê 1).

(à) (á)

Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå ïîòîêà ÒÑ íà íàïðàâëåíèÿõ: (à) � âõîäÿùèé ï îòîê; (á) � îáû÷íûé ïîòîê

Èçìåíÿÿ ñäâèãè íà÷àëà ôàç íà ñîñåäíèõ ïåðåêðåñòêàõ îòíîñèò åëüíî äðóã
äðóãà, ïðîãðàììà ñòðåìèòñÿ ïðîïóñòèòü ïëîòíûå ãðóïïû ÒÑ íà ðàçðåøàþùèé
ñèãíàë ñâåòîôîðà. Òåì ñàìûì ìèíèìèçèðîâàòü çàäåðæêè ÒÑ è äë èíû î÷åðåäåé,
âîçíèêàþùèõ íà ïåðåñå÷åíèÿõ.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ äàííîé ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåé , â îòëè÷èå
îò äðóãèõ ïîäîáíûõ ïðîãðàìì [3,4], ó÷èòûâàþòñÿ îñîáåííîñò è ðàçãðóçêè ëåâî-
ïîâîðîòíûõ êîíêóðèðóþùèõ íàïðàâëåíèé, à òàêæå çàäåðæêè ÒÑ è óïëîòíåíèÿ
ïîòîêà, âîçíèêàþùèå íà ïåðåãîíå ïðè ñóæåíèè ïðîåçæåé ÷àñòè .

Â äàííîé ïðîãðàììå èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü ïðîèçâîë üíîå ÷èñ-
ëî ìàðøðóòîâ äâèæåíèÿ. Ïîä ìàðøðóòîì äâèæåíèÿ ïîíèìàåòñÿ ñ îâîêóïíîñòü
ñâÿçíûõ ìåæäó ñîáîé íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ. Êàê ïðàâèëî, â ÓÄ Ñ ãîðîäà ñó-
ùåñòâóþò òàêèå ñîâîêóïíîñòè íàïðàâëåíèé, äâèæåíèå ïî êîòî ðûì íàèáîëåå èí-
òåíñèâíî â îïðåäåëåííîå âðåìÿ, íàïðèìåð, â öåíòð ãîðîäà â óò ðåííèå ÷àñû ïèê è
èç öåíòðà â ðàéîíû â âå÷åðíèå [1]. Íà ðèñóíêå 4 èçîáðàæåíî îêí î îòîáðàæåíèÿ
äèàãðàììû ïåðåêëþ÷åíèé ñâåòîôîðîâ äëÿ íàïðàâëåíèé ìàðøðó òà â êîîðäè-
íàòàõ âðåìÿ-ïóòü. Òàêæå íà ïðåäñòàâëåííîé äèàãðàììå ìîãóò îòîáðàæàòüñÿ
ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ ëåíòà âðåìåíè áåçîñòàíîâî÷íîãî ïðîåçäà [ 2], âðåìÿ ïðîåçäà
âûáðàííîãî àâòîìîáèëÿ ïî ìàðøðóòó â ïðÿìîì è îáðàòíîì íàïðà âëåíèè.

Êàæäîìó ìàðøðóòó ïðèñâàèâàåòñÿ âåñîâîé êîýôôèöèåíò, îáîç íà÷àþùèé
âàæíîñòü ýòîãî ìàðøðóòà. Â ïðîãðàììå ðàçðàáîòàíà ïðîöåäóð à, îïòèìèçèðóþ-
ùàÿ âðåìÿ ïðîåçäà ïî çàäàííîìó ìàðøðóòó ñ ó÷åòîì åãî âàæíîñò è.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îïòèìàëüíû å ïàðàìåò-
ðû óïðàâëåíèÿ äëÿ àâòîìàòè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíèðîâàííî ãî óïðàâëåíèÿ
òðàíñïîðòíûìè ïîòîêàìè.
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Ðèñ. 4. Äèàãðàììà ïåðåêëþ÷åíèé ñâåòîôîðîâ â êîîðäèíàòàõ âð åìÿ-ïóòü íà çàäàííîì
ìàðøðóòå äâèæåíèÿ

Ðàçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà ìîæåò ñëóæèòü ðàáî÷èì èíñòðóìåíò îì äëÿ òåõ-
íîëîãîâ, îáó÷àþùåé ñðåäîé, äåìîíñòðèðóþùåé îñíîâíûå ïðèí öèïû êîîðäèíè-
ðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ äîðîæíûì äâèæåíèåì, äëÿ ñòóäåíòîâ ñî îòâåòñòâóþùèõ
ñïåöèàëüíîñòåé, à òàêæå ñðåäñòâîì ïî äàëüíåéøåìó èññëåäîâ àíèþ òðàíñïîðò-
íûõ ïîòîêîâ â ãîðîäàõ.
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Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) èçó÷åíû õàðàêòåð èñòèêè
çóáà, ñëóæàùåãî ñîâìåñòíî ñ èìïëàíòàíòîì îïîðîé äëÿ ìîñòîâ èäíîãî ïðî-
òåçà. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ïîïåðå÷íûå, ïðîäîëüíûå íàïðÿæåíè ÿ, èçãèáàþ-
ùèé ìîìåíò. Èç ðåçóëüòàòîâ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñëå äóåò, ÷òî
âîçíèêàþùèå íàïðÿæåíèÿ çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò ïî âåëè÷è íå ýòàëîí-
íûå. Ïîëó÷åííûå äàííûå ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå íà ýòà ïå âûáîðà
äèçàéíà ïðîòåçà.

Âîïðîñ î âçàèìîäåéñòâèè çóáîâ è èìïëàíòàíòîâ â îðòîïåäè÷åñ êîé êîíñòðóê-
öèè îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Âîçäåéñòâèå æåâàòåëüíîé íàãðóçêè íà çóáû ïðèâîäèò
ê èõ ñìåùåíèþ â ñðåäíåì íà 100 ìêì çà ñ÷åò âîëîêîí ïàðîäîíòà. È íòåãðèðî-
âàííûå ñ êîñòüþ èìïëàíòàíòû îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè (Ðèñ. 1) .

Ðèñ. 1. Öèôðàìè îáîçíà÷åíû: 1 � èìïëàíòàíò, 2 � çóá, 3 � ïðîòåç

Ïîä âëèÿíèåì ìåõàíè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé â ôèçè÷åñêèõ è áèîëî ãè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ ïîÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû, âîçí èêàþò äåôîðìàöèè
è íàïðÿæåíèÿ. Ýòè èçìåíåíèÿ ñêàçûâàþòñÿ â òîì ÷èñëå è íà ñîñò îÿíèè îïîðíûõ
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çóáîâ. Íåîáõîäèì àíàëèç óñèëèé è äåôîðìàöèé, âîçíèêàþùèõ â îïîðàõ îðòî-
ïåäè÷åñêîé êîíñòðóêöèè, äëÿ ïîñëåäóþùåãî ïðîãíîçà è ïðîôè ëàêòèêè òàêèõ
îñëîæíåíèé, êàê ïåðåãðóçêà ïåðèîäîíòà, òðåùèíà èëè ïåðåëî ì êîðîíêè çóáà.
Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä ìàò åìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè áè îìåõàíè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ øèðîêî ïðèìåíÿþò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåì åíòîâ (ÌÊÝ).
ÌÊÝ çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷, â îçíèêàþùèõ
â òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé ñòîìàòîëîãèè. Ýòè çàäà÷è ìî ãóò ðåøàòüñÿ
ñ ó÷åòîì ôóíêöèîíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ðåôëåêòîðíî-êîìïåíñ àòîðíûõ ðåàêöèé
òêàíåé, ñèñòåìíî-ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà, ó÷èòûâàþùåãî êàê ãåîìåòðèþ, òàê è
ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà òêàíåé è ìàòåðèàëîâ äàííîé ñèñòåìû.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäîâàòü ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé âíóòðè çóáà,
ñëóæàùåãî ñîâìåñòíî ñ èìïëàíòàíòîì îïîðîé äëÿ ìîñòîâèäíîã î ïðîòåçà.

Ðèñ. 2. A. Öèôðàìè îáîçíà÷åíû: 1 � çóá, 2 � èìïëàíòàíò, 3 � ìîñò îâèäíûé ïðîòåç, 4 �
ïðèëîæåííàÿ íàãðóçêà. B. Ýòàëîííàÿ ìîäåëü

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèìåíÿëñÿ ïðîãðàììíûé
êîìïëåêñ ËÈÐÀ 9.0 (ðàçðàáîòêà ÍÈÈÀÑÑ, Êèåâ), êîòîðûé ðàñïî ëàãàåò îáøèð-
íûì íàáîðîì âîçìîæíîñòåé è ôóíêöèé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ àäåêâà òíûõ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ ìîäåëåé ðàññ÷èòûâàåìûõ îáúåêòîâ, èõ ïîäðîáíîã î âèçóàëüíîãî îá-
ñëåäîâàíèÿ è êîððåêòèðîâêè, äëÿ çàäàíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñ êèõ ñâîéñòâ ìà-
òåðèàëîâ, ñâÿçåé, ðàçíîîáðàçíûõ íàãðóçîê, õàðàêòåðèñòèêðàçëè÷íûõ äèíàìè-
÷åñêèõ âîçäåéñòâèé. Ðåçóëüòàòû íàãðóæåíèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïîëüçîâàòåëþ â
âèäå ñõåì äåôîðìàöèé è ìîçàèê óñèëèé è íàïðÿæåíèé.

Ñîçäàíà ìîäåëü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ìîñòîâèäíûé ïðîòåç, îïèðà þùèéñÿ íà
åñòåñòâåííûé çóá è èìïëàíòàò (Ðèñ. 2, A)). Ìîäåëü çàìåíåíà ð àñ÷åòíîé ñõåìîé
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Ðèñ. 3. Êîíñòðóêöèîííûå ìàòåðèàëû: 1 � òâ¼ðäûå òêàíè çóáà, 2 � òèòàí, 3 � ïðîòåç
(ìåòàëëîêåðàìèêà)

ïî ÌÊÝ äëÿ àíàëèçà âíóòðèêîíñòðóêöèîííûõ íàãðóçîê. Â êà÷åñ òâå ýòàëîíà
èñïîëüçîâàëàñü ñõåìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ îäèíî÷íî ñòîÿùèé çó á (Ðèñ. 2, B)).

Ýëåìåíòàì ñõåì áûëè ïðèñâîåíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ìîäóëÿ ó ïðóãîñòè:
� òâåðäûå òêàíè çóáà 100 ÃÏà,
� êåðàìèêà 380 ÃÏà,
� ñïëàâ CoCrMo 220 ÃÏà,
� òèòàí grade 2 110 ÃÏà,
� ñâÿçêè ïåðèîäîíòà 117 ÌÏà.
Íàãðóçêà íà êîíñòðóêöèþ ñîñòàâèëà 180 Í, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåìó ïðå-

äåëó ñèëû, âîçíèêàþùåé âî âðåìÿ ïåðåæåâûâàíèÿ òâ¼ðäîé ïèùè â îáëàñòè âòî-
ðîãî ìîëÿðà.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ àíàëèçèðîâàëèñü ïî ìîçàèêàì óñèëèé è í àïðÿæåíèé.

1. Ðåçóëüòàòû è îáñóæäåíèå

1.1. Àíàëèç ïðîäîëüíûõ íàïðÿæåíèé

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäîëüíîãî íàïðÿæåíèÿ âû ÿñíÿåòñÿ, ÷òî
çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü (äî 540 Í íà ýëåìåíò 1) ïðèõîäèòñÿ íà êîðîíêó ñî ñòîðîíû
äåôåêòà (Ðèñ.4). Ó îäèíî÷íî ñòîÿùåãî çóáà íàïðÿæåíèå â äàíí îì ó÷àñòêå íå
ïðåâûøàåò 235 Í íà ýëåìåíò (Ðèñ.5).

1.2. Àíàëèç ïîïåðå÷íûõ íàïðÿæåíèé

Âåëè÷èíà ïîïåðå÷íîãî íàïðÿæåíèÿ:

1Òåðìèí ¾Í íà ýëåìåíò¿ íå ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé, îáî çíà÷àåò, ÷òî íàïðÿæåíèå
ðàññ÷èòàíî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìîäåëè, à íå äëÿ âñåé êîíñòð óêöèè â öåëîì.
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Ðèñ. 4. Ìîçàèêà ïðîäîëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (còðåëêîé è êðóãîì î òìå÷åíà îáëàñòü
íàèáîëüøåãî íàïðÿæåíèÿ)

Ðèñ. 5. Ìîçàèêà ïðîäîëüíîãî íàïðÿæåíèÿ â ýòàëîííîé ìîäåëè. Àíàëèç ïîïåðå÷íûõ
íàïðÿæåíèé

� â êîðîíêå ñî ñòîðîíû äåôåêòà 583 Í íà ýëåìåíò (ýòî îáóñëîâëå íî æåñòêèì
ñîåäèíåíèåì ñ òåëîì ìîñòîâèäíîãî ïðîòåçà, âåëè÷èíà íàïðÿæ åíèé â êîòîðîì
äîñòèãàåò 990 Í);

� çíà÷èòåëüíûõ ïîïåðå÷íî íàïðàâëåííûõ íàïðÿæåíèé â êîðíå í å îáðàçóåòñÿ
(Ðèñ 6).

Ó îäèíî÷íî ñòîÿùåãî çóáà ïîïåðå÷íûå íàïðÿæåíèÿ � 270 Í íà ýëå ìåíò
(Ðèñ.7).

1.3. Àíàëèç èçãèáàþùåãî ìîìåíòà

Âûÿâëåíà çíà÷èòåëüíàÿ âåëè÷èíà èçãèáàþùåãî ìîìåíòà ñî ñòî ðîíû äåôåêòà
(îò 300 äî 800 Í/ìì) (Ðèñ. 8). Â îäèíî÷íî ñòîÿùåì çóáå âåëè÷èí à èçãèáàþùåãî
ìîìåíòà äîñòèãàëà âñåãî 140 Í/ìì (Ðèñ. 10). Àíàëèç èçãèáàþù åãî ìîìåíòà
â êîðíÿõ ïîêàçàë, ÷òî çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà â îáîèõ ñëó÷à ÿõ îäèíàêîâî
(ðàçíèöà íå áîëåå 10 Í/ìì).
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Ðèñ. 6. Ìîçàèêà ïîïåðå÷íîãî íàïðÿæåíèÿ (îòìå÷åíà îáëàñòü í àèáîëüøåãî íàïðÿæåíèÿ)

Ðèñ. 7. Ìîçàèêà ïîïåðå÷íîãî íàïðÿæåíèÿ â ýòàëîííîé ìîäåëè

Íåðàâíîçíà÷íîñòü ïîäâèæíîñòè îïîð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôàêòî ðîâ, îòðè-
öàòåëüíî âëèÿþùèõ íà ôóíêöèîíàëüíûå ñâîéñòâà è äîëãîâå÷íî ñòü îðòîïåäè-
÷åñêèõ êîíñòðóêöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå êîíñòðóêöèè î÷åíü òðåáîâàòåëüíû
ê ñîñòîÿíèþ îïîð; äàæå íåçíà÷èòåëüíûå äåôåêòû ñòðóêòóðû áó äóò íåãàòèâíî
îòðàæàòüñÿ íà ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâàõ òâ¼ðäûõ òêàíåé çóáîâ, à ýòî, â ñâîþ
î÷åðåäü, ìîæåò ïîâëå÷ü íåàäåêâàòíóþ ðåàêöèþ íà âîçíèêàþùè å íàïðÿæåíèÿ.

Íåðàâíîçíà÷íîñòü ïîäâèæíîñòè îïîð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôàêòî ðîâ, âëèÿþ-
ùèõ íà ôóíêöèîíàëüíûå ñâîéñòâà è äîëãîâå÷íîñòü îðòîïåäè÷å ñêèõ êîíñòðóê-
öèé. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî òàêèå êîíñòðóêöèè î÷åí ü òðåáîâàòåëüíû
ê ñîñòîÿíèþ îïîðíûõ çóáîâ: âåäü äàæå íåçíà÷èòåëüíûå äåôåêò û ñòðóêòóðû
áóäóò íåãàòèâíî îòðàæàòüñÿ íà ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâàõ òâ¼ðä ûõ òêàíåé çóáîâ,
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Ðèñ. 8. Ìîçàèêà èçãèáàþùåãî ìîìåíòà (îòìå÷åíà îáëàñòü íàèá îëüøåãî íàïðÿæåíèÿ)

Ðèñ. 9. Ìîçàèêà èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â ýòàëîííîé ìîäåëè

à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò ïîâëå÷ü íåàäåêâàòíóþ ðåàêöèþ íà âî çíèêàþùèå â
íèõ íàïðÿæåíèÿ.

2. Âûâîäû

Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî íàïðÿæåíèÿ, âîçí èêàþùèå â çóáå,
ñëóæàùåì ñîâìåñòíî ñ èìïëàíòàòîì îïîðîé äëÿ ìîñòîâèäíîãî ï ðîòåçà, çíà÷è-
òåëüíî ïðåâîñõîäÿò ïî âåëè÷èíå ýòàëîííûå.

Àíàëèç âîçìîæíûõ íàïðÿæåíèé îðòîïåäè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ó âåëè÷èâàåò
òî÷íîñòü ïðîãíîçà ðåçóëüòàòîâ ëå÷åíèÿ, ïîçâîëÿåò ïðåäîòâ ðàòèòü îøèáêè è
îñëîæíåíèÿ åù¼ íà ýòàïå âûáîðà äèçàéíà ïðîòåçà.
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Â ðàáîòå ïðîâåäåí àíàëèç êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåì, äë ÿ êîòîðûõ
ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ íå ñîâïà äàþò ñ êðè-
òè÷åñêèìè èíäåêñàìè ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà. Îñóùåñòâëåíà ïîï ûòêà îáîñ-
íîâàíèÿ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ òàêèõ ñèñòåì èñõîäÿ èç ìîäåëè
Ãåéçåíáåðãà ñ ýôôåêòàìè äàëüíîäåéñòâèÿ. Íà îñíîâå êðèòè÷å ñêîãî èí-
äåêñà 
 âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äàëüíîäåéñòâèÿ äëÿ ðàçëè÷íû õ
ýêñïåðèìåíòàëüíî èçó÷åííûõ ñèñòåì, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ò åîðåòè÷åñêè
âû÷èñëåííîãî èíäåêñà � ñ îïûòíûìè äàííûìè.

Â ðÿäå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò [1�5] îáíàðóæåíî îòëè÷èå êð èòè÷åñêèõ
èíäåêñîâ, èçìåðÿåìûõ âáëèçè ëèíèè ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðî ãî ðîäà îò ïðåä-
ñêàçûâàåìûõ òåîðèåé êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé êàê äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè Ãåé-
çåíáåðãà (
 = 1:386, � = 0:364), òàê è äëÿ òðåõìåðíîé XY-ìîäåëè ( 
 = 1:316,
� = 0:345) è ìîäåëè Èçèíãà ( 
 = 1:241, � = 0:325) [6]. Àâòîðû ýòèõ ðàáîò îáúÿñ-
íÿþò ðàñõîæäåíèÿ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè òåîðèè äëÿ ìîäåëè Ãåéçåí áåðãà íåîáõîäè-
ìîñòüþ ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ íå òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé, í î è ñëåäóþùèõ
çà áëèæàéøèìè óçëîâ. Âëèÿíèå ñîñåäåé, ñëåäóþùèõ çà áëèæàéøèìè, ìîæåò
áûòü ó÷òåíî ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, óáûâàþùåãî ñ ðàññòîÿíèåì
ïî ñòåïåííîìó çàêîíó J (r ) � r � D � � , ãäåD � ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû, � � ïàðàìåòð
äàëüíîäåéñòâèÿ [7].

Â ðàáîòå [1] èññëåäóåòñÿ ìàãíèòíîå êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå EuO, íàéäåíû
êðèòè÷åñêèå èíäåêñû
 = 1:29� 0:01, � = 0:368� 0:005, à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî
íåîáõîäèì ó÷åò ñîñåäåé, ñëåäóþùèõ çà áëèæàéøèìè, äëÿ êîòîð ûõ îáìåííûé
èíòåãðàë J2 = (0 :5 � 0:2)J1 (J1 � îáìåííûé èíòåãðàë äëÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé).

Â ðàáîòå [2] ïðîâåäåíû èçìåðåíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ äëÿ La0:5Sr0:5CoO3

äëÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïàðàìàãíåòèê - ôåððîìàãíåòèê. Â äàíí îé ðàáîòå ïîëó÷å-
íû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ 
 = 1:351� 0:009, � = 0:321� 0:002. Ðàíåå [3]
êðèòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ èññëåäîâàëèñü â ñïëàâàõLa1� xSrxCoO3 (0:2 � x � 0:3) è
äàëè çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ 0:43 � � � 0:46, 1:39 � 
 � 1:43.

Copyright c
 2008Ñ.Â. Áåëèì.
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî .
E-mail: belim@univer.omsk.su
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ N 06-02-16018.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2008. Âûï. 18. 59

Îòëè÷èå êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ îò ïðåäñêàçàíèé òåîðèè êîðîò êîäåéñòâóþ-
ùèõ ñèñòåì òàêæå áûëî îáíàðóæåíî äëÿ ôåððîìàãíèòíîãî ôàçîâ îãî ïåðåõîäà
â La0:1Ba0:9V S3 [4]. Ïðè ýòîì êðèòè÷åñêèå èíäåêñû èìåþò çíà÷åíèÿ 
 = 1:366,
� = 0:501. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [5] äëÿ ñïëà âîâ
F e90� xMn x Zr 10 (0 � x � 16).

Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû òðåõìåðíûõ èçèíãîïîäîáíûõ ñèñòåì äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà äàëüíîäåéñòâèÿ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [ 8]. Â äàííîé ðà-
áîòå ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèå èíäåêñà 
 ðàñòåò, à èíäåêñà� óáûâàåò ñ óâåëè÷åíè-
åì ïàðàìåòðà äàëüíîäåéñòâèÿ � . Ïðè ýòîì âëèÿíèå ýôôåêòîâ äàëüíîäåéñòâèÿ
cóùåñòâåííî ëèøü ïðè � < 2, ïðè � � 2 ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò êîðîòêîäåé-
ñòâóþùåå êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Íîâûå êëàññû óíèâåðñàëüí îñòè âîçíèêàþò
â èíòåðâàëå 1:5 < � < 2, ïðè � � 1:5 â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ñðåäíåïîëåâîå
êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò ïàðàìåò ðà äàëüíî-
äåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåì, òðåáóþùèõ ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ íå òîëüêî áëèæàéøèõ
ñîñåäåé, èñõîäÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

1. Òåîðåòèêî-ïîëåâîå îïèñàíèå

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ äàëüíîäåéñòâèÿ ìîæ åò áûòü çàïèñàí
â âèäå:

H =
Z

dD q
n 1

2
(� 0 + q� )' 2 + u0' 4

o
; (1)

ãäå' � ôëóêòóàöèè n-ìåðíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, D � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà,� 0 � j T � Tcj, Tc � êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà, u0 - ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàí-
òà. Êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòð à � , çàäàþùåãî
ñêîðîñòü óáûâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðàññòîÿíèåì. Êàê ïîêàç àíî â ðàáîòå [7],
âëèÿíèå ýôôåêòîâ äàëüíîäåéñòâèÿ ñóùåñòâåííî ïðè 0 < � < 2, à ïðè � � 2
êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýêâèâàëåíòíî êîðîòêîäåéñòâóþùèì ñ èñòåìàì. Ïîýòîìó
â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì 0 < � < 2.

Ïðîâîäÿ ñòàíäàðòíóþ ðåíîðìãðóïïîâóþ ïðîöåäóðó íà îñíîâå ò åõíèêè ôåé-
íìàíîâñêèõ äèàãðàìì [6] ñ ïðîïîãàòîðîì G(~k) = 1 =(� + j~kj � ), ïîëó÷àåì âûðàæå-
íèÿ äëÿ ôóíêöèé � ,
 ' è 
 t , çàäàþùèõ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðåíîðì-
ãðóïïû.

� = � (2� � D)
h
1 � 4(n + 8) v +

�
64(5n + 22)(2 eJ1 � 1) � 128(n + 2) eG

�
v2)

i
;


 t = (2 � � D)
�

� 2(n + 2) v + 48(n + 2)
�

2eJ1 � 1 �
1
3

eG
�

v2
�

; (2)


 ' = 64(n + 2) eGv2;

v = u � J0; eJ1 =
J1

J 2
0

eG =
G
J 2

0
:
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J1 =
Z

dD qdD p
(1 + j~qj � )2(1 + j~pj � )(1 + jq2 + p2 + 2~p~qj �= 2)

;

J0 =
Z

dD q
(1 + j~qj � )2

;

G = �
@

@j~kj �

Z
dD qdD p

(1 + jq2 + k2 + 2~k~qj � )(1 + j~pj � )(1 + jq2 + p2 + 2~p~qj �= 2)
:

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ � -ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àñèìïòîòè÷åñêèé
ðÿä, è äëÿ èçâëå÷åíèÿ èç íåãî íóæíîé ôèçè÷åñêîé èíôîðìàöèè í åîáõîäèìî
ïðèìåíèòü ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå áûëî èñïîëüç îâàíî ïðåîáðà-
çîâàíèå Áîðåëÿ-Ëåðóà, äàþùåå àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû â ïðèì åíåíèè ê ðÿäàì,
âîçíèêàþùèì â òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé:

f (v) =
P

i
ci vi =

1R

0
e� t tbF (vt)dt;

F (v) =
P

i

ci
(i + b)! vi :

(3)

Â äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ � -ôóíêöèè áûë èñïîëüçîâàí àï-
ïðîêñèìàíò [2/1] ñ âàðüèðîâàíèåì ïàðàìåòðà b. Òàêîå âàðüèðîâàíèå bïîçâîëÿåò
âûÿñíèòü, â êàêèõ ïðåäåëàõ èçìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ýôôåêòèâíî ãî çàðÿäà, è îöå-
íèòü ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííûõ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ.

Ðåæèì êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ óñòî é÷èâûìè íåïî-
äâèæíûìè òî÷êàìè ðåíîðìãðóïïîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîð ûå ìîãóò áûòü
íàéäåíû èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ � -ôóíêöèè:

� (v� ) = 0 : (4)

Óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü ïðîèçâîä íîé � -ôóíêöèè â
íåïîäâèæíîé òî÷êå:

� =
@�(v� )

@v
> 0: (5)

Èíäåêñ � , õàðàêòåðèçóþùèé ðîñò ðàäèóñà êîðåëëÿöèè â îêðåñòíîñòè êðèòè-
÷åñêîé òî÷êè (Rc � j T � Tcj � � ), íàõîäèòñÿ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ:

� = v(� + 
 t )� 1:

Èíäåêñ Ôèøåðà � , îïèñûâàþùèé ïîâåäåíèå êîðåëëÿöèîííîé ôóíêöèè â
îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåê òîðîâ (G � k� + � ),
îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ñêåéëèíãîâîé ôóíêöèè 
 ' : � = 2 � � + 
 ' . Çíà÷åíèå
êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ
 è � ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî èñõîäÿ èç ñêåéëèíãîâûõ
ñîîòíîøåíèé:


 = � (� � � ); � =
�
2

(D � � + � ): (6)

Ñëåäóò îòìåòèòü, ÷òî ïðîöåäóðà ñóììèðîâàíèÿ Ïàäå-Ëåðóà âî çìîæíà íå
ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b, ÷òî ñóùåñòâåííî ñíèæàåò âîçìîæíîñòè èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà. Ýòî îãðàíè÷åíèå ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì ó àïïðîêñèìàíò
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ïîëþñîâ âáëèçè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4), ÷òî ïðèâîäèò ê íåâîçì îæíîñòè îïðå-
äåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê. Â äàííîé ðàáîòå ïðî âîäèëîñü âàðüè-
ðîâàíèå ïàðàìåòðà b â èíòåðâàëå îò 0 äî çíà÷åíèÿ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî îïðå-
äåëåíèå óñòîé÷èâîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè íåâîçìîæíî. Íà äàí íîì èíòåðâàëå
âûáèðàëîñü 10 çíà÷åíèé ïàðàìåòðà b, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäèëñÿ ïîèñê ôèêñè-
ðîâàííûõ òî÷åê. Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ çàðÿäîâ â ô èêñèðîâàííîé
òî÷êå âûáèðàëèñü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòü þ, îïðåäåëÿåìîé
ðàçáðîñîì çíà÷åíèé ïðè ðàçëè÷íûõ b.

2. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äàëüíîäåéñòâèÿ

Ðàññìîòðèì ïðèìåíèìîñòü ìîäåëè äàëüíîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì ê ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì äàííûì, ïðèâåäåííûì âî ââåäåíèè. Áóäåì âû÷èñëÿòü ç íà÷åíèå ïà-
ðàìåòðà äàëüíîäåéñòâèÿ � ïî êðèòè÷åñêîìó èíäåêñó 
 è ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå
âû÷èñëåííîãî òåîðåòè÷åñêè èíäåêñà � ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì, ïîëó÷åí-
íûì îïûòíûì ïóòåì.

Äëÿ EuO [1] ýêñïåðèìåíòàëüíûå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû 
 = 1:29 � 0:01,
� = 0:368� 0:005. Â ðàìêàõ ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà ( n = 3) ñîîòâåòñòâóþùåå çíà-
÷åíèå èíäåêñà 
 = 1:290� 0:002 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè � = 1:941, ïðè ýòîì
äëÿ èíäåêñà � = 0:376� 0:008. Â ðàìêàõ XY-ìîäåëè ( n = 2) çíà÷åíèå èíäåêñà

 = 1:29 � 0:03 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè � = 1:991, ïðè ýòîì äëÿ èíäåêñà
� = 0:354� 0:007. Êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè, ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà ñ ýôôåêòàìè äàëüíîäåéñòâèÿ
äåìîíñòðèóåò õîðîøåå ñîãëàñèå ñ îïûòíûìè äàííûìè.

Äëÿ La0:5Sr0:5CoO3 [2] ýêñïåðèìåíòàëüíûå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû 
 = 1:351�
0:009, � = 0:321� 0:002. Â ðàìêàõ ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà ( n = 3) çíà÷åíèå èíäåê-
ñà 
 = 1:351� 0:002 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè � = 1:980, ïðè ýòîì èíäåêñ
� = 0:368� 0:004. Â ðàìêàõ XY-ìîäåëè ( n = 2) çíà÷åíèå èíäåêñà 
 = 1:351 ïî-
ëó÷èòü íåâîçìîæíî, òàê êàê ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíäåêñà ä îñòèãàåòñÿ ïðè
� = 2 è ðàâíî 
 = 1:316. Êàê âèäèì, ðàñõîæäåíèå çíà÷åíèé, ïðåäñêàçûâàåìûõ
òåîðèåé è íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòå, çíà÷èòåëüíî. Îäíàêî , êàê óêàçàíî â
ðàáîòå [2], èíäåêñ 
 , ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿëñÿ ïàðàìåòð äàëüíîäåéñòâèÿ, âû-
÷èñëÿëñÿ èñõîäÿ èç çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû Tc = 223:18K , à èíäåêñ
� èñõîäÿ èç çíà÷åíèÿ Tc = 222:82 K . Òîãäà êàê õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çíà÷åíèÿ
êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíû ê âûáîðó êðèòè÷åñêîé òåìïåðà-
òóðû.

Äëÿ La0:1Ba0:9V S3 [4] ýêñïåðèìåíòàëüíûå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû 
 = 1:366,
� = 0:501. Â ðàìêàõ ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà ( n = 3) çíà÷åíèå èíäåêñà 
 =
1:366 � 0:002 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè � = 1:990, ïðè ýòîì äëÿ èíäåêñà
� = 0:369� 0:009. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïðèìåíåíèå XY-ìîäåëè íåâîç-
ìîæíî. Êàê âèäèì, ñîâïàäåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ èíäå êñà � ñ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì íå íàáëþäàåòñÿ. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýê ñïåðèìåíòàëüíîå
çíà÷åíèå èíäåêñà � = 0:501âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ñòðàííî, òàê êàê âñåãäà âûïîë-
íÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå � � 0:5, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå � = 0:5 äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî â ðàìêàõ òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ, äëÿ êîòîðîãî 
 = 1.
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Ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêèå èíäåêñû, õàðàêòåðíûå äëÿ ñïëàâîâ F e90� xMn x Zr 10

(0 � x � 16), êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [5], îíè ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïàðà ìåòðà
x. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòà ëüíî â [5], ïðèâå-
äåíî â òàáëèöå. Â ýòîé æå òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåò ðà äàëüíîäåé-
ñòâèÿ� è èíäåêñà � H , ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà ñ ýôôåêòàìè
äàëüíîäåéñòâèÿ, îïèðàÿñü íà ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå è íäåêñà 
 .

x 
 � � � H

0 1.376 0.369 1.995 0:36� 0:01
4 1.383 0.373 1.998 0:37� 0:01
6 1.359 0.358 1.984 0:37� 0:02
8 1.364 0.355 1.987 0:36� 0:02
10 1.406 0.356 - -
12 1.395 0.376 - -
16 1.412 0.362 - -

Ïðè çíà÷åíèÿõ x > 8 îïðåäåëèòü ïàðàìåòð äàëüíîäåéñòâèÿ � íåâîçìîæíî â
ñèëó òîãî, ÷òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå èíäåêñà 
 = 1:386äëÿ ìîäåëè
Ãåéçåíáåðãà ñ äàëüíîäåéñòâèåì äîñòèãàåòñÿ ïðè� = 2. Êàê âèäèì, â èíòåðâàëå
0 � x � 8 íàáëþäàåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîâïàäåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ïðåä-
ñêàçàíèé ñ îïûòíûìè äàííûìè. Äëÿ x > 8 ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà ñ ýôôåêòàìè
äàëüíîäåéñòâèÿ, ïî-âèäèìîìó, íåïðèìåíèìà.

Êàê âèäíî èç ðàñ÷åòîâ, èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà ñ ý ôôåêòàìè
äàëüíîäåéñòâèÿ ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ îáúÿñíèòü îòêëîíå íèå çíà÷åíèé êðè-
òè÷åñêèõ èíäåêñîâ îò ïðåäñêàçàíèé îáû÷íîé ìîäåëè Ãåéçåíáå ðãà. Îäíàêî ïà-
ðàìåòð äàëüíîäåéñòâèÿ, âû÷èñëåííûé íà îñíîâå èíäåêñà 
 , íå âñåãäà ïðèâîäèò
ê ñîâïàäåíèþ ïðåäñêàçûâàåìîãî èíäåêñà � ñ íàáëþäàåìûì íà îïûòå.
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ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅÌ Â ÎÄÍÎÏÅÒËÅÂÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

Ñ.Â. Áåëèì

Â ðàáîòå ïðîâåäåí àíàëèç êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èçîòðîïíû õ òðåõìåð-
íûõ ñèñòåì ñ äèïîëü-äèïîëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì â îäíîïåòëå âîì ïðè-
áëèæåíèè. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ íåïîäâèæíîé ôèêñèðîâàíí îé òî÷êè
ðåíîðìãðóïïîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ â çàâèñèìîñòè
îò îòíîñèòåëüíîé èíòåíñèâíîñòè äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìî äåéñòâèÿ.

Ââåäåíèå

Ìàãíèòíîå äèïîëü-äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ñóùåñòâóåò âî âñåõ ìàãíèòíûõ
ìàòåðèàëàõ, íî â áîëüøèíñòâå ôåððîìàãíåòèêîâ óïîðÿäî÷èâà íèå îáóñëîâëå-
íî îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì, ëèøü â ìàòåðèàëàõ ñ òåìïåðàòó ðîé ïåðåõîäà
Tc > 300K çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå îêàçûâàþò äèïîëü-äèïîëüíûå ñèëû. Ýê ñïåðè-
ìåíòàëüíî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìî äåéñòâèÿ íà êðè-
òè÷åñêèå ÿâëåíèÿ áûëî îáíàðóæåíî â ôåððîìàãíåòèêå EuO [1] ïî îòëè÷èþ
êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ îò ïðåäñêàçûâàåìûõ òåîðèåé ñ áëèçêîäåéñòâèåì. Òàê,
ñîãëàñíî ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà êðèòè÷åñêèé èíäåêñ òåïëîåìêî ñòè äîëæåí ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèå � = � 0:13, òîãäà êàê ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ EuO
� = � 0:04� 0:02.

Âïåðâûå ïðîáëåìà îïèñàíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåì ñ äèïîëü-
äèïîëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [2] â ð àìêàõ "-
ðàçëîæåíèÿ ( " = 4 � D, D � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà) â îäíîïåòëåâîì ïðè-
áëèæåíèè äëÿ ñèñòåì, ðàçìåðíîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà êîòîðû õ ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ( n = D). Áûëè ïîëó÷åíû ïðèáëèçèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, îòëè÷íûå îò èíäåêñîâ ñèñòåì ñ áëè çêîäåéñòâèåì.
Àâòîðû äàííîé ðàáîòû èññëåäóþò ïîâåäåíèå ñèñòåìû âáëèçè íå ðåàëüíîé êðè-
òè÷åñêîé òî÷êè, à íåêîòîðîé ñìåùåííîé òî÷êè, ïðè÷åì ñìåùåí èå íàõîäèòñÿ â
ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ è òàê æå, êàê êðèòè÷åñêèå èíäåêñû, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî ïàðàìåòðó ". Äàííûé ïîäõîä áûë ðàçâèò â ñåðèè
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ñòàòåé [3�7], ïðè÷åì íå òîëüêî äëÿ èçîòðîïíûõ, íî è äëÿ àíèçî òðîïíûõ ñè-
ñòåì. Â ñòàòüå [4], ïîñâÿùåííîé èçîòðîïíûì ñèñòåìàì, áûëè â û÷èñëåíû çíà-
÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ â ðàìêàõ "-ðàçëîæåíèÿ: 1=
 = 1 � 9=34" + O("2),
� = 0:023"2 + O("3). Â äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè â ðàìêàõ "-ðàçëîæåíèÿ êðè-
òè÷åñêèå èíäåêñû ñèñòåì ñ äèïîëü-äèïîëüíûì âçàèìîäåéñòâè åì áûëè ïîëó÷åíû
â ðàáîòå [8] (� = 0:5(1 + (9=34)" + (7013=58956)"2 + O("3))).

Òåîðåòèêî-ïîëåâîé ïîäõîä â îïèñàíèè ñèñòåì ñ äèïîëü-äèïîë üíûì âçàèìî-
äåéñòâèåì áûë ðàçâèò â ðàáîòå [9]. Àâòîðû ýòîé ñòàòüè èññëåäóþò ïîâåäåíèå
ñèñòåìû âáëèçè ðåàëüíîé êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â ðàìêàõ "-ðàçëîæåíèÿ
â äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî óòî÷íåíèÿ áûëè íàéäå-
íû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, îòëè÷àþùèåñÿ îò ïîëó÷åí íûõ â ïðåäû-
äóùèõ ðàáîòàõ ëèøü â ñëàãàåìûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî " (� = 0:5(1 + (9=34)" +
(7013=58956)"2), 
 = 1 + (9 =34)" + (5687=58956)"2, � = (13=289)"2).

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî [10] ïðîä åìîíñòðè-
ðîâàëî êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû, îïèñûâàåìîå êðèòè÷ åñêèì èíäåêñîì
� = � 0:02, ÷òî íàõîäèòñÿ â íå î÷åíü õîðîøåì ñîãëàñèè ñ ïðåäñêàçàíèÿìè òåî-
ðèè, ïîñòðîåííîé â ðàìêàõ "-ðàçëîæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, öåëüþ äàííîé ñòàòüè ñòàâèòñÿ ðàçâèòèå òåîðåòèêî-ïîëåâîãî
ïîäõîäà ê îïèñàíèþ èçîòðîïíûõ ñèñòåì ñ äèïîëü-äèïîëüíûì âç àèìîäåéñòâèåì
íåïîñðåäñòâåííî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

1. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû

Êàê ïîêàçàíî â [3], ãàìèëüòîíèàí òðåõìåðíîé ñèñòåìû ñ äèïîë ü-äèïîëüíûì
âçàèìîäåéñòâèåì ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå:

H =
1
2

Z
d3r

h
(� 0+ r 2)� �� + v0

r 2� �� + x � x �

r 5

i
S�

0 S�
0 +

u0

4!

Z
d3rF ��
� S�

0 S�
0 S


0 S�
0: (1)

ÇäåñüS�
0 � êîìïîíåíòà � ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ( 1 � � � n), ðîëü êî-

òîðîãî äëÿ ôåððîìàãíèòíûõ ñèñòåì èãðàåò íàìàãíè÷åííîñòü, r0 � j T � Tcj, Tc

� êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà, u0 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, g0 � îòíîñèòåëüíàÿ
èíòåíñèâíîñòü äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïî ñðàâí åíèþ ñ îáìåííûì
âçàèìîäåéñòâèåì, F = 1=3(� �� � 
� + � �� � 
� + � �� � 
� ). Èç àíàëèçà ïåðâîãî ñëàãàå-
ìîãî ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êîëè÷åñòâî êîì ïîíåíòîâ ñïèíà
n äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà D (n = d). Ýòî òðåáîâàíèå
âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñâåðòêó â ñëàã àåìîì x � x � S�

0 S�
0 ,

îïèñûâàþùåì äèïîëü-äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, òî åñòü ìû è ìååì äåëî ñ ìî-
äåëüþ Ãåéçåíáåðãà.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàííîãî ãàìèëüòîíèàíà ñòàëêèâàåòñÿ ñ òðóäíîñòüþ,
âûòåêàþùåé èç ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

K =
Z 1

0

1
r

exp (� iqr )dr; (2)

âîçíèêàþùåãî ïðè âû÷èñëåíèè Ôóðüå-îáðàçà ñëàãàåìîãî, îïè ñûâàþùåãî äè-
ïîëü - äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå. Îäíàêî ýòà òðóäíîñòü, êàê áóäåò ïîêàçàíî
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äàëåå, ëåãêî óñòðàíÿåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, êîòîðûå, ñîá-
ñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè, èçìåðÿåìûìè â ýêñïåðèìåíòå . Çàïèøåì ôîð-
ìàëüíî ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

H =
1
2

Z
dD q

h
(r0 + q2)� �� + g0

q� q�

q2

i
S�

0 (~q)S�
0 (� ~q) (3)

+
u0

4!

Z Z Z Z
dD q1dD q2dD q3F ��
� S�

0 ( ~q1)S
�
0 ( ~q2)S


0 ( ~q3)S�
0(� ~q1 � ~q2 � ~q3):

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

g0 = K � v0; r0 = � 0 + K � v0: (4)

Â äàëüíåéøåì â ðàìêàõ òåîðåòèêî-ïîëåâîãî ïîäõîäà ïðîèçâîä èòñÿ ðåíîðìãðóï-
ïîâîå ïðåîáðàçîâàíèå çàòðàâî÷íîé âåëè÷èíû r0, êîòîðîå ïîçâîëÿåò óñòðàíÿòü
èç íåå ðàñõîäèìîñòè. Êîíñòàíòà æå äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèì îäåéñòâèÿ, êàê áó-
äåò ïîêàçàíî íèæå, âñòðå÷àåòñÿ ëèøü â âûðàæåíèÿõ âèäàg = g0=r0, ÷òî òàêæå
ïðèâîäèò ê êîíå÷íûì âûðàæåíèÿì.

Äèïîëüíûå ñèëû âíîñÿò àíèçîòðîïèþ â ñïèíîâûå ôëóêòóàöèè, â ûäåëÿÿ íà-
ïðàâëåíèÿ ïàðàëëåëüíî âîëíîâîãî âåêòîðà ~qè ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó. Â ñâÿçè ñ
÷åì ââåäåì ïðîåêòèâíûå îïåðàòîðû ïðîäîëüíîé P ��

L è ïîïåðå÷íîé ñîñòîâëÿþ-
ùèõ P ��

T :

P ��
L =

q� q�

q2
; P ��

T = � �� �
q� q�

q2
: (5)

Ïîñëå ââåäåíèÿ ïðîåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ ãàìèëüòîíèàí ñèñòå ìû ïðèìåò âèä:

H =
1
2

Z
dD q

h
(r0 + q2)P ��

T + ( r0 + g0 + q2)P ��
L

i
S�

0 (~q)S�
0 (� ~q) (6)

+
u0

4!

Z Z Z
dD q1dD q2dD q3F ��
� S�

0 ( ~q1)S
�
0 ( ~q2)S


0 ( ~q3)S�
0(� ~q1 � ~q2 � ~q3):

Ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå ñîñòàâëÿþùèå êðèòè÷åñêèõ ôëóêòóà öèé äåìîíñòðè-
ðóþò ðàçëè÷íûå ðåæèìû êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, îáóñëîâëåí íîãî ñäâèãîì
êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû äëÿ ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âñëå äñòâèå äèïîëü-
äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ñâîáîäíûé ïðîïîãàòîð ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàí â ñëåäóþùå ì âèäå:

G��
0 (r0; g0; ~q) = GL

0 (r0; g0; ~q)P ��
L + GT

0 (r0; ~q)P ��
T ; (7)

ãäå

GL
0 (r0; g0; ~q) =

1
r0 + g0 + q2

; GT
0 (r0; ~q) =

1
r0 + q2

: (8)

2. Òåîðåòèêî-ïîëåâîå îïèñàíèå

Ïîâåäåíèå ñèñòåìû â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷ åíèÿìè ýôôåêòèâ-
íûõ çàðÿäîâ â íåïîäâèæíîé òî÷êå ðåíîðìãðóïïîâîãî ïðîåîáðà çîâàíèÿ, êîòîðîå
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â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä:

u0 = b4� D uZu; r0 = b2rZ r ; g0 = b2gZg; (9)

S�
0 (~q) = Z 1=2

L P ��
L S� (~q) + Z 1=2

T P ��
T S� (~q):

Ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð b ââîäèòñÿ äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ âåëè÷èí. Ââåäåíèå
îòäåëüíûõ íîðìèðîâî÷íûõ ôàêòîðîâ äëÿ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷ íîé ñîñòàâëÿþ-
ùèõ ôëóêòóàöèé íàìàãíè÷åííîñòè ñâÿçàíî ñ àíèçîòðîïèåé, îï èñàííîé âûøå.

Â ñèëó íàëè÷èÿ àíèçîòðîïèè âåðøèííûå ôóíêöèè òàê æå, êàê è ñâ îáîä-
íûé ïðîïîãàòîð, áóäóò çàâèñåòü îò êîîðäèíàò. Ôåéíìàíîâñêè å äèàãðàììû äëÿ
äâóõòî÷å÷íîé âåðøèííîé ôóíêöèè ñî âñòàâêîé � (2;1)�� è ÷åòûðåõòî÷å÷íîé âåð-
øèííîé ôóíêöèè � (4) ��
� èìåþò òàêîé æå âíåøíèé âèä, êàê è äëÿ îáû÷íûõ
ñèñòåì ñ áëèçêîäåéñòâèåì.

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ âåðøèííîé ôóíêöèè � (4) ��
� èìååò âèä

� (4) ��
� = u0F ��
� �
22
3

u2
0

3X

i;j;l;m =1

(F ��il F jm
� + F �
il F jm�� + F ��il F jm�
 ) �

�
Z

dD qGij
0 (~q)Glm

0 (� ~q): (10)

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà è âûïîëíåíèÿ ñóììèðîâàíèÿ ïî ¾í åìûì¿ èíäåê-
ñàì (i; j; l; m ) (ïîäðîáíîñòè ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè À) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

� (4) ��
� = u0F ��
�
�

1 � 22u0(I 1 � 2I 2 +
47
81

I 3)
�

;

I 1 =
Z

q2dq
(1 + q2)2

= � 2; (11)

I 2 =
4�g
3

Z
q2dq

(1 + q2)2(1 + g + q2)
=

� 2

3

� 1
p

1 + g
�

1
p

2 + g + 2
p

1 + g

�
;

I 3 =
4�g 2

5

Z
q2dq

(1 + q2)2(1 + g + q2)2
=

� 2

5

�
1 +

1
p

1 + g
�

4
p

2 + g + 2
p

1 + g

�
;

g = g0=r0:

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ âåðøèííîé ôóíêöèè ñî âñòàâêîé � (2;1)�� ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

� (2;1)�� = r0� �� �
20
3

r0u0

3X

i;j;l;m =1

F ��ij � lm
Z

dD qGij
0 (~q)Glm

0 (� ~q) (12)

= r0� ��
�

1 � 20u0(I 1 � 2I 2 +
5
3

I 3)
�

:

Ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ � (2;1)�� ïðèâåäåíû â
Ïðèëîæåíèè.
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Çàïèøåì óðàâíåíèå Êàëëàíà-Ñèìàíçèêà äëÿ îáúåìíûõ âåðøèíí ûõ ôóíê-
öèé: �

b
@
@b

+ �
@

@u
� 
 '

m
2

b
@ln Z '

@b
� 
 r r

@
@r

�
� � (m)�� (q; r; u; b) = 0 : (13)

Â ýòîì óðàâíåíèè ââåäåíû ôóíêöèè

� = b
@u
@b

; 
 r = b
@r
@b

; 
 ' = b
@Sq
@b

; (14)

îïðåäåëÿþùèå ïîâåäåíèå ñèñòåìû â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè.
Âûðàæåíèÿ äëÿ � � è 
 -ôóíêöèé â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè:

� = � u
h
1 � 44u(I 1 � 2I 2 +

47
81

I 3)
i
;


 t = � 20u
�

I 1 � 2I 2 +
5
3

I 3

�
:

Ðåæèì êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ óñòî é÷èâîé íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé ðåíîðìãðóïïîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ u� , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
íàéäåíà èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ � -ôóíêöèè:

� i (u� ) = 0 : (15)

Òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ñâîäèòñÿ ê óñ ëîâèþ

@�(u� )
@u

> 0: (16)

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ óñòîé÷èâîé ôèêñèðîâàííîé òî÷ êè èìååò âèä:

u� =
405

p
1 + g(1 +

p
1 + g)

44� 2(452g + 311
p

1 + g + 229)
: (17)

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ u� âèäíî, ÷òî ïðè g = 0 ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò
ñî çíà÷åíèåì, ïîëó÷àåìûì äëÿ ñèñòåì áåç äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
u� = 0:00422, à äàëåå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî çàðÿäà î÷åíü áûñòðî ïåðåõîä èò ê
ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ u� = 0:00252, â êîòîðîì äèïîëü-äèïîëüíîå âçàè-
ìîäåéñòâèå èãðàåò äîìèíèðóþùóþ ðîëü ( g ! 1 ).

3. Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè èíäåêñ Ôèø åðà � , îïðå-
äåëÿþùèé ïîâåäåíèå êîðåëëÿöèîííîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ âåê-
òîðîâ ( (G � k2+ � )), ðàâåí íóëþ. Îñòàíîâèìñÿ íà èíäåêñå � , õàðàêòåðèçóþùåì
ðîñò ðàäèóñà êîðåëëÿöèè â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè(Rc � j T � Tcj � � ),
êîòîðûé ìîæåò áûòü íàéäåí íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ:

� =
1
2

(1 + 
 t )� 1 =
1
2

h
1 + 10u

�
I 1 � 2I 2 +

5
3

I 3

�i
: (18)



68 Ñ.Â. Áåëèì. Êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èçîòðîïíûõ òðåõìåðíûõ ñ èñòåì. . .

Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî çàðÿäà äëÿ óñòîé÷èâîé ô èêñèðîâàííîé
òî÷êè ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

� =
27
44

+
I 3

81(I 1 � 2I 2 + 47=81I 3)
=

27
44

+
(1 �

p
1 + g)2

452g + 311
p

1 + g + 229
:

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîä åéñòâèÿ g = 0
ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò äëÿ îáû÷íûõ êîðîòêîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì � = 7=12 �
0:58333, â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïîëíîãî äîìèíèðîâàíèÿ äèïîëü-äèïîëü íîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ g ! 1 èìååì � = 271=452� 0:59956.

Èíäåêñ òåïëîåìêîñòè � âû÷èñëÿåòñÿ èç ñêåéëèíãîâîãî ñîîòíîøåíèÿ � =
2 � �D (D = 3 � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà). Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ �
ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó:

� =
1
4

�
3(1 �

p
1 + g)2

452g + 311
p

1 + g + 229
: (19)

Äëÿ äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì: ïðè g = 0 èíäåêñ � = 0:25, ïðè g ! 1
èíäåêñ � = 91=452� 0:20133.

Ïðèëîæåíèå. Âû÷èñëåíèå àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ
âåðøèííûõ ôóíêöèé � (4)��
� è � (2;1)��

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðøèííûõ ôóíêöèé â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåí èè ââåäåì
îáîçíà÷åíèå äëÿ èíòåãðàëà

J ij lm =
Z

dD qGij
0 (~q)Glm

0 (� ~q): (20)

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå,

G��
0 (r0; g0; ~q) = GL

0 (r0; g0; ~q)P ��
L + GT

0 (r0; ~q)P ��
T ; (21)

ãäå

GL
0 (r0; g0; ~q) =

1
r0 + g0 + q2

; GT
0 (r0; ~q) =

1
r0 + q2

; (22)

P ��
L =

q� q�

q2
; P ��

T = � �� �
q� q�

q2
:

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñâîáîäíîãî ïðîïîãàòîðà â âûðàæåíèå äëÿ è íòåãðàëàJ ij lm è
çàìåíû g = g0=r0 ïîëó÷èì

J ij lm = J ij lm
1 � 2J ij lm

2 + J ij lm
3 : (23)

J ij lm
1 = � ij � lm I 1; I 1 =

Z
dD q

(1 + q2)2
= � 2;

J ij lm
2 = � ij g

Z
qlqmdD q

q2(1 + q2)2(1 + g + q2)
;

J ij lm
3 = g2

Z
qi qj qlqm dD q

q4(1 + q2)2(1 + g + q2)2
:
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Äëÿ èíòåãðàëà J ij lm
2 ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðû èíäåêñîâ

l; m = 1; 2; 3 è èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì â ñôåðè÷åñêèõ êîîðä è-
íàòàõ ïîêàçàëà, ÷òî íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî èíòåðãàëû, â êîòîðûõ l = m.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

J ij lm
2 = � ij � lm I 2; (24)

I 2 =
4�g
3

Z 1

0

q2dq
(1 + q2)2(1 + g + q2)

=
� 2

3
p

1 + g(1 +
p

1 + g)
:

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà J ij lm
3 íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî îí ñèììåòðè÷åí îòíî-

ñèòåëüíî ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ñâîèõ èíäåêñîâ, ÷òî ñóùåñòâåí íî óìåíüøàåò ÷èñ-
ëî ñëó÷àåâ, òðåáóþùèõ ðàññìîòðåíèÿ. Ïðîâåäåíèå àíàëîãè÷í îé ïðåäûäóùåìó
ñëó÷àþ ïîäñòàíîâêè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé i; j; l; m = 1; 2; 3 è âû÷èñëåíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì â ñôåðè÷ åñêèõ êîîðäè-
íàòàõ ïîêàçàëî, ÷òî íå çàíóëÿþòñÿ òîëüêî èíòåãðàëû, â êîòîð ûõ äâå ïàðû ïî-
âòîðÿþùèõñÿ èíäåêñîâ ( i = j; l = m, èëè i = l; j = m, èëè i = m; j = l).
Âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòó

J ij lm
3 = F ij lm I 3; (25)

I 3 =
4�g 2

5

Z 1

0

q2dq
(1 + q2)2(1 + g + q2)2

=
� 2(1 �

p
1 + g)2

5
p

1 + g(1 +
p

1 + g)
:

Äëÿ âåðøèííîé ôóíêöèè � (4) ��
� èñõîäÿ èç Ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììû,
èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1(à), ìîæåì çàïèñàòü:

� (4) ��
� = u0F ��
� (26)

�
22
3

u2
0

3X

i;j;l;m =1

(F ��il F jm
� + F �
il F jm�� + F ��il F jm�
 )
Z

dD qGij
0 (~q)Glm

0 (� ~q)

= u0F ��
� �
22
3

u2
0

3X

i;j;l;m =1

(F ��il F jm
� + F �
il F jm�� + F ��il F jm�
 )

�
�

� ij � lm (I 1 � 2I 2) + F ij lm I 3

�
= u0F ��
�

�
1 � 22u0(I 1 � 2I 2 +

47
81

I 3)
�

:

Äëÿ âåðøèííîé ôóíêöèè � (2;1)�� , êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò Ôåéíìàíîâñêàÿ
äèàãðàììà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 1(b), èìååì

� (2;1)�� = r0� �� �
20
3

r0u0

3X

i;j;l;m =1

F ��ij � lm
Z

dD qGij
0 (~q)Glm

0 (� ~q) (27)

= r0� �� �
20
3

r0u0

3X

i;j;l;m =1

F ��ij � lm
�

� ij � lm (I 1 � 2I 2) + F ij lm I 3

�

= r0� ��
�

1 � 20u0(I 1 � 2I 2 +
5
3

I 3)
�

:
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ÌÍÎÃÎÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÜ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÉ
ÐÅÀËÜÍÎÑÒÈ, ÑÎÏÓÒÑÒÂÓÞÙÀß ÇÐÅÍÈÞ

À.Ê. Ãóö

Â ðàìêàõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè äàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ï ðîöåññà
ðåàêöèè ãëàçà íà îäèíî÷íûå êâàíòû ñâåòà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàðòèíà ðå-
àêöèè ãëàçà ñ òî÷êè çðåíèÿ ýâåðåòòîâñêîé èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè.

Ìû âèäèì ðåàëüíîñòü, îêðóæàþùóþ íàñ, ïîñðåäñòâîì çðåíèÿ. Ã ëàç ñïîñîáåí
ðàçëè÷àòü îòäåëüíûå êâàíòû ñâåòà, îòäåëüíûå ôîòîíû [1, c.4 27]. Íàñ èíòåðå-
ñóåò, íåëüçÿ ëè íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î òîì, êà ê ìîçã âîñïðè-
íèìàåò êâàíòû ñâåòà â ñî÷åòàíèè ñ ýâåðåòòîâñêîé èíòåðïðåòàöèåé êâàíòîâîé
ìåõàíèêè, óâèäåòü, êàê òå æå ñàìûå êâàíòû âîñïðèíèìàþòñÿ ìî çãîì â ïàðàë-
ëåëüíîé âñåëåííîé Ýâåðåòòà?

1. Ñèãíàëû â îòâåò íà îäèíî÷íûå êâàíòû ñâåòà

Äëÿ ðåãèñòðàöèè ðåàêöèè ãëàçà íà îäèíî÷íûå êâàíòû ñâåòà ðåãèñòðèðîâàëèñü
ìåìáðàííûå òîêè â íàðóæíûõ ñåãìåíòàõ ïàëî÷åê. Ñïåöèàëüíûé ýëåêòðîä ñ òîí-
êèì êîí÷èêîì ïîäñàñûâàåòñÿ ê íàðóæíîìó ñåãìåíòó ïàëî÷êè, â ûñòóïàþùåìó
èç êóñî÷êà ñåò÷àòêè. Óçêîíàïðàâëåííûé ïó÷îê ñâåòà îñâåùàå ò ñòðîãî îäíó ôî-
òîðåöåïòîðíóþ êëåòêó [1, c. 427]. ¾×òîáû èçìåðèòü ñèãíàëû â îòâåò íà îäè-
íî÷íûå êâàíòû ñâåòà, Áåéëîð ñ êîëëåãàìè ðåãèñòðèðîâàëè òîê è îò îòäåëüíûõ
ïàëî÷åê â ñåò÷àòêàõ æàáû, îáåçüÿíû è ÷åëîâåêà (ðèñ.1). Ýòè îïûòû ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé óíèêàëüíûé ïðèìåð ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì ïîêàç àíî, êàê òàêîé
ñëîæíûé ïðîöåññ, êàê âîñïðèÿòèå ñëàáûõ âñïûøåê ñâåòà, ìîæå ò êîððåëèðîâàòü
ñ èçìåíåíèÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè íà óðîâíå îòäåëüíûõ ìîëåêóë.

Ïðîöåäóðà ïî èçîëÿöèè ôðàãìåíòà ñåò÷àòêè îò æèâîòíîãî ëèáî òðóïíîãî
ìàòåðèàëà äîëæíà äëÿ ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîèçâîäèòüñÿ â òå ìíîòå. Äëÿ èç-
ìåðåíèÿ òîêà íàðóæíûé ñåãìåíò ïàëî÷êè çàñàñûâàåòñÿ â òîíêó þ ïèïåòêó (ñì.
ðèñ.1). Êàê è îæèäàëîñü, ýòè ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â òåìíîòå òîê ïî-
ñòîÿííî òå÷åò âíóòðü íàðóæíîãî ñåãìåíòà. Âñïûøêè ñâåòà ïðè âîäÿò ê çàêðû-
òèþ êàíàëîâ â íàðóæíîì ñåãìåíòå, âûçûâàÿ óìåíüøåíèå ¾òåìíî âîãî¿ òîêà. Íà
ðèñ.2 ïîêàçàíû îòâåòû íàðóæíîãî ñåãìåíòà íà î÷åíü ñëàáûå âñ ïûøêè ñâåòà,
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Ðèñ. 1. Ìåòîä ðåãèñòðàöèè ìåìáðàííûõ òîêîâ â íàðóæíûõ ñåãìå íòàõ ïàëî÷åê. Ñïåöèàëüíûé
ýëåêòðîä ñ òîíêèì êîí÷èêîì ïîäñàñûâàåòñÿ ê íàðóæíîìó ñåãìå íòó ïàëî÷êè, âûñòóïàþùåìó

èç êóñî÷êà ñåò÷àòêè. Óçêîíàïðàâëåííûé ïó÷îê ñâåòà îñâåùàå ò ñòðîãî îäíó
ôîòîðåöåïòîðíóþ êëåòêó [1, c. 427]

Ðèñ. 2. Ñèãíàëû, çàïèñàííûå ïðè ïîìîùè âñàñûâàþùåãî ýëåêòð îäà â îáëàñòè íàðóæíîãî
ñåãìåíòà ïàëî÷êè îáåçüÿíû. Îòâåòû íà ñëàáûå âñïûøêè ñâåòà ( ïîêàçàííûå íèæíåé ëèíèåé

ñ ïîäïèñüþ ¾Light¿), ïîêàçàíî äâå çàïèñè. Íàáëþäàåòñÿ ôëóê òóàöèÿ òîêà êâàíòîâîãî
õàðàêòåðà. Ìèíèàòþðíûå ïèêè ñîîòâåòñòâóþò àêòèâàöèè çðèò åëüíûõ ïèãìåíòîâ

îòäåëüíûìè ôîòîíàìè. Äîâîëüíî ÷àñòî ôîòîèçîìåðèçàöèÿ íå â îçíèêàåò [1, c. 428]

ñîîòâåòñòâóþùèå 1-2 êâàíòàì. Àìïëèòóäà òîêîâ íåâåëèêà è ïð îïîðöèîíàëüíà
÷èñëó ïîãëîùåííûõ êâàíòîâ. Èíîãäà âñïûøêà âûçûâàåò îäèíî÷ íûé îòâåò, èíî-
ãäà � äâîéíîé, à èíîãäà � âîîáùå íèêàêîé ðåàêöèè¿ [1, c. 428-4 29].

Ïîâòîðÿÿ ýêñïåðèìåíò è íàáèðàÿ ñòàòèñòèêó, ìîæíî íàéòè ïëî òíîñòü ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ � (z), ãäåz � âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ îòêëîíåíèå ñàìî-
ïèñöà, ðåãèñòðèðóþùåãî ñèãíàë.

Ïðèìåì, ÷òî z = 0 îòâå÷àåò íàèáîëåå âåðîÿòíîìó îòêëèêó ñàìîïèñöà Z .
Ãðàôèêè, ïðèâåäåííûå íà ðèñ.4, ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñ ïðåäåëåíèÿ
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Ðèñ. 3. Ïîñòîÿííîå, áîëåå ñèëüíîå îñâåùåíèå (íèæíèé ãðàôèê ) ïðèâîäèò ê ñåðèè
ñèãíàëîâ [1, c. 428]

Ðèñ. 4. Ñèãíàëû, âûçâàííûå âñïûøêàìè ðàçíîé èíòåíñèâíîñòè

� 2(z) îäíà è òà æå äëÿ êâàíòîâ ëþáîé èíòåíñèâíîñòè.

2. Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåìû ¾êâàíò ñâåòà
- ðåàêöèÿ ñàìîïèñöà¿

Îáîçíà÷àåì âåëè÷èíó èíòåíñèâíîñòè êâàíòà ñâåòà ÷åðåç s è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ñèñòåìà ¾êâàíò ñâåòà(s) - ðåàêöèÿ ñàìîïèñöà (z)¿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Øðåäèíãåðà

d	
dt

= ( Hqv + HZ + VI )	 (1)

ñ íà÷àëüíûì äàííûì
	( z; s;0) = � (z)� (s): (2)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, ò.å. îòêëèêà (ðåàêöèè) ãëàçà íà êâàíò ñâåòà
ñòîëü ìàëî, ÷òî â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè äåéñòâèåì ÷ëåíîâ Hqv + HZ ãàìèëüòî-
íèàíà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü [2], [3, c. 169], è ïðèíèìàÿ

VI = � iz~
@
@s

;

íàõîäèì ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è

	( z; s; t) = � (z)� (s � zt): (3)
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Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå â âèäå [2]

	( z; s; t) =
Z �

1
Ns0

�
� s0(z; t)� (s � s0)ds0; (4)

ãäå
� s0(z; t) = Ns0� (z)� (s0 � zt)

è �
1

Ns0

� 2

=
Z

� � (z)� (z)� � (s0 � zt)� (s0 � zt)dz:

Âûðàæåíèå (4) � ýòî ñóïåðïîçèöèÿ (ñ êîýôôèöèåíòàìè 1
N s0

) ñîñòîÿíèé

	 s0 = � s0(z; t)� (s � s0)

ñèñòåìû. Êàæäûé ýëåìåíò ñóïåðïîçèöèè 	 s0 îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì
êâàíò ñâåòà èìååò èíòåíñèâíîñòü s = s0, à ñîîòíåñåííîå ñîñòîÿíèå ïîäñèñòåìû
¾ðåàêöèÿ ñàìîïèñöà (z)¿ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé� s0(z; t).

Åñëè � (s) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îñòðîé (îêîëî � (s � s0)), òî � s0(z; t) ïîäîáíà
� (z � (s0 � s0)=t) è, ñëåäîâàòåëüíî, z = ( s0 � s0)=t.

Ïðè t ! 1 z ! 0, ò.å. c òå÷åíèåì âðåìåíè ñàìîïèñåö áóäåò ïîêàçûâàòü
íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ñâîåãî îòêëîíåíèÿ. Òàêîé âûâî ä âïîëíå ïðèåìëåì.

Íî â òàêîì ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàííîì t = T è ôîðìóëà

	( z; s; T) =
Z �

1
Ns0

�
� s0(z; T)� (s � s0)ds0 (5)

ãîâîðèò, êàê îòìåòèë Ýâåðåòò, î ðàçâåòâëåíèè âñåëåííîé, ïð è êîòîðîì â êàæ-
äîé âñåëåííîé êâàíò ñâåòà èìååò ðàçëè÷íóþ èíòåíñèâíîñòü s0, à íàáëþäàòåëü
ôèêñèðóåò îòêëîíåíèå ñàìîïèñöà íà âåëè÷èíó z = ( s0 � s0)=T.

Ïðåäñòàâèì 	( z; s; T) â âèäå

	( z; s; T) =
Z

� (z0)� (z � z0)� (s � z0T)dz0;

ò.å. êàê ñóïåðïîçèöèþ ñîñòîÿíèé  z0 = � (z � z0)� (s � z0T) ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè � (z0). Êàæäûé èç ÷ëåíîâ  z0 ñóïåðïîçèöèè îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, à
òî÷íåå âñåëåííóþ, â êîòîðîì ñàìîïèñåö ïîêàçûâàíò îòêëîíåí èå z = z0, à êâàíò
ñâåòà èìååò èíòåíñèâíîñòü s = z0T. ×èñëî j� (z0)j2 � ýòî êîëè÷åñòâî âñåëåííûõ,
â êîòîðûõ z = z0; s = z0T: Ïîëíàÿ îïðåäåëåííîñòü, íèêàêèõ âåðîÿòíîñòåé.
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Â îáùåì âèäå ïîëó÷åíî âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ïîâåðõíîñ òè ÿäðà,
íà êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì ýíåðãèè ñòàòè÷åñêîé ôîðìû ÿ äðà. Â âà-
ðüèðóåìîì ôóíêöèîíàëå ó÷òåíû ÿäåðíàÿ è êóëîíîâñêàÿ ÷àñòè ý íåðãèè,
à òàêæå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ îáúåìà ÿäðà è ðàñ ñòîÿíèÿ
ìåæäó öåíòðàìè ìàññ áóäóùèõ îñêîëêîâ. Ïîëó÷åíî ìíîãîìåðíî å óðàâíå-
íèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ïðîôèëüíîé ôóíêöèè ÿäðà ñ ðåçêèì êð àåì è
êóëîíîâñêîé ýíåðãèè, çàïèñàííîé â íîâîé ôîðìå: EC = K C

R
(d~S d~S0) � .

Îáñóæäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ñèìì åòðè÷íîãî
äåëåíèÿ íàéäåííîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîìó âàðèàöè îííîìó óðàâ-
íåíèþ, ïîëó÷åííîìó Â.Ì. Ñòðóòèíñêèì äëÿ àêñèàëüíî-ñèììåòð è÷íûõ
ôîðì.

1. Ââåäåíèå

Ðàñ÷åò ôèãóð ðàâíîâåñèÿ ÿäåð ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì â òåîðèè äåëåíèÿ. Òî÷-
íîñòü è ïðàâèëüíîñòü ðàñ÷åòà íåïîñðåäñòâåííî âëèÿþò íà âûâ îäû, êîòîðûå äå-
ëàþòñÿ äëÿ êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðèìåíÿåìûõ ïðè âû÷èñëåíèè
âåðîÿòíîñòåé âûõîäîâ ðàçëè÷íûõ ïðîäóêòîâ ðåàêöèé äåëåíèÿ è ñëèÿíèÿ.

Â ìîäåëè æèäêîé êàïëè (ÌÆÊ) ïðè íàõîæäåíèè ôèãóð ðàâíîâåñèÿ ÿäåð
îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïðÿìûå âàðèàöèîííûå ìåòîäû. Âàðüèðóþ òñÿ ïàðàìåòðû,
çàäàþùèå ôîðìó ïîâåðõíîñòè ÿäðà. Âêëþ÷åíèå òîãî èëè èíîãî ï àðàìåòðà â
ðàññìîòðåíèå ÷àñòî îïðåäåëÿåòñÿ àâòîðñêèì âûáîðîì ñïîñîá à ïàðàìåòðèçàöèè
óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè.

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïðåäëîæåíà ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ôèçè÷åñêè îáî ñíîâàííàÿ
è ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíàÿ ïðîöåäóðà ââåäåíèÿ ïàðàìåòðîâ â ÌÆÊ è
ïîëó÷åíî îäíîìåðíîå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ä ëÿ àêñèàëüíî-
ñèììåòðè÷íûõ ôîðì ïðîôèëüíîé ôóíêöèè äåôîðìèðîâàííîãî ÿä ðà, ðàçâèò [3]
ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, ïðîâåäå í ñèñòåìàòè÷å-
ñêèé àíàëèç íàéäåííûõ ðåøåíèé.

Copyright c
 2008P.Ñ. Êóðìàíîâ, Ã.Á. Òîäåð.
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ.
E-mail: kurmanovrs@mail.ru, georgyt@mail.ru
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Îäíàêî â ðàáîòàõ [1�3] âàðüèðîâàëñÿ ôóíêöèîíàë ýíåðãèè òîë üêî äëÿ
àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ôîðì ÿäðà ñ ðåçêèì êðàåì. Äåòàëüíî èçó÷àëèñü òîëü-
êî àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ôîðìû ïîâåðõíîñòè ÿäðà. Ïðîôèë üíàÿ ôóíêöèÿ
ÿäðà çàâèñåëà òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé � êîîðäèíàòû âäîëü îñè ñèììåòðèè
äåëÿùåãîñÿ ÿäðà.

Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ [1,2] ïîäõîä

� ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà èç òðåáîâàí èÿ ìèíèìó-
ìà ôóíêöèîíàëà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñ ëîâèÿìè
ñîõðàíåíèÿ îáúåìà è äåôîðìàöèè àòîìíîãî ÿäðà;

� äàåò ðåãóëÿðíûé ñïîñîá ââåäåíèÿ ïàðàìåòðîâ îïèñûâàþùèõ ôî ðìó äåëÿ-
ùåãîñÿ ÿäðà;

� ïðèâîäèò ê çàäà÷å íà ðàñ÷åò ôîðìû ïîâåðõíîñòè ÿäðà, ðåàëèçó þùåé
óñëîâíûé ýêñòðåìóì.

Öåëè íàøåé ñòàòüè: 1) ñôîðìóëèðîâàòü â ðàìêàõ ìíîãîìåðíîãî âàðèàöè-
îííîãî ïîäõîäà çàäà÷ó ðàñ÷åòà ôîðìû ïðîèçâîëüíî äåôîðìèðî âàííîãî ÿäðà;
2) íàéòè îáùèé âèä óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè, î ïèñûâàþùåé
ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó ïîâåðõíîñòè ÿäðà ñ îñêîëêàìè ðàâíîé ìàñ ñû; 3) ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àé ÿäðà ñ ðåçêèì êðàåì è ïîëó÷èòü äëÿ ýòîãî ñëó÷ àÿ óðàâíå-
íèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè ÿìè; 4) â êà÷å-
ñòâå ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ôîðìàëèçìà ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ïðîôèëüíîé
ôóíêöèè àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ÿäðà, ñîâïàäàþùåå ñ ïîëó ÷åííûìè ðàíåå â
ðàáîòàõ [1�3].

2. Ôóíêöèîíàë ýíåðãèè è äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ

Çàïèøåì ôóíêöèîíàë ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â âèäå:

E = En + EC ; (1)

ãäå En � ÿäåðíàÿ, à EC � êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ ÿäðà, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ (ñì., íàïðèì åð, [4, 5]) ïî âñåé
ïîâåðõíîñòè ÿäðà.

Ýíåðãèÿ ÿäåðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò âèä:

En = K n

I  

d~S; ~Fn (~r)

!

; (2)

ãäåK n � ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü; ~Fn (~r) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ÿäåð-
íîå âçàèìîäåéñòâèå.

Ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ:

EC = K C

I  

d~S; ~FC (~r)

!

; (3)
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ãäåK C � ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü; ~FC (~r) � âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ êóëî-
íîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå; ~r = ( x; y; z) � ðàäèóñ-âåêòîð ýëåìåíòà d~S ïîâåðõíîñòè
ÿäðà.

Îòìåòèì, ÷òî ÿâíûé âèä âåêòîð-ôóíêöèé ~Fn è ~FC çàâèñèò îò âûáîðà ìîäåëè
è ìàòåìàòè÷åñêè íåîäíîçíà÷åí [4,5].

Âûðàæåíèå äëÿ îáúåìà ÿäðà èìååò âèä:

V =
Z

dV =
1
3

I
(d~S;~r) =

I
(d~S; ~P1): (4)

Âòîðîå ðàâåíñòâî â ôîðìóëå (4) âûòåêàåò èç òåîðåìû Ãàóññà. Î áîçíà÷åíèå
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè

~P1 =
1
3

~r (5)

ââåäåíî äëÿ óäîáñòâà.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ìàññ áóäóùèõ îñêîëêîâ äåëåíèÿ çà ïèøåì â ñëå-

äóþùåé ôîðìå:

� = j~� j =

�
�
�
�
�

R
Vright

~r� m dV

M right
�

R
Vlef t

~r� mdV

M lef t

�
�
�
�
�
; (6)

ãäå âåêòîð~� ñîåäèíÿåò öåíòðû ìàññ áóäóùèõ îñêîëêîâ; � m = M=V � ïëîòíîñòü
àòîìíîãî ÿäðà ìàññîé M è îáúåìîì V 1; M lef t = � m Vlef t è M right = � m Vright �
ìàññû ëåâîãî è ïðàâîãî áóäóùèõ îñêîëêîâ ÿäðà, ïðîïîðöèîíàë üíûå èõ îáúåìàì
Vlef t = { V è Vright = (1 � { )V , ïî êîòîðûì ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå. Çäåñü
{ - êîíñòàíòà, ôèêñèðóþùàÿ îòíîøåíèå îáúåìà ëåâîé ÷àñòè êî îá úåìó ÿäðà.
Ñìûñë íàçâàíèé ¾ëåâûé¿ è ¾ïðàâûé¿ äëÿ îñêîëêîâ ñòàíåò ÿñåí í èæå.

Çàìåòèì, ÷òî îáùíîñòü ðåçóëüòàòîâ íå òåðÿåòñÿ, à âû÷èñëåíè ÿ óïðîùàþòñÿ,
åñëè âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû îäíà èç ïðîñòðàíñ òâåííûõ îñåé,
íàïðèìåð îñü OZ, áûëà íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà ~� 2, à ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ
ýòîé îñè ïëîñêîñòü XOY äåëèëà ÿäðî íà äâå ÷àñòè, îòâå÷àþùèå äâóì áóäóùèì
îñêîëêàì, � ïðàâóþ è ëåâóþ � òàê, ÷òîáû âñå òî÷êè, ïðèíàäëåæà ùèå ïðàâîé
÷àñòè ÿäðà, èìåëè êîîðäèíàòó z > 0, âñå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ëåâîé ÷àñòè,
èìåëè êîîðäèíàòó z < 0 (ðèñ. 1).

Â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîâåðõíîñòü ÿäðà 3 çàäàåòñÿ ôóíêöèåé
z = z(x; y), à âûðàæåíèå (6) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

� =

�
�
�
�
�

R
Vright

z� m dV

M right
�

R
Vlef t

z� m dV

M lef t

�
�
�
�
�
: (7)

1Êàê ýòî îáû÷íî ïðèíÿòî ïðè èçó÷åíèè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè , â äàííîé ðàáîòå ïëîò-
íîñòü ÿäðà ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé âñëåäñòâèå ñëàáîé ñæèìàåì îñòè ÿäåðíîãî âåùåñòâà.

2Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñü OZ íàïðàâëåíà âäîëü ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ìàññ áóäóùèõ
îñêîëêîâ.

3Ïîâåðõíîñòü ÿäðà â ïðåäñòàâëÿåìîì ðàññìîòðåíèè ñ÷èòàåòñÿ îäíîñâÿçíîé.
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Ðèñ. 1. Âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàò

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãàóññà, ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñ òâà (7) ê ïî-
âåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó:

� =
I

(d~S; ~P2); (8)

â êîòîðîì äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ââåäåíî ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå:

~P2 =
1
4

� (z)~r z
{ V

�
1
4

� (� z)~r z
(1 � { )V

; (9)

ãäå� (z) - ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ.
Òðåáîâàíèå ñîõðàíåíèÿ îáúåìà è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè ì àññ áóäóùèõ

îñêîëêîâ ïðèâîäèò ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å íà óñëîâíûé ýêñòðå ìóì.

3. Îáùåå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå

Ñëåäóÿ Ñòðóòèíñêîìó è äð. [1], äîïîëíèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
ôîðì ïîâåðõíîñòè ÿäðà óñëîâèÿìè ïîñòîÿíñòâà îáúåìà è ðàññò îÿíèÿ ìåæäó
öåíòðàìè ìàññ áóäóùèõ îñêîëêîâ, òîãäà âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ çàäà-
÷åé íà ýêñòðåìóì ñëåäóþùåãî ôóíêöèîíàëà:

I = En + EC + � 1V + � 2�; (10)

ãäå� 1 è � 2 � íåîïðåäåëåííûå ëàãðàíæåâû ìíîæèòåëè.
Çàïèøåì ôóíêöèîíàë I â âèäå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà

I =
I

(d~S; ~F ); (11)
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ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ ~F ñ ó÷åòîì (2), (3),(4) è (8) èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

~F = K n
~Fn + K C

~FC + � 1
~P1 + � 2

~P2: (12)

Ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè â ôîðìóëå (11) ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê 4 [7]:

d~S = dS~n= ( ~k � zx~i � zy~j ) dx dy; (13)

ãäå~n � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè;

dS = dx dy
p

g � (14)

ìîäóëü ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè;

g = 1 + z2
x + z2

y � (15)

ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ íà ïîâåðõíîñòè.
Çàïèñûâàÿ èíòåãðàë (11) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (13), ïðåäâàðèòåëüíî ðàçáèâ

âñþ ïîâåðõíîñòü ÿäðà íà ÷àñòè, îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåìûå íà ïëîñêîñòü XOY ,
ïîëó÷àåì:

I =
X Z Z

dx dy G(z; zx ; zy; x; y); (16)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì îáëàñòÿì èíòåãðèðîâàíèÿ â ïëîñêîñ òè XOY ;

G(z; zx ; zy ; x; y) = Fz � zx Fx � zyFy ; (17)

Fx , Fy, Fz � ïðîåêöèè âåêòîðà ~F (12) íà ñîîòâåòñòâóþùèå îñè.
Ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà âàðüèðîâàíèÿ [7] ôóíêöèîíàëà (16) ï ðèâîäèò ê ñëå-

äóþùåìó îáùåìó âèäó âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðà íæà 5, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ôóíêöèþ z = z(x; y):

@G
@z

�
d

dx
@G
@zx

�
d
dy

@G
@zy

= 0: (18)

Óðàâíåíèå (18) ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäîé èç ÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèòà
ïîâåðõíîñòü ÿäðà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè z = z(x; y), îïèñûâàþùåé âñþ
ïîâåðõíîñòü äåëÿùåãîñÿ ÿäðà, èñïîëüçóþòñÿ (â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ) óñëîâèÿ
ãëàäêîãî ñøèâàíèÿ íà ãðàíè÷íûõ êîíòóðàõ ðåøåíèé â ðàçëè÷íû õ îáëàñòÿõ ïî-
âåðõíîñòè.

4Íèæíèé èíäåêñ ó ôóíêöèè z = z(x; y) èëè ëþáîé äðóãîé êîîðäèíàòû áóäåò îçíà÷àòü åå
ïðîèçâîäíóþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, zx � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè z =
z(x; y) ïî ïåðåìåííîé x; zxy � âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè z = z(x; y) ïî ïåðåìåííûì x è y.

5Èíòåãðàëû ïî ãðàíèöàì îáëàñòåé âîçíèêàþò ïðè âàðüèðîâàíèè ïîïàðíî, íî ñ ïðîòèâîïî-
ëîæíûìè çíàêàìè. Ïîýòîìó èõ ñóììàðíûé âêëàä â âàðèàöèþ ôóíê öèîíàëà (16) ðàâåí íóëþ.
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4. Ñèììåòðè÷íîå äåëåíèå ÿäðà â ÌÆÊ ñ ðåçêèì êðàåì

Ðàññìîòðèì ìîäåëü æèäêîé êàïëè ñ ðåçêèì êðàåì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäûíòå-
ãðàëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ äëÿ ÿäåðíîé ýíåðãèè (2) èìååò âèä:

~Fn (~r) = ~n; (19)

à ÿäåðíàÿ ÷àñòü ýíåðãèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

En = K n

I  

d~S; ~n

!

= K n

I
dS = K n

I
dx dy

q
1 + ( zx )2 + ( zy)2 (20)

è îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ÿäðà ( ñì., íàïðèìåð,
[1]).

Ïîäñòàâèì êóëîíîâñêèé ôóíêöèîíàë â ôîðìå

~FC (~r) =
I

d~S0�; (21)

ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [6], â (3), òîãäà êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ âû ÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå:

EC = K C

I I  

d~S; d~S0

!

�; (22)

ãäå

� =
p

(x � x0)2 + ( y � y0)2 + ( z � z0)2 � (23)

ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ïîâåðõíîñòåé d~S è d~S0, çàäàâàåìûìè ðàäèóñàìè-
âåêòîðàìè ~r è ~r 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íîå äåëåíèå, ò.å. äåëåíèå íà äâà îñêîë êà ðàâíîé ìàñ-
ñû M lef t = M right = 0; 5M è îäèíàêîâîãî îáúåìà Vlef t = Vright = 0; 5V ({ = 0; 5).
Â ýòîì ñëó÷àå, ââåäÿ ìîäóëü jzj, ìîæíî îáúåäèíèòü èíòåãðàëû â ÷èñëèòåëå
ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (7), êîòîðîå ñòàíåò áîëåå êîìïàêòíû ì:

� =

" R
Vright

z� m dV �
R

Vlef t
z� m dV

0; 5M

#

=

" R
jzj� m dV
0; 5M

#

=

" R
jzjdV

0; 5V

#

: (24)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãàóññà, ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñ òâà (24) ê ïî-
âåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó:

� =
1
2

I
(d~S;~r)

jzj
V

=
I

(d~S; ~P2); (25)

â êîòîðîì äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ââåäåíî ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå:

~P2 =
1
2

~r jzj
V

: (26)
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Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (20), (22) ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (23) â îáùåå âàðèàöèîí-
íîå óðàâíåíèå (18), ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â âè äå:

K n

(
zxx + zyy + zxx zyzy + zyyzxzx � 2zxy zxzy

(1 + z2
x + z2

y )3=2

)

+ K C

I
dx0dy0

(
� (z � z0) + z0

x0(x � x0) + z0
y0(y � y0)

p
(x � x0)2 + ( y � y0)2 + ( z � z0)2

)

+ � 1 + � 2jzj = 0: (27)

Çàìåòèì, ÷òî â îòñóòñòâèå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ( K C = 0) è äîïîë-
íèòåëüíûõ óñëîâèé ( � 1 = 0, � 2 = 0) óðàâíåíèå (27) ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîìó âàðè-
àöèîííîìó óðàâíåíèþ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé [7]. Òàêîé ð åçóëüòàò ÿâëÿåò-
ñÿ åñòåñòâåííûì, ò.ê. ýíåðãèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ñò ðåìèòñÿ óìåíüøèòü
ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè.

5. Àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ÿäðî

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå â ðàáîòàõ [1, 2] äëÿ àêñè àëüíî-
ñèììåòðè÷íîé ôîðìû ÿäðà, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåí èÿ (27).

Ïðåäâàðèòåëüíî (âñëåäñòâèå öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè çàäà÷è) óäîáíî ïå-
ðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (�; �; z )6 è çàäàâàòü ïîâåðõíîñòü ÿäðà ôóíêöè-
åé:

z = z(
p

x2 + y2) = z(� );

ãäå� =
p

x2 + y2 � ïîëÿðíûé ðàäèóñ.
Èñïîëüçóåìûå äëÿ âû÷èñëåíèé ïðîèçâîäíûå â ïîëÿðíîé ñèñòåì å êîîðäèíàò

èìåþò âèä:

zx = z� cos� ; zy = z� sin� ; zxx = z�� cos2 � + z� sin2 �=� ; (28)

zyy = z�� sin2 � + z� cos2 �=� ; zxy = ( z�� � z� =� ) cos� sin�: (29)

Ïîäñòàâèâ ïðîèçâîäíûå (28), (29) â ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû
(27), ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì:

zxx + zyy + zxx zyzy + zyyzxzx � 2zxy zxzy

(1 + z2
x + z2

y )3=2
=

z�� + z� =� + z3
� =�

(1 + z2
� )3=2

:

Çàïèøåì âòîðîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (27) â ïîëÿðíîé ñèñòåì å êîîðäèíàò,
òîãäà

I
dx0dy0

(
� (z � z0) + z0

x0(x � x0) + z0
y0(y � y0)

p
(x � x0)2 + ( y � y0)2 + ( z � z0)2

)

6Äåêàðòîâû (x; y; z) è ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ñòàíäàðòíûìè ôîðìóëàìè: x =
� cos� , y = � sin � .
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=
I

� 0d� 0d� 0

(
� (z � z0) + z0

� 0(�cos(� � � 0) � � 0)

(� 2 + � 02 � 2�� 0cos(� � � 0) + ( z � z0)2)1=2

)

= �( z; � );

ãäåz = z(� ); z0 = z0(� 0); îáîçíà÷åíèå �( z; � ) ââåäåíî äëÿ óäîáñòâà.
Òåïåðü âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå íà ïðîôèëüíóþ ôóíêöèþ ÿäðà â ûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K n
(z�� + z� =� + z3

� =� )

(1 + z2
� )3=2

+ K C �( z; � ) + � 1 + � 2jzj = 0: (30)

Ýòî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ïðîôèëüíóþ ôóí êöèþ
z = z(� ).

Òàê êàê èñïîëüçóåòñÿ àêñèàëüíàÿ ñèììåòðèÿ çàäà÷è (îñüþ ñèì ìåòðèè ÿâ-
ëÿåòñÿ OZ), óäîáíåå èñêàòü çàâèñèìîñòü� = � (z), à íå z = z(� ). Äëÿ ýòîãî â
óðàâíåíèè (30) çàìåíèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = z(� ) ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè
� = � (z):

z� =
1
� z

; z�� = �
� zz

� 3
z

: (31)

Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî (30) âûðàæåíèÿ (31) è óïðîùàÿ ïîëó÷è âøååñÿ ñî-
îòíîøåíèå, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ:

� � zz� + 1 + � 2
z +

�
K n

(1 + � z
2)3=2(K C �( z; � ) + � 1 + � 2jzj) = 0 : (32)

Îòëè÷èå óðàâíåíèÿ (32) îò íàéäåííûõ â ðàáîòàõ [1]� [3] ñîñòî èò òîëüêî â
îáîçíà÷åíèÿõ è âèäå ôóíêöèè �( z; � ), âûðàæàþùåé êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë íà
ïîâåðõíîñòè.

Åñëè êóëîíîâñêóþ ýíåðãèþ çàïèñàòü â ôîðìå:

EC = K C

I I �
d~S; d~S0

�
�; (33)

èñïîëüçîâàííîé â ýòèõ ðàáîòàõ, òî âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå Ý éëåðà-Ëàãðàíæà
(32) áóäåò ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàòü ñ âàðèàöèîí íûìè óðàâíåíèÿ-
ìè, ïîëó÷åííûìè â [1�3].

Ýòî ñîîòâåòñòâèå äîêàçûâàåò ïðàâèëüíîñòü ïðåäëîæåííîãî â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå îáùåãî ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé Ýéëå ðà-Ëàãðàíæà
íà îñíîâå ñòàíäàðòíîé ìíîãîìåðíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è, ïî çâîëÿþùåãî ðàñ-
ñ÷èòûâàòü ôîðìó è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ïðîèçâîëüíî äåôîð ìèðîâàííîãî
ÿäðà.
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Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ïîïûòêà ôîðìàëèçàöèè (îïåðàöèíàëèç àöèè) òåî-
ðèè è íà÷àëüíûé ýòàï ñîçäàíèÿ èçìåðèòåëüíîãî èíñòðóìåíòà ï ðèçíàêà
¾áîðüáà çà íàó÷íûé àâòîðèòåò¿. Íàèáîëåå ñèëüíîå âëèÿíèå íà ôîðìèðî-
âàíèå òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè îêàçàëè ðàáîòû Ïüåðà Áóðäüå è Ðýí äàëëà
Êîëëèíçà. Äàåòñÿ èëëþñòðàöèÿ ¾áîðüáû çà íàó÷íûé àâòîðèòåò ¿ â ðàìêàõ
òåîðèè êàòàñòðîô.

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ïîïûòêà ôîðìàëèçàöèè (îïåðàöèíàëèç àöèè) òåîðèè è
íà÷àëüíûé ýòàï ñîçäàíèÿ èçìåðèòåëüíîãî èíñòðóìåíòà ïðèçí àêà ¾áîðüáà çà íà-
ó÷íûé àâòîðèòåò¿. Íàèáîëåå ñèëüíîå âëèÿíèå íà ôîðìèðîâàíè å òåîðåòè÷åñêîé
ìîäåëè îêàçàëè ðàáîòû Ïüåðà Áóðäüå [1] è Ðýíäàëëà Êîëëèíçà [ 2].

Äåìîíñòðèðóåìûé èíñòðóìåíò ïðåäíàçíà÷åí äëÿ íà÷àëüíîãî ý òàïà èññëå-
äîâàíèÿ. Ïðåäìåòîì íà÷àëüíîãî ýòàïà êîíñòðóèðîâàíèÿ íàó÷ íîé ðåàëüíîñòè
ÿâëÿþòñÿ îáúåêòèâèðîâàííûå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòîâ, äðóãèìè ñëîâàìè �
îïðåäåëåíèå ïîçèöèé ó÷åíûõ â ñòðóêòóðå ïîëÿ. Ïðåäñòàâëåíè ÿ êàæäîãî ó÷åíî-
ãî î íàó÷íîì ïðîñòðàíñòâå çàâèñÿò îò åãî ïîçèöèè â ýòîì ïðîñò ðàíñòâå. À ýòè
ïðåäñòàâëåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, âàðüèðóþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ãàáèòóñà, ¾âû-
ñòóïàþùåãî â êà÷åñòâå ñèñòåìàòèçèðîâàííûõ ìîäåëåé âîñïðè ÿòèÿ è îöåíêè, à
òàêæå êîãíèòèâíûõ è îöåíî÷íûõ ñòðóêòóð, ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëü òàòîì äëèòåëü-
íîãî îïûòà ñóáúåêòà è îáóñëîâëåííûõ îïðåäåëåííîé ñîöèàëüí îé ïîçèöèåé¿ [3].
Îïèñàâ ñòðóêòóðó ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ ïîëÿ ÷åðåç îïðåäåëåíèå äîìèíèðóþ-
ùèõ è ïîä÷èíÿþùèõñÿ ïîçèöèé, ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü âîçìîæí îå ïîâåäåíèå
àãåíòîâ ïîëÿ íàóêè. Ïîñëåäóþùèå ýòàïû ïîäðàçóìåâàþò èññëå äîâàíèå âîñïðèÿ-
òèÿ íàó÷íîãî ìèðà, ìèðîâîççðåí÷åñêèõ óñòàíîâîê, ñòðàòåãè é ïîâåäåíèÿ ó÷åíûõ,
äðóãèìè ñëîâàìè � ãàáèòóñà è ïðàêòèê ó÷åíûõ.

Äëÿ âñåõ ñèìâîëè÷åñêèõ ïîëåé õàðàêòåðíà êîíêóðåíòíàÿ áîðü áà. Â ïîëå
íàóêè, êàê ñïåöèôè÷åñêîãî ìåñòà ñîöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà , îñóùåñòâëÿåòñÿ
áîðüáà çà íàó÷íûé àâòîðèòåò. Íàó÷íûé àâòîðèòåò íå òîæäåñòâ åíåí íàó÷íîìó
áþðîêðàòè÷åñêîìó ìåõàíèçìó. Íàó÷íûé àâòîðèòåò � òåõíè÷åñ êàÿ ñïîñîáíîñòü
è ñîöèàëüíàÿ âëàñòü ïîëíîìî÷íî è àâòîðèòåòíî ãîâîðèòü è äåé ñòâîâàòü îò èìå-
íè íàóêè. Åùå ðàç îïðåäåëèì: ïîëå íàóêè � ñèñòåìà îáúåêòèâíû õ îòíîøåíèé
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ìåæäó äîñòèãíóòûìè ïîçèöèÿìè ó÷åíûõ. Ñèñòåìà îòíîøåíèé â ï îëå � ýòî êîí-
êóðåíòíàÿ áîðüáà, ãäå ñòàâêà � ìîíîïîëèÿ íà íàó÷íûé àâòîðèò åò, íàó÷íóþ êîì-
ïåòåíòíîñòü.

1. Ïåðåìåííûå è èíäèêàòîðû

Äëÿ ïîääåðæàíèÿ èíñòèòóòà íàóêè íåîáõîäèìî, ÷òîáû íàó÷íûå ñîòðóäíèêè ñâî-
åé äåÿòåëüíîñòüþ âîñïðîèçâîäèëè óñòàíîâëåííûå ñòàíäàðòû è íîðìû, íîñÿùèå
îñíîâíûå è ôóíêöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ. Îñíîâíûìè çàäà÷àìè äë ÿ èíäèâèäîâ,
âêëþ÷àþùèõñÿ â ïîëå íàóêè, ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷åíèå è ïðèíÿòèå ä åéñòâóþùèõ â
í¼ì íîðì. Ïåðâîñòåïåííîé ôóíêöèåé íàó÷íîãî äåÿòåëÿ ÿâëÿåò ñÿ ãåíåðàëèçàöèÿ
íîâîãî çíàíèÿ. Âêëþ÷åííîñòü â áîðüáó çà íàó÷íûé àâòîðèòåò ó ÷åíîãî ìîæåò
âûðàæàòü ðåàëèçàöèþ ýòîé ôóíêöèè. ×åðåç ñëåäóþùèå âçàèìîñâÿçàííûå ïåðå-
ìåííûå è èíäèêàòîðû îïðåäåëÿåì ïîçèöèþ â ïîëå è äàëåå çàìåðÿ åì áîðüáó çà
íàó÷íûé àâòîðèòåò.

1.1. Ïåðåìåííàÿ u � íàó÷íûé êàïèòàë

Áëàãîäàðÿ òîìó ÷òî ó÷¼íûì äîñòóïíà ðàáîòà ñ íàñëåäèÿìè ïðîø ëîãî, à òàê-
æå âîçìîæíîñòè ïåðåäà÷è êóëüòóðíîãî êàïèòàëà, èäåé è ñìûñë à äàëüíåéøèõ
îïåðàöèé ñ íèì, îíè ìîãóò ñîâåðøàòü ñâîè ïðîðûâû, èçìåíÿþùè å õîä òå÷åíèÿ
âñåé íàóêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì îïðåäåëÿåì íàèáîëåå âàæíûå ïðîöåñ ñû: íàêîïëåíèå
çíàíèé è ïðèçíàíèå èíòåëëåêòóàëüíîãî òðóäà ó÷åíîãî.

Èíäèêàòîðû:
� íàëè÷èå ó÷åíîãî çâàíèÿ;
� íàëè÷èå äèïëîìîâ, íàãðàä;
� ÷òåíèå êíèã è æóðíàëîâ íà ðîäíîì ÿçûêå;
� ÷òåíèå êíèã è æóðíàëîâ íà èíîñòðàííîì ÿçûêå;
� ïåðåäà÷à çíàíèé îò ó÷åíîãî ê åãî ó÷åíèêàì;
� îöåíêà ðàáîòû ó÷åíîãî äðóãèìè ó÷åíûìè.
Â ïîñëåäíåì èíäèêàòîðå ó÷èòûâàåòñÿ äèñòàíöèðîâàííàÿ öåíí îñòü ðàáîòû, à

èìåííî êîëëåêòèâíîå ïðèçíàíèå åå îðèãèíàëüíîñòè è àêòóàëü íîñòè. Ïðè ãðàäè-
ðîâàíèè âûðàæåííîñòè ïðèçíàêà ¾÷òåíèå êíèã è æóðíàëîâ¿ íåî áõîäèìî óñòà-
íîâèòü íîðìó âðåìåíè èëè îáúåìà (êîëè÷åñòâà êíèã), îòâåäåí íîãî íà ïðî÷òåíèå
èçäàíèé, à äàëüøå îòíîñèòåëüíî åå � ÷àñòî/ðåäêîãî èëè ìíîãî /ìàëî. Ñëîæíîñòü
âîçíèêàåò ïðè èíòåðïðåòàöèè èçäàíèé (èõ èåðàðõèÿ), à òàêæå ïðè îïðåäåëå-
íèè, ÷òåíèå êàêèõ êíèã ïðèîðèòåòíåå (íà ðîäíîì ÿçûêå èëè èíî ñòðàííîì), ÷òî
àäåêâàòíåå òåêñòó-îðèãèíàëó: ñîáñòâåííûé ïåðåâîä èëè îôè öèàëüíî âûøåäøèé
ïåðåâîä.

1.2. Ïåðåìåííàÿ v � êîììóíèêàöèÿ

Ñîâðåìåííûé ó÷¼íûé òâîðèò â óñëîâèÿõ, êîòîðûå îáÿçûâàþò åã î áûòü àêòèâíî
âêëþ÷¼ííûì â ñèñòåìó íàó÷íûõ êîììóíèêàöèé, íåïîñðåäñòâåí íî ó÷àñòâîâàòü
â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ èññëåäîâàòåëüñêîé èíôîðìàöèè. Ïóá-
ëèêàöèÿ ïðèðàâíèâàåòñÿ ê ïðåòåíçèè íà ïðèñâîåíèå çâàíèÿ ïå ðâîîòêðûâàòåëÿ,
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â ñâÿçè ñ ýòèì, âîçðàñòàåò çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïóáëèêàöèè: ÷åì áûñòðåå, òåì
ëó÷øå.

Èíäèêàòîðû:
� âêëþ÷åííîñòü â ìèðîâîå íàó÷íîå ñîîáùåñòâî;
� âêëþ÷åííîñòü â ðîññèéñêóþ íàóêó;
� âêëþ÷åííîñòü â íàó÷íóþ øêîëó è/èëè ëîêàëèçîâàííûå ñîäðóæ åñòâà (íà

ìåñòå ðàáîòû);
� òðàíñëÿöèÿ ðàáîòû � ïóáëèêàöèè â Ðîññèè;
� òðàíñëÿöèÿ ðàáîòû � ïóáëèêàöèÿ çà ðóáåæîì.
Ïåðåìåííàÿ êîììóíèêàöèÿ ïîòðåáóåò òùàòåëüíîãî îïðåäåëåí èÿ ñòåïåíè

âêëþ÷åííîñòè íà óðîâíÿõ íàóêè è âûñòðàèâàíèÿ èåðàðõèè ïîäó ðîâíåé. Íåîá-
õîäèìû èññëåäîâàíèÿ íà ïðåäìåò çíà÷èìîñòè ïå÷àòíûõ èçäàíè é (ïðèâû÷íîãî
� ðåöåíçèðîâàííûå è íåðåöåíçèðîâàííûå, íà íàø âçãëÿä, íåäî ñòàòî÷íî), íàäî
íàéòè ñêðûòûå (õàðàêòåðíûå òîëüêî äëÿ äàííîãî ñîîáùåñòâà ó ÷åíûõ) îïðåäå-
ëåíèÿ èçäàòåëüñòâ.

1.3. Ïåðåìåííàÿ x � ñòðóêòóðà ïîëÿ (ïîçèöèÿ)

Ñòðóêòóðà íàó÷íîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ñèë åãî ó÷àñòíèêîâ, ïî-
çèöèÿìè, êîòîðûå îíè çàíèìàþò. Ó÷¼íûé, íå âêëþ÷¼ííûé ëèáî ñ ëàáî èíòåãðè-
ðîâàííûé â íàó÷íîå ïîëå, íå ìîæåò ñåáÿ àäåêâàòíî îöåíèòü èëè ðàññ÷èòûâàòü
íà øèðîêîå è çíà÷èìîå ïðèçíàíèå. Îïðåäåëåííàÿ ïîçèöèÿ ïîëÿ íàóêè ñîîá-
ùàåò ó÷åíîìó îãðàíè÷åííûé íàáîð çíàíèé îòíîñèòåëüíî åãî ñï îñîáíîñòåé è
âîçìîæíîñòåé (äîïóñòèìûõ òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ), à òàêæå äè êòóåò äîïóñòè-
ìóþ ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ. Îñíîâíàÿ çàäà÷à íà íà÷àëüíîì ýòàïå ñòîèò â
îïðåäåëåíèè êðóãà êîíêóðåíòîâ .

Èíäèêàòîðû:
Ó÷¼íûå ñòðåìÿòñÿ ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ ïîòðåáèòåëåé èõ

ïðîäóêöèè (îòêðûòèé) îäíèõ ëèøü ñâîèõ êîíêóðåíòîâ. Ýòî îçí à÷àåò, ÷òî â ïîëå
ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ àâòîíîìèè îòäåëüíûé ïðîèçâîäèòåëü ìîæå ò äîñòè÷ü ïðè-
çíàíèÿ öåííîñòè ñâîåé ïðîäóêöèè ëèøü ÷åðåç äðóãèõ ïðîèçâîä èòåëåé, êîòîðûå,
áóäó÷è îäíîâðåìåííî êîíêóðåíòàìè, ìåíåå âñåãî ðàñïîëîæåí û ïðèçíàâàòü çà-
ñëóãè êîëëåãè áåç äèñêóññèé è èñïûòàíèé. Äëÿ àíàëèçà íåîáõîäèìà èåðàðõèÿ
èçäàòåëüñòâ, òðàíñëèðóþùèõ ðàáîòû ó÷åíûõ íàó÷íîìó ñîîáùå ñòâó.

Îïðåäåëåíèå êðóãà êîíêóðåíòîâ âî âçàèìîñâÿçè èíòåãðàöèè è ðàñïîçíàâà-
íèÿ íàó÷íîãî ïîëÿ:

� ñëó÷àéíûå (ïñåâäîó÷åíûå, âðåìåííûå);
� îãðàíè÷åíèå êðóãà ïðîôåññèîíàëîâ, âûäåëåíèå àâòîðèòåòî â;
� êîíêóðåíòû � ñîó÷àñòíèêè.
ßâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ çàòðóäíèòåëüíûõ èíäèêàòîðîâ. Ñâÿç àíî ýòî, ìî-

æåò áûòü, âî-ïåðâûõ, ñ íåîáõîäèìîñòüþ ýêñïåðòíûõ îöåíîê (ï îä÷åðêíåì, ñóáú-
åêòèâíûõ îöåíîê), à âî-âòîðûõ, âûáîð èññëåäîâàòåëüñêîé ãð óïïû ó÷åíûì ìî-
æåò áûòü ñëó÷àéíûì èëè ñäåëàííûì ïî íåîáõîäèìîñòè; íåðàáîò à ñ îïðåäå-
ëåííûìè ó÷åíûìè ìîæåò áûòü âûçâàíà ìåæëè÷íîñòíûì íåïðèÿòè åì, èëè, íà-
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îáîðîò, íà îñíîâå âçàèìíûõ ñèìïàòèé ôîðìèðóåòñÿ ãðóïïà; âî áùåì, ýòî ñêî-
ðåå èíäèâèäóàëüíûé ïóòü, êîòîðûé âðÿä ëè ïîääàåòñÿ ñòðîãîì ó îïðåäåëåíèþ
ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé.

Ïîëàãàåì, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå çàòðóäíåíèÿ íîñÿò ðåã èîíàëüíûé
(ëîêàëèçîâàííûé) õàðàêòåð, äëÿ èõ ðàçðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ï ðîâåñòè ðÿä èí-
òåðâüþ èëè äèñêóññèîííûõ ôîêóñ-ãðóïï, êîòîðûå ïîìîãóò óçí àòü êîíòåêñò,
íåîáõîäèìûé äëÿ àäåêâàòíîãî ïîíèìàíèÿ. Ðàáîòà íàä òåìîé èñ ñëåäîâàíèÿ ïðî-
äîëæàåòñÿ êàê â íàïðàâëåíèè ïî ðàçðåøåíèþ ïðîáëåìíûõ ìîìåí òîâ ãðàäèðîâà-
íèÿ ïîêàçàòåëåé, òàê è â íàïðàâëåíèè, íåîáõîäèìîì äëÿ âñåñò îðîííåãî èçó÷åíèÿ
áîðüáû çà íàó÷íûé àâòîðèòåò � ïî çàìåðó ãàáèòóñà ó÷åíûõ è èõ ï ðàêòèê.

2. Âçãëÿä íà áîðüáó çà íàó÷íûé àâòîðèòåò ñ òî÷êè çðåíèÿ
òåîðèè êàòàñòðîô

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, íàñêîëüêî ïðåäëîæåííàÿ ôîðìàëèçàöè ÿ òåîðèè áîðüáû
çà íàó÷íûé àâòîðèòåò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ êà÷åñòâåí íîãî ïðåäñêàçà-
íèÿ õîäà äèíàìèêè ïîçèöèè (àâòîðèòåòà) ó÷åíîãî â ïîëå íàóêè , âîñïîëüçóåìñÿ
òåîðèåé êàòàñòðîô [4,5]. Äëÿ ýòîãî ïåðåìåííûì x; u; v, ââåäåííûì âûøå, äàäèì
äîïîëíèòåëüíûå ñóãóáî ìàòåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

Ïåðåìåííóþ x áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíîé, âíåøíåé, îïèñûâàþùåé ÷èñëî êîíêó-
ðåíòîâ ó÷åíîãî, êîëè÷åñòâî åãî íàó÷íûõ îïïîíåíòîâ, êðèòèê îâ. Ñîîòâåòñòâåííî,
� x èçìåðÿåò àâòîðèòåò ó÷åíîãî â ïîëå íàóêè; åãî ðîñòó ñîïóòñòâ óåò èñ÷åçíîâå-
íèå êîíêóðåíòîâ, íàó÷íûõ îïïîíåíòîâ è êðèòèêîâ.

Ïåðåìåííûå u, v � âíóòðåííèå, óïðàâëÿþùèå:
u � íàó÷íûé êàïèòàë ó÷åíîãî;
v � åãî êîììóíèêàöèè, ñòåïåíü âêëþ÷åííîñòè â íàó÷íîå ñîîáùåñ òâî.
Òåîðèÿ êàòàñòðîô ãîâîðèò, ÷òî äèíàìèêà ñîöèàëüíîé ñèñòåìû ñ îäíîé âíåø-

íåé ïåðåìåííîé è äâóìÿ âíóòðåííèìè â òèïè÷íîé ñèòóàöèè äîëæíà îïèñû-
âàòüñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âèäà:

dx
dt

= �
@

@x

�
x4

4
�

u
2

x2 � vx
�

: (1)

Èíà÷å ãîâîðÿ, ýâîëþöèÿ ïîçèöèè ó÷åíîãî â ïîëå íàóêè õàðàêòå ðèçóåòñÿ ñîöè-
àëüíûì ïîëåì V(x; u; v) = x4=4� ux2=2 � vx, äîïóñêàþùèì êàòàñòðîôó ñáîðêè
(ðèñ. 1).

Åñëè äâèãàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ u; v âäîëü êîí-
òóðà L â óêàçàííîì íà ðèñ. 1 íàïðàâëåíèè, òî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðè ì àëî
ìåíÿþùåìñÿ íàó÷íîì êàïèòàëå u (çíàíèÿ íèêóäà íå äåíåøü) è íà ôîíå ðî-
ñòà êîììóíèêàöèé âîçìîæåí ñêà÷êîîáðàçíûé ðîñò àâòîðèòåòà ó÷åíîãî çà ñ÷åò
ðåçêîãî óìåíüøåíèÿ ÷èñëà åãî êîíêóðåíòîâ (îïïîíåíòîâ, êðè òèêîâ). Ïðîãíîç
âïîëíå îæèäàåìûé è îòðàæàåò ñèòóàöèþ â íàóêå.

Íàïîðîòèâ, åñëè äâèãàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿþùèõ ïàðà ìåòðîâ u; v
âäîëü êîíòóðà L â îáðàòíîì óêàçàííîìó íà ðèñ. 1 íàïðàâëåíèè, òî ïðè ìàëîì
ðîñòå u è íà ôîíå îñëàáëåíèÿ êîììóíèêàöèé ó÷åíîãî âîçìîæåí ñêà÷êîî áðàç-
íûé ñïàä åãî ïîçèöèé â íàóêå, åãî íàó÷íîãî àâòîðèòåòà çà ñ÷åò ðåçêîãî ðîñòà
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Ðèñ. 1. Êàòàñòðîôà áîðüáû çà íàó÷íûé àâòîðèòåò

÷èñëà åãî êîíêóðåíòîâ (îïïîíåíòîâ, êðèòèêîâ). Îïÿòü-òàêè ñèòóàöèÿ âåñüìà
ðàñïðîñòðàíåííàÿ.

Óðàâíåíèå (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

dx
dt

= ( u � x2)x + v: (2)

Ýòî òàê íàçûâàåìîå ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Îíî ïîçâîëÿåò êîå-÷òî ñêàçàòü î
¾áîðüáå çà íàó÷íûé àâòîðèòåò¿. ×ëåí ux ãîâîðèò î âîçìîæíîñòè ðîñòà àâòîðè-
òåòà â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðãðåññèè, íî ÷ëåí (� x2) � ýòî ëèìèòèðóþùåå îãðàíè-
÷åíèå ñêîðîñòè ðîñòà àâòîðèòåòà ó÷åíîãî ñî ñòîðîíû îêðóæàþ ùåé åãî íàó÷íîé
ñðåäû è âîçíèêàþùåå çà ñ÷åò êîíêóðåíöèè ó÷åíûõ â ïîëå íàóêè. ×ëåí + v ãî-
âîðèò î çíà÷èìîñòè êîììóíèêàöèé.
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Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà ñîçäàíà ìóëüòè àãåíòíàÿ
ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ ìîäåëèðîâàòü ïîâåäåíèå ðàáîòíèêîâ íà ðûíêå òðó-
äà. Äàííàÿ ìîäåëü ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòü ïå ðåäâèæåíèå
àãåíòîâ � ëþäåé íà ¾âèðòóàëüíîì¿ ðûíêå òðóäà.

Â õîäå èñòîðè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ Ðîññèè â ñîâðåìåííîì îáùåñòâ å âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ïîâåä åíèÿ ëþäåé.

Îäíîé èç ñòàäèé ôîðìèðîâàíèÿ ðûíî÷íûõ îòíîøåíèé, íà÷àâøèõ ñÿ â êîí-
öå 80 � íà÷àëå 90 ãã., ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå ïîíÿòèÿ ðûíêà òðóäà . Ïî ìíåíèþ
È.Ñ. Ìàñëîâîé [1], ¾ðûíîê òðóäà¿ � îðãàíè÷åñêàÿ ñôåðà ðûíî÷ íîé ýêîíîìèêè,
âûïîëíÿþùàÿ ôóíêöèþ îïîñðåäîâàíèÿ ÷åðåç êóïëþ-ïðîäàæó ðà áî÷åé ñèëû ñî-
åäèíåíèÿ âåùåñòâåííûõ è ÷åëîâå÷åñêèõ ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñò âà, ïîääåðæèâàÿ
èõ ñáàëàíñèðîâàííîñòü â óñëîâèÿõ ìíîãîîáðàçèÿ ôîðì ñîáñòâ åííîñòè íà ñðåä-
ñòâà ïðîèçâîäñòâà è ïðåèìóùåñòâåííîãî ïðàâà ãðàæäàí íà ðàñ ïîðÿæåíèå ñâîåé
ðàáî÷åé ñèëîé è ñïîñîáíîñòÿìè¿.

Â ðàáîòå [1] áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ëþäè ñ ýêîíîìè ÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ èìåþò îïðåäåëåííûå ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ íà ðûíêå ò ðóäà, ÷òî ìîæíî
îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðàâèë. Îñíîâîïîëàãàþùå é òåîðèåé áûëî
ïðèíÿòî èññëåäîâàíèå ó÷åíûõ-ýêîíîìèñòîâ Î.Ñ. Åëêèíîé è Â. Ñ. Ïîëîâèíêî,
ïðîâåäåííîå â òå÷åíèå 1999�2005 ãã.

Êàæäûé èíäèâèä èìååò ñâîþ ñòðàòåãèþ ýêîíîìè÷åñêîãî ïîâåäå íèÿ íà ðûíêå
òðóäà, ñêëàäûâàþùóþñÿ èç çàòðà÷åííûõ â îïðåäåëåííîì êîëè÷ åñòâå òðóäîâûõ
ðåñóðñîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïðåäåëåííîãî äîõîäà, òî åñòü ðàçíî îáðàçèå ñòðàòåãèé
ýêîíîìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ëþäåé ñêëàäûâàåòñÿ èç òðåõ ôàêòî ðîâ:

1. Âåëè÷èíà òðóäîâûõ ðåñóðñîâ.

2. Âåëè÷èíà òðóäà.

3. Îáëàñòü òðóäà, â êîòîðîé ñîåäèíÿþòñÿ òðóä è äîõîä â íåîáõî äèìîé ïðî-
ïîðöèè [1].
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Îïèðàÿñü íà ýòè óòâåðæäåíèÿ, àâòîðû ïðåäëàãàþò ðàçäåëèòü âåñü ðûíîê
òðóäà (â äàííîì ñëó÷àå òîëüêî Îìñêîé îáëàñòè) íà äåâÿòü îáëà ñòåé, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó óðîâíþ çàòðà÷èâàåìîãî èíäèâ èäîì òðóäà è ïîëó-
÷àåìîãî èì äîõîäà. Â ïðîöåññå ðàáîòû ìû âûÿñíèëè, ÷òî íàèáîë üøàÿ òî÷íîñòü
îïèñàíèÿ ðûíêà òðóäà äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ðåøå íèÿ äèôôóçè-
îííîãî óðàâíåíèÿ:

S(D; T; t ) =
1X

k=1

1X

j =1

Ak;j e� a2 (k2+ j 2)t sinkD sinjT : (1)

Íî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò îïèñàòü ëèøü îáùåå ñîñò îÿíèå ñèñòå-
ìû. Ïîýòîìó öåëüþ äàííîé ðàáîòû ñòàëî ìóëüòèàãåíòíîå ìîäåë èðîâàíèå ýêîíî-
ìè÷åñêîé ñèòóàöèè íà ðûíêå òðóäà. Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåññ ìîäå ëèðîâàíèÿ òàêîé
ñèòóàöèè íåâîçìîæåí â ðåàëüíîé æèçíè, òàê êàê íàøå îáùåñòâî ãóìàííî è, êàê
èçâåñòíî, ýêñïåðèìåíòû íàä ðåàëüíûìè ëþäüìè çàïðåùåíû çàê îíîì. Êàê æå
äåéñòâîâàòü â òàêîé ñèòóàöèè? Íà ïîìîùü ó÷åíûì-ýêîíîìèñòà ì ïðèõîäèò íàó-
êà èíôîðìàòèêà, à èìåííî åå ïîäðàçäåë � êîìïüþòåðíîå ìîäåëè ðîâàíèå. Ñóòü
êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òî åñòü êîìïüþòåðíîãî ýêñïå ðèìåíòà, çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ ïîâåä åíèÿ ðàáîòíèêîâ
íà ðûíêå òðóäà, íî íå íàä ãðóïïîé ðåàëüíûõ ëþäåé. Îáúåêòîì èñ ñëåäîâàíèÿ
ñòàíîâèòñÿ ¾âèðòóàëüíîå¿ îáùåñòâî, ñîñòîÿùåå èç àãåíòîâ � êîìïüþòåðíûõ ìî-
äåëåé ðåàëüíûõ ëþäåé.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîìïüþòåðíîãî èññëåäîâàíèÿ áûë âûáðàí ÿçûê Objective-
C â ñðåäå ìóëüòèàãåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ SWARM, ðàçðàáîòàí íîé â Santa Fe
Institute [3].

Ñ ïîìîùüþ âûøåóêàçàííûõ èíñòðóìåíòîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåë èðîâàíèÿ
áûëà ïîñòðîåíà ýêîíîìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîâåäåíèÿ ðàáîòíèêîâ íà ðûíêå òðóäà â
ïåðèîä ñ 1999 ã. ïî 2005 ã.

Îêðóæàþùàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñðåäà � ¾âè ðòóàëüíîå¿
îáùåñòâî, â êîòîðîì æèâóò ¾ëþäè¿. Ñðåäà äèêòóåò îïðåäåëåíí ûå óñëîâèÿ äëÿ
ïðîæèâàíèÿ ¾ëþäÿì¿. Ïîâåäåíèå ¾ëþäåé¿ çàâèñèò îò ìåñòà èõ ð àñïîëîæåíèÿ â
ñðåäå. ¾×åëîâåê¿ èìååò âîçìîæíîñòü ñâîáîäíî ïåðåäâèãàòüñ ÿ è îðèåíòèðîâàòü-
ñÿ â îêðóæàþùåé ñðåäå.

Ïåðå÷èñëèì ïðàâèëà ïîâåäåíèÿ æèçíè àãåíòîâ â îêðóæàþùåé ñð åäå:

1. Àãåíòû ìîãóò ïåðåäâèãàòüñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

2. Àãåíòû äâèæóòñÿ â ñòîðîíó êîìôîðòíîãî äëÿ íèõ ìåñòà îáèòà íèÿ, òî åñòü
âûáèðàþò ñîîòíîøåíèå êîëè÷åñòâà òðóäîâûõ çàòðàò è óðîâíÿ ç àðàáîòíîé
ïëàòû, ïðèåìëåìîãå äëÿ íèõ.

3. Ïîëàãàåì, ÷òî íàøå îáùåñòâî ÿâëÿåòñÿ ãóìàííûì, ïîýòîìó à ãåíòû, æè-
âóùèå â îêðóæàþùåé ñðåäå, ñîáëþäàþò äèêòóåìîå ñðåäîé ìèíèì àëüíîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, èëè æèçíåííîå ïðîñòðàíñòâî èíäèâèä à, êîòî-
ðîå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî óðîâíþ êîìôîðòà â îáëàñòè, ãäå íàõîäÿòñÿ
àãåíòû.
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Äàëåå îïèøåì ïðàâèëà ïîâåäåíèÿ àãåíòîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ îáúåê òíî-
îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïå ðèìåíòà áûëî âû-
áðàíî ÷èñëî K � êîëè÷åñòâî àãåíòîâ.

Ñîñòîÿíèå i -òîãî àãåíòà ( i 2 (1:::K )) îïèñûâàåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè
Si ; D i ; Ti , ãäåSi ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé è îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Si = f (t; D i ; Ti ); (2)

ãäåt � âðåìÿ, à Si 2 (0; 100); D i 2 (0; �
2 ); Ti 2 (0; �

2 ).
Äâèæåíèå àãåíòà ïî ñëó÷àéíîìó çàêîíó òîæäåñòâåííî èçìåíåí èþ åãî ïàðà-

ìåòðîâ è íà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó:

D i = D i + �D; T i = Ti + �T: (3)

Êàê ñëåäñòâèå, èçìåíÿåòñÿ è òðåòèé ïàðàìåòð, òî åñòü

Si = f (t + �t; D + �D; T + �T ): (4)

Äâèæåíèå àãåíòà ïî çàêîíó ïîèñêà êîìôîðòíîãî ìåñòîïîëîæåí èÿ ýêâèâà-
ëåíòíî ïðèðàùåíèþ óðîâíÿ ñòðàòåãèè èíäèâèäà, òî åñòü

Si = Si + �Smax (t; D i ; Ti ); (5)

ãäå�Smax (t; D i ; Ti ) � ìàêñèìàëüíîå ïðèðàùåíèå ñòðàòåãèè, êîòîðîå ìîæåò ïî-
ëó÷èòü àãåíò, ïåðåìåñòèâøèñü â îêðåñòíîñòè òî÷êè(D i ; Ti ) â ìîìåíò âðåìåíè t.
Ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíÿþòñÿ è ïàðàìåòðû D i ; Ti èíäèâèäà.

Çàêëþ÷èòåëüíîå ïðàâèëî äâèæåíèÿ àãåíòà ÿâëÿåòñÿ çàïðåùàþ ùèì: åñëè ñó-
ùåñòâóåò äâà àãåíòà, ïåðâûé èç êîòîðûõ ïëàíèðóåò ïðèîáðåòå íèå îïðåäåëåí-
íûõ ïàðàìåòðîâ (S1; D1; T1), à âòîðîé óæå îáëàäàåò ïàðàìåòðàìè (S2; T2; D2),
òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå (jD1 � D2j > P (S1))

T
(jT1 � T2j > P (S1)) ,

ãäå P(S) � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå àãåíò ìîæåò ïðèáëèçèò üñÿ ê
äðóãîìó àãåíòó, ïðîïîðöèîíàëüíîå óðîâíþ êîìôîðòà.

Íåâûïîëíåíèå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé äëÿ ïîïû òêè âûáîðà
ïåðâûì àãåíòîì äðóãîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ. È îí íà÷èíàåò äâèæåíèå ñíîâà
ïî âûøåóêàçàííîìó àëãîðèòìó.

Ðèñóíêè 1 è 2 äåìîíñòðèðóþò íàì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ìîäåëè ðîâàíèÿ.
Ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëà ñîçäàíà ìóëüòè àãåíòíàÿ

ìîäåëü, ïîçâîëÿþùàÿ ìîäåëèðîâàòü ïîâåäåíèå ðàáîòíèêîâ íà ðûíêå òðóäà.
Äàííàÿ ìîäåëü ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòü ïåðåä âèæåíèå àãåíòîâ �
ëþäåé íà ¾âèðòóàëüíîì¿ ðûíêå òðóäà, à òàêæå âûÿâèòü ôàêòîðû , îêàçûâàþùèå
çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ôîðìèðîâàíèå ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ðàá îòíèêîâ íà ðûí-
êå òðóäà. Âûÿâëåííûå ôàêòîðû ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü âîçìî æíûå ñèòóàöèè,
êîòîðûå ìîãóò ñëîæèòüñÿ íà ýêîíîìè÷åñêîì ðûíêå òðóäà, ÷òî î áëåã÷àåò òðóä
ýêîíîìèñòîâ ïðè ðàçðàáîòêå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ ðûíêîì òð óäà, òàê êàê ñòà-
íîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðîâåäåíèå ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ, íî íå ñ æ èâûìè ëþäüìè,
à èõ ¾âèðòóàëüíûìè¿ ïðîòîòèïàìè.
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Ðèñ. 1. Êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàáîòíèêîâ íà ýê îíîìè÷åñêîì ðûíêå òðóäà
1999 ã.

Ðèñ. 2. Êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàáîòíèêîâ íà ýê îíîìè÷åñêîì ðûíêå òðóäà
2005 ã.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷åíûå-ýêîíîìèñòû ìîãóò íå òîëüêî ñîçäàâà òü òåîðèè
óïðàâëåíèÿ ðûíêîì òðóäà, íî âíåäðÿòü èõ â ¾âèðòóàëüíîå¿ îáù åñòâî è èçó-
÷àòü ðåçóëüòàòû. Òàêèì îáðàçîì, ìóëüòèàãåíòíîå ìîäåëèðîâ àíèå ïðåäîñòàâëÿåò
íîâûå âîçìîæíîñòè íå òîëüêî äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ, âëèÿþù èõ íà ôîðìè-
ðîâàíèå ýêîíîìè÷åñêîãî ðûíêà òðóäà, íî è äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ ýêîíîìè÷åñêèõ
òåîðèé óïðàâëåíèÿ äàííûì ðûíêîì.
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ØÈÔÐÎÂÀÍÈÅ ÑÎÎÁÙÅÍÈÉ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ñ.Â. Áåëèì, Ñ.Þ. Áåëèì

Ïðåäëîæåíà ñõåìà øèôðîâàíèÿ, îñíîâàííàÿ íà êîäèðîâàíèè ñ è ñïîëüçî-
âàíèåì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ. Ïðîâåäå íî èññëåäî-
âàíèå ïîëó÷åííîãî øèôðà äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ îïåðàòîðîâ.

1. Ñõåìà øèôðîâàíèÿ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæ åíèå èñïîëüçóåìî-
ãî àëôàâèòà A íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Kod : A ! 1; :::; N , ãäåN �
ìîùíîñòü èñïîëüçóåìîãî àëôàâèòà jAj = N . Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð K
íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé îäíîé
ïåðåìåííîé, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i1) îïåðàòîð K îáëàäàåò äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
(i2) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåâûðîæäåíû, òî åñòü êàæäîé ñ îáñòâåííîé

ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò ñâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
Ââåäåì íà ìíîæåñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé ñêàëÿðíîå ïðî èçâåäåíèå

h	 ; � i =

+ 1Z

�1

	� dx;

òîãäà òðåòüå óñëîâèå íà îïåðàòîð èìååò âèä:
(i3) îïåðàòîð K ýðìèòîâ, è, êàê ñëåäñòâèå, ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

îðòîíîðìèðîâàííî
h	 n ; 	 m i = � nm ;

ãäå� nm � ñèìâîë Êðîíåêåðà:

� nm =
�

1; n = m;
0; n 6= m:

Ðàññìàòðèâàÿ îïåðàòîð K â êà÷åñòâå êëþ÷à, ââåäåì ñëåäóþùóþ ñõåìó ñèììåò-
ðè÷íîãî øèôðîâàíèÿ:

1. Âû÷èñëèì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà K 	 n = kn 	 n .

Copyright c
 2008Ñ.Â. Áåëèì, Ñ.Þ. Áåëèì.
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.
E-mail: belim@univer.omsk.su
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2. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ñèìâîëó t i , âõîäÿùåìó â îòêðûòûé òåêñò T, ñîá-
ñòâåííóþ ôóíêöèþ 	 s, ãäå s = Kod(t i ). Åñëè ñèìâîë t i ïîâòîðÿåòñÿ, òî åãî
m-îìó âõîæäåíèþ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íîìåð îì

k = Kod(t) + ( m � 1)N:

3. Ïîñòðîèì ¾ôóíêöèþ ñîîáùåíèÿ¿

	 =
X

t i 2 T

ck 	 k jk= Kod (ti ) :

Çäåñüci = i=
ntP

i =1
i2, nt � êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ â ñîîáùåíèè.

4. Ïî êàíàëó ñâÿçè ïåðåäàåòñÿ ¾ôóíêöèÿ ñîîáùåíèÿ¿ 	 . Òàêèì îáðàçîì, âñå
ñèìâîëû ïåðåäàþòñÿ îäíîâðåìåííî.

Àëãîðèòì ðàñøèôðîâàíèÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîå âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé 	 s.
2. Äëÿ êàæäîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïð îèçâåäåíèÿ

h	 ; 	 si =
�

cs; t i 2 T;
0; t i 62T:

.
3. Âîññòàíîâëåíèå ñèìâîëîâ ñîîáùåíèÿ t i = Kod� 1(s).
4. Óïîðÿäî÷èâàíèå ñèìâîëîâ ïî âîçðàñòàíèþ cs.

2. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå øèôðà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè øèôðà, âîçüìåì êëþ÷å-
âîé îïåðàòîð â âèäå:

K = �
d2

dx2
+ U(x):

Ôóíêöèþ U(x) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U(x) =
�

0; 0 < x < a;
1 ; x � 0; x � a:

Îáùóþ ñòðóêòóðó îïåðàòîðà áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíîé, â êà÷åñòâå êëþ÷à øèô-
ðîâàíèÿ áóäåò âûñòóïàòü ïàðàìåòð a.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà K ìîãóò áûòü ëåãêî íàéäåíû ïóòåì ðåøå-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà òðåõ îòðåçêàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ïîñëå-
äóþùåé ñøèâêè ðåøåíèé:

	 n (x) =

r
2
a

sin
� �n

a
x
�

:

Îòîáðàæåíèå Kod çàäàäèì òàáëèöåé
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à á â ã ä å æ ç è ê
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
ë ì í î ï ð ñ ò ó ô õ
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
ö ÷ ø ù ü,ú û ý þ ÿ
23 24 25 26 27 28 29 30 31

Ñîîòâåòñòâåííî jAj = 31. Çàøèôðóåì ñîîáùåíèå M = ¾ìàìà ìûëà ðàìó¿, êëþ-
÷îì øèôðîâàíèÿ a = 1. Ôóíêöèÿ ñîîáùåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä:

	( M ) = 0 :1	 13 + 0:2	 2 + 0:3	 44 + 0:4	 33 + 0:5	 1 + 0:6	 75 + 0:7	 28 (1)

+0:8	 12 + 0:9	 63 + 1:0	 32 + 1:1	 17 + 1:2	 95 + 1:3	 106 + 1:4	 20:

Äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè øèôðà ê âçëîìó ïðÿìûì ïåðåáîðîì ð àññìîòðèì
ïðîöåññ ðàñøèôðîâàíèÿ ñ êëþ÷îì a = 1:01. Îòáèðàÿ öåëûå çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ c òî÷íîñòüþ äî 0.1, ïîëó÷èì ôðàçó ¾áÿþììíàì ôýñà íûàëðá-
íó¿. Êàê ëåãêî âèäåòü, èçìåíèëèñü íå òîëüêî ñàìè ñèìâîëû, íî è êîëè÷åñòâî
ñèìâîëîâ.

3. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð â ïîëíîé ìåðå äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíî ñòè ïðåäñòàâ-
ëåííîãî àëãîðèòìà øèôðîâàíèÿ. Îäíàêî ïðåäëîæåííûé êëþ÷åâ îé îïåðàòîð K
íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñòîéêèì. Íàïðèìåð, ðàñøèôðîâàíèå ñ êëþ÷îì a = 1:001
ïîçâîëÿåò ïðî÷åñòü çàøèôðîâàííîå ñîîáùåíèå. Ïîýòîìó íåîá õîäèìû äàëüíåé-
øèå èññëåäîâàíèÿ â íàïðàâëåíèè äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ¾õîðîøèõ¿
êëþ÷åâûõ îïåðàòîðîâ è ïîèñê èõ âèäà.
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ÎÁÚÅÊÒÍÎ-ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÀß ÌÎÄÅËÜ
ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ñ.Â. Áåëèì, Ñ.Þ. Áåëèì

Ðàññìîòðåíà îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííàÿ ìîäåëü ôóíêöèîíèð îâàíèÿ êîì-
ïüþòåðíîé ñèñòåìû. Äëÿ ïîñòðîåííîé ìîäåëè îïðåäåëåíà äèñê ðåöèîííàÿ
ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè.

Ââåäåíèå

Òðàäèöèîííî îïèñàíèå ñèñòåìû áåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðíûõ ñ èñòåì ñòðîèòñÿ
íà îñíîâå ñóáúåêòíî - îáúåêòíîãî ïîäõîäà. Â ðàìêàõ äàííîãî ï îäõîäà êîìïüþ-
òåðíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëåíà â âèäå êîìïîçèöèè ïàññèâíûõ ñó ùíîñòåé, íàçû-
âàåìûõ îáúåêòàìè, è àêòèâíûõ ñóùíîñòåé, íàçûâàåìûõ ñóáúåê òàìè. Àíàëèç
áåçîïàñíîñòè ïðîâîäèòñÿ èñõîäÿ èç ðàññìîòðåíèÿ äîñòóïîâ ñ óáúåêòîâ ê îáúåê-
òàì íà îñíîâå ïîñòóëàòà, ñôîðìóëèðîâàííîãî â ¾Îðàíæåâîé êí èãå¿ [1]. Ïðè
ýòîì äîêàçàòåëüñòâî áåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû îñ íîâûâàåòñÿ íà ñî-
îòâåòñòâèè äîñòóïîâ íåêîòîðîìó íàáîðó îãðàíè÷åíèé, íàçûâ àåìîìó ïîëèòèêîé
áåçîïàñíîñòè. Ñëåäóåò îãîâîðèòüñÿ, ÷òî òåðìèí ¾ïîëèòèêà á åçîïàñíîñòè¿ â îá-
ùåì ñëó÷àå íîñèò áîëåå øèðîêèé õàðàêòåð è êðîìå ïðîãðàììíûõ îãðàíè÷åíèé
íà äîñòóï âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìåðû òåõíè÷åñêîãî è îðãàíèçàöèîíí îãî õàðàêòåðà ïî
çàùèòå èíôîðìàöèè. Îäíàêî ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû ðàñ-
ñìîòðåíèå ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè ìîæíî ñâåñòè ê íàáîðó óñëî âèé íà äîñòóï
áåç îáñóæäåíèÿ ñïîñîáà èõ äîñòèæåíèÿ. Â äàëüíåéøåì íà îñíîâ å ðàññìîòðå-
íèÿ äîñòóïîâ â ñèñòåìå ñòðîÿòñÿ ìîäåëè ïîëèòèê áåçîïàñíîñò è, ïîçâîëÿþùèå
ïðîâîäèòü àíàëèç âîçìîæíûõ êàíàëîâ óòå÷êè èíôîðìàöèè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ, â ñâÿçè ñ øèðîêèì ðàñïðîñòðàíåíèåì îáúåê òíî-
îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäà â ïîñòðîåíèè ïðîãðàììíîãî îáåñï å÷åíèÿ êîìïüþ-
òåðíûõ ñèñòåì, âîçíèêàþò òðóäíîñòè â ðàçäåëåíèè ÷àñòåé êîì ïüþòåðíîé ñè-
ñòåìû íà àêòèâíûå è ïàññèâíûå. Ñêëàäûâàåòñÿ äâîéñòâåííàÿ ñ èòóàöèÿ, êîãäà
îäèí è òîò æå íàáîð äàííûõ â îäíîì ñëó÷àå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êà ê îáúåêò (ïàñ-
ñèâíûé), â äðóãîì ñëó÷àå êàê ñóáúåêò (àêòèâíûé). Â êà÷åñòâåïðèìåðà ìîæ-
íî ïðèâåñòè îáúåêò ¾ïðîöåññ¿ â îïåðàöèîííîé ñèñòåìå Window s. Áîëåå òîãî,
âñå îáúåêòû ñîâðåìåííûõ îïåðàöèîííûõ ñèñòåì ïîñòðîåíû íà î ñíîâå îáúåêòíî-
îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäà è, êðîìå ïîëåé äàííûõ, ñîäåðæàò ì åòîäû èõ îáðà-
áîòêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ áîëåå àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ êîìïüþ òåðíûõ ñèñòåì,
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íåîáõîäèìî ïðèìåíåíèå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîä à è ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëåé ïîëèòèê áåçîïàñíîñòè.

1. Îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííàÿ ìîäåëü êîìïüþòåðíîé ñè-
ñòåìû

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîìïüþòåðíóþ ñèñòåìó â âèäå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ Î ,
èìåþùèõ îòêðûòûå ïîëÿ è ñêðûòûå ïîëÿ, à òàêæå ìåòîäû îáðàáîò êè ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëåì áóäåì íàçûâàòü íåêîòîðóþ îáëàñòü ïàìÿòè ôèêñè-
ðîâàííîé äëèíû, êîòîðàÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïðîèçâîëüíûå äàíí ûå è èçìåíÿòüñÿ
â ïðîöåññå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìåòîäîì áóäåì íàçûâàòü íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, èñïîëü-
çóþùåå â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ïîëÿ è íå èçìåíÿþùååñÿ â ïðîöåñ ñå ôóíêöèîíè-
ðîâàíèÿ êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû.

Ìåòîä ìîæåò íàõîäèòüñÿ â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ � àêòèâíîì è íåàêòè âíîì. Â íà-
÷àëå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ìåòîä û êðîìå îäíîãî,
îáû÷íî íàçûâàåìîãî èíèöèàëèçèðóþùèì ñèñòåìó, íàõîäÿòñÿ â íåàêòèâíîì ñî-
ñòîÿíèè. Ïåðåõîä â àêòèâíîå ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäèò ÷åðåç ïðî öåññ àêòèâèçàöèè.

Îïðåäåëåíèå 3. Àêòèâèçàöèåé ìåòîäà áóäåì íàçûâàòü âûäåëåíèå åìó íåîá-
õîäèìûõ ðåñóðñîâ è îïðåäåëåíèå óñëîâèÿ ïåðåäà÷è åìó óïðàâë åíèÿ öåíòðàëü-
íûì ïðîöåññîðíûì óñòðîéñòâîì.

Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ îáúåêòíî-
ñóáúåêòíûì ïîäõîäîì, åñëè óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ï îíÿòèÿìè ïîëå
� îáúåêò, ìåòîä � ñóáúåêò. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáúåêòíî-îðèåíòè ðîâàííîé ìîäåëè
íåîáõîäèìî îäíîçíà÷íî ñâÿçàòü ïîëÿ è ìåòîäû.

Îïðåäåëåíèå 4. Êëàññîì îáúåêòîâ áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíûé ñïèñîê
ïîëåé è ìåòîäîâ, êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðèñâîåíî îäíî çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà
f private; publicg. Ïîëÿ è ìåòîäû, êîòîðûì ïðèñâîåíî çíà÷åíèå private, íàçûâà-
þòñÿ ñêðûòûìè. Ïîëÿ è ìåòîäû, êîòîðûì ïðèñâîåíî çíà÷åíèå public, íàçûâà-
þòñÿ îòêðûòûìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñîâîêóïíîñòü ïîëåé è ìåòîäîâ, ïîñòðîåííûõ ïî ñïèñêó,
çàäàâàåìîìó êëàññîì, íàçûâàåòñÿ îáúåêòîì êëàññà. Îáúåêò ê ëàññà, äëÿ êîòî-
ðîãî íåñóùåñòâåííà â äàííîé çàäà÷å ïðèíàäëåæíîñòü ê êîíêðå òíîìó êëàññó,
áóäåì íàçûâàòü îáúåêòîì.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ìíîæåñòâî âñåõ îáúåêòîâ áóäåì îáî çíà÷àòü
÷åðåçO. Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà Oi 2 O îïðåäåëèì ìíîæåñòâà çàêðûòûõ ïîëåé
Oi :P, ìíîæåñòâî îòêðûòûõ ïîëåé Oi :F è ìíîæåñòâî ìåòîäîâ Oi :S.

Îïðåäåëåíèå 6. Äîñòóïîì ìåòîäà s ê ïîëþ f áóäåì íàçûâàòü àêòèâèçàöèþ
ìåòîäà s òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìåòîä s ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì ñîîòâåòñòâóþùåãî
îòîáðàæåíèÿ.

Äîñòóï ê ñêðûòûì ïîëÿì îáúåêòà èìåþò òîëüêî ìåòîäû ýòîãî îáú åêòà. Êðî-
ìå òîãî, ìåòîäû ìîãóò îáðàùàòüñÿ ê îòêðûòûì ïîëÿì äðóãèõ îáú åêòîâ.

Îïðåäåëåíèå 7. Âîçìîæíîñòü äîñòóïà ê ñêðûòûì ïîëÿì îáúåêòà òîëüêî
ìåòîäàìè ýòîãî æå îáúåêòà áóäåì íàçûâàòü èíêàïñóëÿöèåé.
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Êàê è â ëþáîé äðóãîé ìîäåëè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáúåêòî-îðèåíòè ðîâàííîé ìî-
äåëè áóäåì èñïîëüçîâàòü ðÿä ïðåäïîëîæåíèé, êîòîðûå íå ìîãó ò áûòü äîêàçàíû
â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, à îáåñïå÷èâàþòñÿ áîëåå íè çêîóðîâíåâûìè
ñåðâèñàìè íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ è ïîääåðæêè ôóíêöèîíèðîâàíè ÿ ìîäåëè.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Èíêàïñóëÿöèÿ ðåàëèçîâàíà êîððåêòíî, òî åñòü äîñòóï
ê ïîëÿì îáúåêòà âîçìîæåí òîëüêî ÷åðåç âûçîâ ìåòîäîâ ýòîãî æå îáúåêòà.

Ïðåäïîëîæåíèå 2. Àêòèâèçàöèÿ ìåòîäà îáúåêòà ìîæåò áûòü îñóùåñòâëå-
íà òîëüêî â ïðîöåññå äîñòóïà ê ýòîìó ìåòîäó àêòèâíîãî ìåòîäà ýòîãî æå ëèáî
äðóãîãî îáúåêòà.

Îïðåäåëåíèå 8. Àêòèâàöèþ ìåòîäà îáúåêòà ìåòîäîì ýòîãî æå îáúåêòà áó-
äåì íàçûâàòü àâòîàêòèâàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 9. Äâà îáúåêòà áóäåì ñ÷èòàòü òîæäåñòâåííûìè, åñëè çíà÷å-
íèÿ èõ ïîëåé è ìåòîäîâ ñîâïàäàþò, êàê ñëîâà, çàïèñàííûå â îäí îì àëôàâèòå.

Îïðåäåëåíèå 10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáúåêò O1 îñóùåñòâëÿåò äîñòóï ê
îáúåêòó O2 (O1 7! O2), åñëè ñóùåñòâóåò àêòèâíûé ìåòîä O1:si , êîòîðûé îñó-
ùåñòâëÿåò äîñòóï ê îäíîìó èç îòêðûòûõ ïîëåé O2:f j (ïðÿìîé äîñòóï ê ïîëÿì
îáúåêòà), ëèáî àêòèâèçèðóåò îäèí èç ìåòîäîâ îáúåêòà O2:sk (êîñâåííûé äîñòóï
ê ïîëÿì îáúåêòà).

Îïðåäåëåíèå 11. Îáúåêò O1 íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì îòíîñèòåëüíî îáúåêòà
O2, åñëèO1 îñóùåñòâëÿåò òîëüêî êîñâåííûé äîñòóï ê ïîëÿì îáúåêòà O1.

Îïðåäåëåíèå 12. Îáúåêòû áóäåì ñ÷èòàòü âçàèìíî êîððåêòíûìè, åñëè îíè
îñóùåñòâëÿþò òîëüêî êîñâåííûé äîñòóï ê ïîëÿì äðóã äðóãà.

Îïðåäåëåíèå 13. Ìåæäó îáúåêòàìè O1 è O2 ñóùåñòâóåò ïîòîê èíôîðìàöèè
(O1 $ O2), åñëèO1 7! O2 èëè O2 7! O1.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè â êîìïüþòåðíîé ñèñòåìå âñå îáúåêòû âçàèìíî êîð-
ðåêòíû, òî íåâîçìîæíû íåñàíêöèîíèðîâàííûå ïîòîêè èíôîðìà öèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç Îïðåäåëåíèÿ 13 è
Ïðåäïîëîæåíèÿ 1. �

Îïðåäåëåíèå 14. Ïîä ñîñòîÿíèåì îáúåêòà áóäåì ïîíèìàòü ñîäåðæèìîå åãî
ïîëåé è ñïèñîê àêòèâíûõ ìåòîäîâ.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïîä ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû áóäåì ïîíèìàòü ñîñòîÿíèå âñåõ
âõîäÿùèõ â íåå îáúåêòîâ.

2. Äèñêðåöèîííàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè

Ïîñòðîèì äèñêðåöèîííóþ ïîëèòèêó áåçîïàñíîñòè äëÿ îáúåêòí î îðèåíòèðîâàí-
íîé ìîäåëè êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû ïî àíàëîãèè ñ ñóáúåêòíî - îá úåêòíîé ìî-
äåëüþ. Â ñóáúåêòíî - îáúåêòíîé ìîäåëè ïðîèçâîëüíîå ðàçãðàí è÷åíèå äîñòóïà
ñòðîèòñÿ íà îñíîâå îòîáðàæåíèÿ:

M : S � O ! 2R ;

ãäå S � ìíîæåñòâî ñóáúåêòîâ ñèñòåìû, O � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ñèñòåìû, R
� ìíîæåñòâî âèäîâ äîñòóïà. Äàííîå îòîáðàæåíèå ïðèíÿòî çàïè ñûâàòü â âèäå
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òàáëèöû, ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ñóáúåêòàì ñèñòåìû, à ñòîëáöû îáúåê-
òàì ñèñòåìû. Òàáëèöó îáû÷íî íàçûâàþò ¾ìàòðèöåé äîñòóïîâ¿, è îíà ÿâëÿåòñÿ
îáùåé äëÿ âñåé ñèñòåìû.

Â ðàìêàõ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè ó îáúåêòîâ ñóùåñ òâóåò äâà âèäà
ïîëåé � private è public. Ê ñêðûòûì ïîëÿì ( private) äîñòóï îñóùåñòâëÿåòñÿ ìå-
òîäàìè ñàìîãî îáúåêòà, ïîýòîìó ðàçðåøåíèÿ íà äîñòóï ê òàêèì ïîëÿì ñâîäÿòñÿ
ê ðàçðåøåíèÿì àêòèâèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ îáúåêò à. Äëÿ îòêðûòûõ
ïîëåé ( public) áóäåì ñ÷èòàòü âåðíûì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå 3. Îòêðûòûå ïîëÿ âñåõ îáúåêòîâ èìåþò îäíî è òî æå
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ òèïîâ äîñòóïà.

Ìíîæåñòâî äîñòóïîâ ê îòêðûòûì ïîëÿì îáîçíà÷èì ÷åðåç A .
Â ñèëó òîãî ÷òî íàáîð ìåòîäîâ ðàáîòû ñî ñêðûòûìè ïîëÿìè ó êàæä îãî îáú-

åêòà ñâîé, îïðåäåëåíèå îáùåé ìàòðèöû äîñòóïîâ äëÿ âñåé êîìï üþòåðíîé ñèñòå-
ìû ëèøåíî ñìûñëà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû äèñêðåöèîííîãî ðà çäåëåíèÿ äî-
ñòóïà ìîäèôèöèðóåì âñå îáúåêòû ñèñòåìû, ââåäÿ äëÿ êàæäîãî î áúåêòàOi 2 O
äîïîëíèòåëüíîå private ïîëå M , ñîäåðæàùåå ëîêàëüíóþ ìàòðèöó äîñòóïîâ, è
ìåòîäû ðàáîòû ñ ìàòðèöåé äîñòóïîâ.

Oi :M : O � (Oi :F [ Oi :S) ! 2A [ f 0; 1g:

Ïðè÷åì
Oi :M [Oj ; Oi :f ] 2 2A (Oi ; Oj 2 O); if O i :f 2 Oi :F;

òî åñòü äëÿ îòêðûòûõ ïîëåé â ÿâíîì âèäå çàäàåòñÿ ìíîæåñòâî ðà çðåøåííûõ
äîñòóïîâ, è

Oi :M [Oj ; Oi :s] 2 f 0; 1g(Oi ; Oj 2 O); if O i :s 2 Oi :S;

òî åñòü äëÿ ìåòîäîâ îïðåäåëÿåì ðàçðåøåíèå (1) èëè çàïðåò (0) âûçîâà.
Â ðàìêàõ ïîñòðîåííîãî îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ñè-

ñòåìû áåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðíûõ ñèñòåì âîçìîæíî îïðåäåëå íèå ýëåìåíòàð-
íûõ îïåðàòîðîâ, ïðåîáðàçóþùèõ ìàòðèöó äîñòóïîâ ïî àíàëîãè è ñ [2].
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Â ñòàòüå îáñóæäàåòñÿ êðèïòîãðàôè÷åñêèé ïîäõîä ê èçëîæåíèþ îñíîâíûõ
ìîäåëåé òåîðèè àâòîìàòîâ. Ïðåäñòàâëåíû øèôðû çàìåíû, äîïó ñêàþùèå
ðåàëèçàöèþ â âèäå êîìáèíàöèîííûõ è ïîñëåäîâàòåëüíûõ àâòîì àòîâ.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ àâòîìàòîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïà-
ðàò, ïðåäíàçíà÷åííûé, â ïåðâóþ î÷åðåäü, äëÿ ñèíòåçà (ïîñòð îåíèÿ ëîãè÷åñêèõ
ñõåì) äèñêðåòíûõ óñòðîéñòâ. Âìåñòå ñ òåì àâòîìàòíûå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ
è â äðóãèõ îáëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè â ìèêðîïðîãðàììèðîâàíèè, ï ðè ïîñòðîåíèè
òðàíñëÿòîðîâ è ò.ä.

Ãîñóäàðñòâåííûé îáðàçîâàòåëüíûé ñòàíäàðò âûñøåãî ïðîôåñ ñèîíàëüíîãî
îáðàçîâàíèÿ äëÿ ñïåöèàëüíîñòè 075200 � ¾Êîìïüþòåðíàÿ áåçî ïàñíîñòü¿ âêëþ-
÷àåò â äèñöèïëèíó ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà¿ ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé òåîðèè àâ-
òîìàòîâ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî òåîðåòèêî-àâòîìàòíûå ìî äåëè íàõîäÿò ïðè-
ìåíåíèå è â ñôåðå îáåñïå÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè . Â ÷àñòíîñòè, àá-
ñòðàêòíàÿ ìîäåëü øèôðàòîðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â òåðìè íàõ àâòîìàòîâ
ñ ïàìÿòüþ [2, 3], ïîíÿòèå äåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâò îìàòà èñïîëüçóåò-
ñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé áåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðíûõ ñèñòå ì [5]. Èñõîäÿ èç
âûøåñêàçàííîãî, ïðåïîäàâàíèå òåîðèè àâòîìàòîâ ïðè ïîäãîò îâêå ñïåöèàëèñòîâ
â îáëàñòè èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè äîëæíî âêëþ÷àòü â ñå áÿ íå òîëüêî
¾èíæåíåðíóþ¿ ñîñòàâëÿþùóþ, íî è ¾ïðèâÿçêó¿ ê êëàññè÷åñêèì ìîäåëÿì êðèï-
òîãðàôèè. Äàííàÿ ñòàòüÿ äåìîíñòðèðóåò ïðèìåð òàêîé èíòåãð àöèè.

Åùå îäíà ïðè÷èíà ïðèâëå÷åíèÿ àïïàðàòà òåîðèè àâòîìàòîâ ê ïî ñòðîåíèþ
øèôðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ êðèï òîñèñòåì áà-
çèðóåòñÿ íà òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ ìîäåëÿõ. Ïðåäñòàâëÿåò èíò åðåñ èññëåäîâàíèå
äðóãèõ ïîäõîäîâ ê ðàçðàáîòêå è àíàëèçó àëãîðèòìîâ øèôðîâàí èÿ.

1. Äèñêðåòíûå àâòîìàòû

Äèñêðåòíûé àâòîìàò � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèñêðåòíîãî óñòðîéñòâà,
ïðåäñòàâëåííàÿ â òåðìèíàõ âõîäíûõ, âûõîäíûõ è âíóòðåííèõ ä èñêðåòíûõ ïå-
ðåìåííûõ. Äèñêðåòíûå àâòîìàòû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà äâà êëàññ à: àâòîìàòû áåç
ïàìÿòè (êîìáèíàöèîííûå) è àâòîìàòû ñ ïàìÿòüþ (ïîñëåäîâàòå ëüíûå).
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 2008Í.Ô. Áîãà÷åíêî.
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.
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Åñëè âõîäíûå ñèãíàëû îáîçíà÷èòü x1; : : : ; xn , à âûõîäíûå � y1; : : : ; ym , òî
ôóíêöèîíàëüíàÿ ìîäåëü êîìáèíàöèîííîãî àâòîìàòà ïðåäñòàâ ëÿåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì âèäå: 8

><

>:

y1 = y1(x1; : : : ; xn );
...
ym = ym (x1; : : : ; xn ):

(1)

Â îòëè÷èå îò êîìáèíàöèîííîãî, ïîñëåäîâàòåëüíûé àâòîìàò íà äåëåí ìíîæå-
ñòâîì âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé. Ïóñòü òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïîñëå äîâàòåëüíîãî àâòî-
ìàòà îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ � 1; : : : ; � k , òîãäà åãî ôóíêöèîíàëü-
íàÿ ìîäåëü èìååò âèä:

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

y1 = y1(x1; : : : ; xn ; � 1; : : : ; � k);
...
ym = ym (x1; : : : ; xn ; � 1; : : : ; � k);
' 1 = ' 1(x1; : : : ; xn ; � 1; : : : ; � k);
...
' k = ' k(x1; : : : ; xn ; � 1; : : : ; � k):

(2)

Çäåñü' 1; : : : ; ' k � ôóíêöèè âîçáóæäåíèÿ ïàìÿòè, îòâå÷àþùèå çà ñìåíó âíóòðåí-
íåãî ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àâòîìàò, îïðåä åëåííûé ñèñòåìîé
(2), íàçûâàåòñÿ àâòîìàòîì Ìèëè [1,4].

Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû ñòðóêòóðíûå ñõåìû êîìáèíàöèîííî ãî è ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî àâòîìàòîâ.

Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðíûå ñõåìû êîìáèíàöèîííîãî (ñëåâà) è ïîñëåä îâàòåëüíîãî (ñïðàâà)
àâòîìàòîâ; ÊÑ � êîìáèíàöèîííàÿ ñõåìà (ñîñòîèò èç ëîãè÷åñêè õ ýëåìåíòîâ è íå èìååò

êîíòóðîâ); � 1; : : : ; � k � ýëåìåíòû ïàìÿòè

Â ðàìêàõ ïîñòàâëåííîé ïåðåä íàìè çàäà÷è � óñòàíîâèòü âçàèìî ñâÿçü ìåæäó
òåîðåòèêî-àâòîìàòíûìè ìîäåëÿìè è àëãîðèòìàìè øèôðîâàíèÿ � ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ öåëåñîîáðàçíûì â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ êîìáèíàöèîííûõ è ïîñ ëåäîâàòåëüíûõ
àâòîìàòîâ ðàññìàòðèâàòü àïïàðàòíóþ ðåàëèçàöèþ øèôðîâ ïðî ñòîé è ìíîãî-
çíà÷íîé çàìåíû. Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðèïò îñèñòåìû ðàçáè-
âàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: ñèíòåç øèôðàòîðà è äåøèôðàòîðà.
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2. Áëîê ïîäñòàíîâîê êàê êîìáèíàöèîííûé àâòîìàò

Ïóñòü íåîáõîäèìî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðîöåññ ñèíòåçà êîìá èíàöèîííîãî àâ-
òîìàòà. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàä à÷è ðàññìîòðåòü
øèôð çàìåíû, à èìåííî áëîê ïîäñòàíîâîê.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì øèôðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç òðåõ áè ò. Äîïóñòèì,
íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ïîäñòàíîâêó, çàäàííóþ òàáëèöåé 1. Äàííóþ ïîäñòàíîâ-

Òàáëèöà 1. Øèôð çàìåíû èëè òàáëèöà âûõîäîâ êîìáèíàöèîííîãî àâòîìàòà S1

Âõîä 000 001 010 011 100 101 110 111
Âûõîä 010 111 100 110 001 000 101 011

êó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òàáëèöó âûõîäîâ íåêîòîðîãî ê îìáèíàöèîííîãî
àâòîìàòà S1, ôóíêöèîíàëüíàÿ ìîäåëü êîòîðîãî â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü ñ ëå-
äóþùèé âèä [4]:

8
<

:

y1 = x1x2x3 _ x1x2x3 _ x1x2x3 _ x1x2x3;
y2 = x1x2x3 _ x1x2x3 _ x1x2x3 _ x1x2x3;
y3 = x1x2x3 _ x1x2x3 _ x1x2x3 _ x1x2x3:

(3)

Ïîñëå ìèíèìèçàöèè ñèñòåìà (3) ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâíåíèÿ:
8
<

:

y1 = x1x3 _ x2x3;
y2 = x1x2 _ x2x3;
y3 = x1x2x3 _ x1x3 _ x1x2:

(4)

Íàêîíåö, íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíà ëîãè÷åñêàÿ ñõåìà øèôðàò îðà S1.

Ðèñ. 2. Ëîãè÷åñêàÿ ñõåìà êîìáèíàöèîííîãî àâòîìàòà S1, ðåàëèçóþùåãî áëîê ïîäñòàíîâîê

Ñèíòåç îáðàòíîãî àâòîìàòà � äåøèôðàòîðà � àíàëîãè÷åí. Äîñò àòî÷íî â òàá-
ëèöå 1 ñòðîêè ¾âõîä¿ è ¾âûõîä¿ ïîìåíÿòü ìåñòàìè è ïîâòîðèòü ï ðèâåäåííûå
âûøå ðàñ÷åòû.

3. Øèôð ìíîãîçíà÷íîé çàìåíû êàê àâòîìàò Ìèëè

Ïåðåéäåì òåïåðü ê àâòîìàòàì ñ ïàìÿòüþ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âí îâü îáðàòèìñÿ
ê øèôðó çàìåíû. Ðàññìîòðåííàÿ êðèïòîñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ î÷åí ü ñëàáîé: ÷à-
ñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè îòêðûòîãî ñîîáùåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ è â êðèïòîòåêñòå.
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Ïîâûñèòü êðèïòîñòîéêîñòü ïîçâîëÿþò øèôðû ìíîãîçíà÷íîé çà ìåíû, â êîòî-
ðûõ êàæäîìó ñèìâîëó (êîäîâîé êîìáèíàöèè) îòêðûòîãî àëôàâè òà ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå íå îäèí, à íåñêîëüêî ñèìâîëîâ øèôðà.

Ïðåîáðàçóåì ïîäñòàíîâêó èç òàáëèöû 1 â øèôð ìíîãîçíà÷íîé çà ìåíû (ñì.
òàáë. 2).

Òàáëèöà 2. Øèôð ìíîãîçíà÷íîé çàìåíû èëè òàáëèöà âûõîäîâ àâò îìàòà Ìèëè S2

Âõîäíûå ñèãíàëû
000 001 010 011 100 101 110 111

00 010 111 100 110 001 000 101 011
01 011 010 000 101 110 111 001 100
10 110 100 001 111 010 011 000 101

Ñîñòîÿíèÿ Âûõîäíûå ñèãíàëû

Ãëàâíàÿ òðóäíîñòü, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè øè ôðîâ ìíîãî-
çíà÷íîé çàìåíû, çàêëþ÷àåòñÿ â çàïîìèíàíèè êëþ÷à. Â îáùåì ñë ó÷àå òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü ôóíêöèþ-ðàñïðåäåëèòåëü, çàäàþùóþ ïîðÿäîê âûáî ðà ïîäñòàíîâîê.

Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ äàííîé ïðîáëåì û. Áóäåì
èíòåðïðåòèðîâàòü òàáëèöó 2 êàê òàáëèöó âûõîäîâ íåêîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíî-
ãî àâòîìàòà, òî÷íåå, àâòîìàòà Ìèëè, S2. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
è òàáëèöó ïåðåõîäîâ [4]. Òàê êàê â íàøåì ïðèìåðå çàìåíà òðåõâ àðèàíòíàÿ, òî
àâòîìàò äîëæåí èìåòü òðè ñîñòîÿíèÿ: a1 = 00, a2 = 01, a3 = 10. Ïóñòü ïåðå-
õîäû àâòîìàòà çàäàíû òàáëèöåé 3. Òåïåðü äëÿ çàïóñêà àëãîðèòìà øèôðîâàíèÿ
îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, ñ êîòîðîãî ñòàðò óåò àâòîìàò.

Òàáëèöà 3. Òàáëèöà ïåðåõîäîâ àâòîìàòà Ìèëè S2

Âõîäíûå ñèãíàëû
000 001 010 011 100 101 110 111

00 01 00 10 00 01 01 10 00
01 10 10 00 10 00 01 00 10
10 00 01 01 01 01 00 10 01

Ñîñòîÿíèÿ Ñîñòîÿíèÿ ïåðåõîäà

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ìîäåëü àâòîìàòà S2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìîé áóëåâûõ
ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïÿòè ïåðåìåííûõ:

8
>>>><

>>>>:

y1 = y1(x1; x2; x3; � 1; � 2);
y2 = y2(x1; x2; x3; � 1; � 2);
y3 = y3(x1; x2; x3; � 1; � 2);
' 1 = ' 1(x1; x2; x3; � 1; � 2);
' 2 = ' 2(x1; x2; x3; � 1; � 2):

(5)

Ôóíêöèè âûõîäîâ è ôóíêöèè âîçáóæäåíèÿ ïàìÿòè ñòðîÿòñÿ ñòàí äàðòíûì îáðà-
çîì ñîãëàñíî êàíîíè÷åñêîìó ìåòîäó ñòðóêòóðíîãî ñèíòåçà [1 ,4]. Åñëè â êà÷åñòâå
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ýëåìåíòîâ ïàìÿòè âûáðàòü ýëåìåíòû çàäåðæêè, òî ïîñëå ìèíèì èçàöèè êàíîíè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé àâòîìàòà S2 ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä 1:

8
>>>>>><

>>>>>>:

y1 = x1x2� 1� 2 _ x1x3� 2 _ x1x2� 1� 2 _ x2x3� 1� 2 _ x2x3� 1� 2 _ x2x3� 1� 2;
y2 = x1x2x3� 2 _ x1x2� 1 _ x1x2x3� 2 _ x2� 1� 2 _ x1x2� 1� 2 _ x2x3� 1� 2;
y3 = x1x2x3� 1� 2 _ x1x2x3� 1� 2 _ x1x2x3� 1� 2 _ x1x2� 1� 2 _ x1x2x3� 1� 2_

x1x3� 1� 2 _ x1x2x3� 1 _ x1x2� 1� 2 _ x1x3� 1� 2;
' 1 = x1x2� 1� 2 _ x2x3� 1� 2 _ x1x2x3� 2 _ x2x3� 1� 2;
' 2 = x1x2� 1� 2 _ x1x3� 1� 2 _ x2x3� 1� 2 _ x1x2x3� 2 _ x1x2x3� 1 _ x2x3� 1� 2:

(6)

Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà àâòîìàòà S2 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 3. Ïîñëåäíèé ýòàï

Ðèñ. 3. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà àâòîìàòà Ìèëè S2, ðåàëèçóþùåãî øèôð ìíîãîçíà÷íîé çàìåíû

ñèíòåçà � ïîñòðîåíèå êîìáèíàöèîííîé ÷àñòè ñõåìû (ÊÑ) ïî ñèñ òåìå áóëåâûõ
ôóíêöèé (6) � íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè, íî â ñèëó ãðîìîçäêî ñòè èòîãîâîé
ëîãè÷åñêîé ñõåìû áóäåò îïóùåí.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîñòè ðàñøèôðîâàíèÿ (äëÿ ñóùåñòâ îâàíèÿ îá-
ðàòíîãî àâòîìàòà) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â øèôðàòî ðå â êàæäîì
íàáîðå âûõîäíûõ ñèãíàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó ñîñòîÿí èþ, âñå çíà÷åíèÿ
áûëè ðàçëè÷íû [3]. Ïî òàáëèöå 2 íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ò ðåáîâàíèå âû-
ïîëíåíî (â ïðåäåëàõ îäíîé ñòðîêè êîäîâûå êîìáèíàöèè íå ïîâò îðÿþòñÿ). Ìû íå
áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà âîïðîñàõ ñèíòåçà äåøèôð àòîðà. Â ðàáîòå [3]
îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàáëèö îáðàòíîãî àâòîìàòà, äàë üíåéøèå ðàñ÷åòû
àíàëîãè÷íû.

Ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè ñèíòåçà øèôðàòîðà S è äåøèôðàòîðà S� 1 ñâîäèòñÿ
ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ èõ ê íåêîòîðîìó îòêðûòîìó ò åêñòó� :

� = S� 1(S(� )) : (7)

4. Ïðåèìóùåñòâà àâòîìàòíîé ìîäåëè øèôðàòîðà

Ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îñí îâíûõ ìîäåëåé
òåîðèè àâòîìàòîâ ïîìèìî ìåòîäè÷åñêîãî èíòåðåñà äàåò èíñòð óìåíò äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ àëãîðèòìîâ øèôðîâàíèÿ.

1Äëÿ óïðîùåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé èñïîëüçîâàëñÿ ïðîãðàììí ûé ïàêåò äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ ýëåêòðîííûõ ñõåì Electronics Workbench. Â ïàêåòå ðåà ëèçîâàí ìåòîä Êâàéíà - Ìàê-
Êëàññêè, ïîçâîëÿþùèé ìèíèìèçèðîâàòü áóëåâû ôóíêöèè, çàäà ííûå òàáëèöåé èñòèííîñòè èëè
ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé.
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Ïðåäñòàâëåííûé øèôðóþùèé àâòîìàò S2 îáëàäàåò âñåìè ïðåèìóùåñòâàìè
øèôðîâ ìíîãîçíà÷íîé çàìåíû: îäèíàêîâûå ôðàãìåíòû âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè â îáùåì ñëó÷àå øèôðóþòñÿ ðàçëè÷íûìè áëîêàìè. Íàïðèìå ð, êîäîâàÿ
êîìáèíàöèÿ ¾000¿ ìîæåò áûòü çàøèôðîâàíà îäíèì èç òðåõ ñïîñî áîâ: ¾010¿,
¾011¿ èëè ¾110¿, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîì ñîñòîÿíèè íàõ îäèòñÿ àâòîìàò.

Ïóñòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âûáðàíî ñîñòîÿíèå a1 = 00 è îòêðûòûé òåêñò
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾000 000 101 010 000 000 100 000¿. Òîãäà
øèôðîòåêñò - ýòî ðåàêöèÿ àâòîìàòà S2 íà äàííîå âõîäíîå ñëîâî (ñì. òàáë. 4).
Êàê âèäíî èç ïðèìåðà, áèãðàììà ¾ 000 000¿ øèôðóåòñÿ ïî-ðàçíîìó: ¾ 010 011¿

Òàáëèöà 4. Ïðèìåð ðàáîòû øèôðàòîðà S2

Îòêðûòûé òåêñò 000 000 101 010 000 000 100 000
Ñîñòîÿíèÿ 00 01 10 00 10 00 01 00 01

Øèôðîòåêñò 010 011 011 100 110 010 110 010

èëè ¾110 010¿, à ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾ 110 010¿ ìîæåò áûòü øèôðîòåêñîì
äâóõ ðàçëè÷íûõ áèãðàìì: ¾ 000 000¿ èëè ¾100 000¿.

Âîïðîñ î áîëåå ñåðüåçíîì àíàëèçå øèôðà, ïîñòðîåííîãî íà îñí îâå ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî àâòîìàòà, âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû. Ñêîðå å âñåãî, êàê è âñå
øèôðû çàìåíû, îí íå ñìîæåò ïðîòèâîñòîÿòü ÷àñòîòíîìó àíàëèç ó ïðè øèôðîâà-
íèè áîëüøèõ ñîîáùåíèé íà îäíîì êëþ÷å (â íàøåì ñëó÷àå � íà îäíî ì àâòîìàòå).
Ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì èñïîëüçîâàòü ¾àâòîìàòíîå ¿ øèôðîâàíèå êàê
îäíó èç ñîñòîâëÿþùèõ êàêîé-ëèáî êîìáèíèðîâàííîé (ñîñòîÿù åé èç íåñêîëüêèõ
ïðîöåäóð øèôðîâàíèÿ ðàçíûõ òèïîâ) êðèïòîñèñòåìû.
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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà èäåí òèôèêàöèè
äèêòîðà íà îñíîâå ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà. Äàííûìè äëÿ îá ó÷åíèÿ
êëàññèôèêàòîðà ÿâëÿåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé ñïåêòðà ãîëîñà, ðà ññìîòðåííûé
íà ôèêñèðîâàííûõ ÷àñòîòàõ. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìå íòû, ïîä-
òâåðæäàþùèå ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü èäåíòèôèêàöèè.

Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ñèñåòìû èäåíòè ôèêàöèè ïîëüçî-
âàòåëÿ èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû (äèêòîðà) íà îñíîâå àíàëèçà ñïåêòðàëüíûõ
õàðàêòåðèñòèê åãî ãîëîñà ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòî ðà. Ïðè ïîñòðîå-
íèè òàêîé ñèñòåìû ãîëîñ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê âðåìåííîé ðÿä, ê îòîðûé ïîäâåðãà-
åòñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå. Çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñïåêòðà íà òðåá óåìûõ ïðîìåæó-
òî÷íûõ ÷àñòîòàõ ìåæäó èìåþùèìèñÿ îò÷åòàìè èíòåðïîëèðóþòñ ÿ ñ ïîìîùüþ
êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ. Çàòåì íàáîð çíà÷åíèé íà çàðàíåå îïðåä åëåííîì íàáîðå
÷àñòîò èòåðïðåòèðóåòñÿ êàê òî÷êà ân-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèíàäëåæíîñòü
òî÷êè ê îïðåäåëåííîìó ìíîæåñòâó ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñò èê ãîëîñà îïðåäå-
ëåííîãî ÷åëîâåêà óñòàíàâëèâàåòñÿ çàðàíåå ïîñòðîåííûì ëèí åéíûì êëàññèôèêà-
òîðîì. Êëàññèôèêàòîð ñòðîèòñÿ íà îñíîâå çàïèñè ãîëîñà äèêò îðà è âû÷èñëåíèÿ
ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòîòû ðàçíûõ âûáî-
ðîê ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðå äåëåíû õàðàêòå-
ðèñòèêè êà÷åñòâà ðàáîòû êëàññèôèêàòîðà. Íàìå÷åíû íàïðàâë åíèÿ äàëüíåéøèõ
èññëåäîâàíèé.

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè äèêòîðà íàõîäèò ñâîå ïðèìåíåíèå â áàí êîâñêèõ ñè-
ñòåìàõ è â ñîòîâîé òåëåôîíèè äëÿ àâòîðèçàöèè ïîëüçîâàòåëåé . Ñóùåñòâóåò ðÿä
êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê èäåíòèôèêàöèè ãîëîñà, îñíîâàííûõ íà ïîñòðîåíèè è
àíàëèçå ëèíåéíûõ ôèëüòðîâ èëè ñêðûòûõ ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé [ 1]. Êà÷åñòâî
èäåíòèôèêàöèè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äîñòèãàåò 99%.
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Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ãîëîñà ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ìåò îäîâ ñòà-
òèñòè÷åñêîé òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ [2]. Áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð ÿâ-
ëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, íî ðåàëèçîâàòü åãî ñëîæíî, îñîáåííî êî ãäà ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà âûñîêà. Ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð ñî÷åòàåò â ñåáå êà÷åñòâî ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ è ïðîñòîòó ðåàëèçàöèè. Àëüòåðíàòèâíûì ÿâëÿåòñ ÿ ïîäõîä ýêñïåðò-
íûõ ñèñòåì [6] è íåéðîííûõ ñåòåé [5]. Ðåàëèçàöèÿ îäíîñëîéíî é íåéðîííîé ñåòè
äàåò ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé ëèíåéíîìó êëàññèôèêàòîðó, à ï îäõîä îáó÷åíèÿ
ýêñïåðòíûõ ñèñòåì, îïèñàííûé â [6], ýêâèâàëåíòåí ïîñòðîåí èþ ãèïåðïëîñêîñòè
ìåæäó ðàçäåëÿåìûìè ìíîæåñòâàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâë ÿåò èíòåðåñ îïè-
ñàííûé â [2] ìåòîä ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíîãî
êëàññèôèêàòîðà äëÿ èäåíòèôèêàöèè ãîëîñà è îöåíèòü êà÷åñòâî åãî ðàáîòû. Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíî ãî êëàññèôèêàòî-
ðà, àëãîðèòì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïðè íàëè÷èè n-ðàçäåëÿìûõ ñóáúåêòîâ. Ïðîâå-
ñòè àíàëèç ñïåêòðà ÷àñòîò ãîëîñà è íà åãî îñíîâå âûáðàòü íåîá õîäèìóþ èíôîð-
ìàöèþ äëÿ îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàòîðà.

1. Ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà áûë âûáðàí ìåòîä, ïðåäñòàâëåííûé
â [2]. Ñóòü ìåòîäà: ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ðàçäåëÿþùóþ ôóíêöèþ , ìèíèìèçèðó-
þùóþ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðåøåíèÿ. Ðåøàþùåå ïðàâèëî âûãëÿäè ò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

h(X ) = V T X + v0; (1)
�

h(X ) > 0; X 2 ! 1;
h(X ) < 0; X 2 ! 2;

(2)

ãäåh(X ) � ëèíåéíàÿ ðàçäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ; V � âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ; v0 �
ïîðîã.

Âûðàæåíèå h(X ) � ýòî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà X , íàçû-
âàåìàÿ ëèíåéíîé ðàçäåëÿþùåé ôóíêöèåé. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ë èíåéíîé ðàç-
äåëÿþùåé ôóíêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííûõ ðàñï ðåäåëåíèé
îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû V = f v1; v2; : : : ; vng è çíà÷åíèå ïîðîãà v0.

Åñëè âåëè÷èíà h(X ) ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó èëè áëèçêîìó ê íåìó
çàêîíó, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè ìîæíî èñïîëüç îâàòü ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ h(X ) äëÿ êëàññîâ ! 1 è ! 2 , à çàòåì âûáðàòü
ïàðàìåòðû V è v0 òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü îøèáêó ðåøåíèÿ. Âñïîìíèâ, ÷òî
h(X ) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé n ñëàãàåìûõ x i , ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè âåêòîðû X èìåëè
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî âåëè÷èíà h(X ) òàêæå èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ â êëàññàõ ðàâíû

� i = Ef h(X )j ! i g = V T Ef X j ! i g + v0 = V T Ef M i g + v0 (3)

� 2 = V arf h(X )j ! i g = V T Ef (X � M i )(X � M i )T gV = V T � i V ; (4)

ãäåM i � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûáîðêè èç ! 1 è ! 2 ñîîòâåòñòâåííî; � i � êî-
âàðèàöèîííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðîê. Âåðîÿòíîñ òü îøèáêè ìîæíî
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çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

" = P(! 1)
Z 1

� � 1=� 1

1
(2� )1=2

exp
�

�
� 2

2

�
d� + P(! 2)

Z � � 2=� 2

1

1
(2� )1=2

exp
�

�
� 2

2

�
d�:

(5)

V = [ s� 1 + (1 � s)� 2]
� 1 (M2 � M1); (6)

ãäås ëåæèò â äèàïàçîíå îò 0 äî 1. v0 ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

v0 =
s� 2

1V T M2 + (1 � s)� 2
2V T M1

s� 2
1 + (1 � s)� 2

2
: (7)

Ôóíêöèÿ (5) ìèíèìèçèðóåòñÿ ìåòîäîì çîëîòîãî ñå÷åíèÿ ïî ïàð àìåòðó s. Âû-
÷èñëåíèå ñàìîé ôóíêöèè (5) íà øàãå èòåðàöèè âûãëÿäèò ñëåäóþ ùèì îáðàçîì:

1. Äëÿ äàííîãî s âû÷èñëèòüV ïî ôîðìóëå (6).
2. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå V, âû÷èñëèòü ïî óðàâíåíèÿì (4) è (7)

âåëè÷èíû � 2
1, � 2

2, � 1, � 2 è v0.
3. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïî ôîðìóëå (5).

Ïîâòîðÿåì èòåðàöèþ ìåòîäà çîëîòîãî ñå÷åíèÿ äî äîñòèæåíèÿ ï ðèåìëåìîé òî÷-
íîñòè.

2. Èñõîäíûå äàííûå äëÿ èäåíòèôèêàöèè

Â èññëåäîâàíèè ó÷àñòâîâàëî ÷åòûðå ÷åëîâåêà, íàçîâåì èõ óñëîâíî Åëåíà, Äà-
ðüÿ, Äìèòðèé è Àëåêñåé. Ñäåëàíî ïî 50 çàïèñåé ôðàçû ¾Äîáðûé ä åíü¿. Òàêîå
êîëè÷åñòâî äàííûõ îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî áîëüøå 50 çàïèñåé äë ÿ ÷åëîâåêà óòî-
ìèòåëüíî, à òàêæå âàæíî óñòàíîâèòü, êàêèõ äàííûõ è â êàêîì êî ëè÷åñòâå äîñòà-
òî÷íî äëÿ áîëåå äîñòîâåðíîé ðàáîòû ïðîãðàììû. Áûëà âûáðàíà îäíà ôðàçà, òàê
êàê îò ôðàçû è ïðèñóòñòâóþùèõ â íåé çâóêàõ ìîæåò çàâèñåòü èíòåíñèâíîñòü
îòäåëüíûõ ÷àñòîò ñïåêòðà, ÷òî íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü îòäå ëüíî.

Çàïèñè ãîëîñà çàïèñàíû ñ ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè 44 êÃö è õðàíÿòñÿ â
wav ôîðìàòå. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå äëÿ çâóêà ñ ÷àñòîòîé ä èñêðåòèçàöèè
44 êÃö ïîëó÷àåì íàáîð ÷àñòîò â äèàïàçîíå îò 0 Ãö äî 22 êÃö, åãî ê îëè÷åñòâî
ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì, ÷òî çàâèñèò îò äëèíû ôàéëà, íî ðàâíîìå ðíî ðàñïðå-
äåëåííûì ïî ýòîìó èíòåðâàëó ÷àñòîò.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî èìåòü îäíîòèïí ûå äàííûå,
îäèíàêîâûé íàáîð ÷àñòîò ñî çíà÷åíèÿìè èõ èíòåíñèâíîñòè. Äë ÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî èíòåðïîëèðîâàòü ñïåêòð ÷àñòîò. À çàòåì âû÷èñëèòü äë ÿ âñåõ çâóêîâ
èíòåíñèâíîñòü äëÿ îäèíàêîâîãî íàáîðà ÷àñòîò.

Èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèþ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè, äàëåå âçÿâ íàáîð ÷àñòîò
â èíòåðâàëå îò 0 äî 600 Ãö ñ øàãîì äèñêðåòèçàöèè, ðàâíûì 1 Ãö, ï îëó÷èì
õàðàêòåðèñòèêó îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè (ðàçìåðíîñòü ðàâí à 600). Ýòî äàåò
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ åå ïðè èäåíòèôèêàöèè.

Äàëåå âîçíèêàåò îãðàíè÷åíèå, íàêëàäûâàåìîå èç-çà ðàçìåðî â âûáîðêè (50
çâóêîâ), çíà÷èò, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü íå áîëåå 50 ÷àñòîò.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåêòîðà èíòåíñèâíîñòè ÷àñòîò âûáèðàåì 50 ÷àñ òîò èç èí-
òåðâàëà îò 51 äî 500 Ãö. Â ýòîì èíòåðâàëå âèäíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè
êàæäîãî ãîëîñà.

3. Ïîäòâåðæäåíèå ãèïîòåçû î ðàñïðåäåëåíèè èíòåíñèâíî-
ñòè

Ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð ñòðîèòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî âûáîðêà ç íà÷åíèé èìååò
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èëè áëèçêîå ê íåìó. Ïðîâåðêà èíòå íñèâíîñòè äëÿ
îòäåëüíî âçÿòîé ÷àñòîòû ïî êðèòåðèþ �õè-êâàäðàò� ïîêàçàëà , ÷òî èíòåíñèâ-
íîñòü èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Âûáîðêà èç n = 50 ñëó÷àéíûõ çíà-
÷åíèé (ñðåäíåå = 0:130510532, ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå = 0:048002366399557)
áûëà óïîðÿäî÷åíà ïî âîçðàñòàíèþ è ðàçáèòà íà s = 8 èíòåðâàëîâ. Äëÿ êàæäîãî
èíòåðâàëà áûëî ðàññ÷èòàíî òåîðåòè÷åñêîå êîëè÷åñòâî òî÷åê(êîòîðûå äîëæíû
ïîïàñòü â äàííûé èíòåðâàë) ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ôóíêöèè Ãàóñ ñà è íàáëþäà-
åìîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Èòàê, äëÿ ïðîâåðêè íóëåâîé ãèïîòåçû Í0 (ãåíåðàëüíàÿ
ñîâîêóïíîñòü ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî) íóæíî âû÷èñëèòü ïî â ûáîðêå íàáëþäà-
åìîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ (ïî ôîðìóëå Ïèðñîíà):

� 2 =
X (f 0 � f e)2

f 0
� 7:1936;

ãäåf 0 � òåîðåòè÷åñêîå êîëè÷åñòâî òî÷åê â èíòåðâàëå,f e � êîëè÷åñòâî òî÷åê âû-
áîðêè â èíòåðâàëå. ×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû k = s� 1� 2 = 5 (óêëîíåíèÿ ñâÿçàíû
ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì, êðîìå òîãî, íàëîæåíû åùå äâå ñâÿçè, òàê êàê ïî âû-
áîðêå áûëè îïðåäåëåíû äâà ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ: ñðåäíå å è ñòàíäàðòíîå
îòêëîíåíèå) ìåíüøå òàáëè÷íîãî çíà÷åíèÿ � 2-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàâíîãî
11:1 (
 = 0:95, k = 5). Ñîîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà 0.05,
âûáîðêà èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ 0:95.

4. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàïèñàíû ñëåäóþùèå ïðîãðàììû íà scilab: ï ðîãðàììà ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ âõîäíûõ äàííûõ, ïðîãðàììà îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàò îðà, ïðîãðàììà
òåñòèðîâàíèÿ êëàññèôèêàòîðà è äåìîíñòðàöèîííàÿ ïðîãðàìì à.

Äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîé çàäà÷è áûë âûáðàí ìàòåìàòè÷åñêèé ïàê åò scilab 4.1.,
àíàëîã matlab. Ïðåèìóùåñòâà âûáîðà: scilab ÿâëÿåòñÿ áåñïë àòíûì ïðîãðàìì-
íûì îáåñïå÷åíèåì è äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü íåîáõîäè ìûå â äàííîì
àëãîðèòìå ìàòåìàòè÷åñêèå ôóíêöèè, òàêèå, êàê îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè è ìàò-
ðèöàìè (óìíîæåíèå, âû÷èñëåíèå îáðàòíîé); ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå; ïîñòðîåíèå
êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ; ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ãðàôèêè äëÿ íàãëÿä íîãî èçîáðàæåíèÿ
äàííûõ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü íåîáõîäèìûå èññëåä îâàíèÿ.

Íà÷àëüíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ ôàéëû ôîðìàòà .wav. Ïî 50 ôàéëî â îò
÷åòûðåõ ÷åëîâåê. Äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ íàïèñàíà ïðîãðàììà, çàãðóæàþùàÿ
çàïèñè êàæäîãî ÷åëîâåêà, âû÷èñëÿþùàÿ ñïåêòð ÷àñòîò è ñîõðàíÿþùàÿ äàííûå
â ôàéëå.
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Êëàññèôèêàòîð ðåàëèçîâàí îòäåëüíî. Äàííûìè äëÿ íåãî ÿâëÿþ òñÿ ñïåêòðû
÷àñòîò, êîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíî äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû. Ðåçó ëüòàò îáó÷åíèÿ
ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà ñîõðàíÿåòñÿ â ôàéëå, â êîòîðîì õð àíÿòñÿ ïàðàìåò-
ðû ëèíåéíîé ðàçäåëÿþùåé ôóíêöèè äëÿ äàííûõ ñïåêòðîâ.

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïðèøëîñü ðåøàòü ïðîáëåìó, âûçâàí íóþ ðàçíîé
äèñêðåòèçàöèåé ñïåêòðîâ, âîçíèêàþùåé â ñèëó òîãî, ÷òî çàïè ñü ïàðîëüíîé ôðà-
çû îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàçíûõ ïî äëèòåëüíîñòè âðåìåííûõ äèàïà çîíàõ. Íî òàê
êàê ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè äëÿ âñåõ ýêñïåðèìåíòîâ îäèíàêîâà, òî äèàïàçîí ÷à-
ñòîò îäèíàêîâ äëÿ âñåõ çàïèñåé ãîëîñîâ (â ñèëó òåîðåìû Êîòåë üíèêîâà), íî ñ
ðàçíûì êîëè÷åñòâîì ÷àñòîòíûõ îòñ÷åòîâ. Èäåíòèôèêàöèþ íóæ íî ïðîâîäèòü
ïî âûáðàííûì ÷àñòîòàì, ÷èñëî êîòðûõ íå äîëæíî ïðåâûøàòü ÷èñ ëî âûáîðîê
äëÿ îáó÷åíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îöåíêè êîâàðèàöèîííûõ ìàò ðèö îêàæóòñÿ
íåîáðàòèìûìè, ÷òî ïðèâåäåò ê íåâåðíîé ðàáîòå êëàññèôèêàòî ðà. Âûáðàííûå
÷àñòîòû ìîãóò íå ïîïàäàòü íà äèñêðåòíûå îòñ÷åòû ñïåêòðà. Íå äîñòàþùèå çíà-
÷åíèÿ ñïåêòðà â ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ äèñêðåòíûõ ÷àñòîò èíòåðïîëèðóåì
êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè.

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ðàçäåëÿþùåé ôóíêöèè:

function [V,v0,n1,n2,err]=All_who(Mx,My,Dx,Dy,n)
// Mx,My � ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ äâóõ âûáîðîê
// Dx,Dy � ìàòðèöû êîâàðèàöèé ñîîòâóòñòâóþùèõ âûáîðîê
// V � âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ
// v0 � ïîðîã

[err] = MinErr(Mx,My,Dx,Dy,n);
V = inv(err*Dx+(1-err)*Dy)*(My-Mx);
q1_2 = (V'*Dx)*(V);
q2_2 = (V'*Dy)*(V);
v0=-(err*q1_2*(V')*My+(1-err)*q2_2*(V')*Mx)/(err*q1 _2+(1-err)*q2_2);
n1 = V'*Mx+v0;
n2 = V'*My+v0;

endfunction

Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè â òî÷êå s:

V = inv(s*D1+(1-s)*D2)*(M2-M1);
q1_2 = (V')*D1*V;
q2_2 = (V')*D2*V;
q1_1 = sqrt(q1_2);
q2_1 = sqrt(q2_2);
v0=-(s*q1_2*(V')*M2+(1-s)*q2_2*(V')*M1)/(s*q1_2+(1- s)*q2_2);
n1 = (V')*M1+v0;
n2 = (V')*M2+v0;
[p1,q1] = cdfnor("PQ",-(n1/q1_1),0,1);
[p2,q2] = cdfnor("PQ",-(n2/q2_1),0,1);
e = 0.5*(q1+p2);
res= 0.5*(q1+p2);
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Äåìîíñòðàöèîííàÿ ïðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèàëîã ñ ïî ëüçîâàòåëåì.
Ïîëüçîâàòåëü ââîäèò ïóòü ê ôàéëó äëÿ èäåíòèôèêàöèè. Èñïîëü çóÿ ðàíåå ïî-
ñòðîåííóþ ëèíåéíóþ ðàçäåëÿþùóþ ôóíêöèþ (åå äàííûå çàãðóæà þòñÿ èç ôàé-
ëà), ïðîãðàììà îïðåäåëÿåò, êîìó ïðèíàäëåæèò ãîëîñ, è âûâîä èò ðåçóëüòàò.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ íàïèñàíà îòäåëüíàÿ ïðîãðàìì à. Â íåé ôàé-
ëû äëÿ ïðîâåðêè çàãðóæàþòñÿ èç óêàçàííîé äèðåêòîðèè è â òåêñòîâûé ôàéë
âûâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ñ ïîäñ÷åòîì êîëè÷åñòâà îøèáîê.

5. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè îøèáêè êëàññèôèêàòîðà

Ïðè íåèçâåñòíûõ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòÿõ ìîæíî âçÿòü N îáúåêòîâ è ïðîâå-
ðèòü ïðàâèëüíîñòü ðàáîòû êëàññèôèêàòîðà [2]. Íà ãðàôèêå çà âèñèìîñòè N , " ,
"0 è 
 ïîêàçàíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó èñòèííîé îøèáêîé " è åå îöåíêîé "0 (ðèñ. 1).
Äëÿ êîýôôèöèåíòà äîâåðèÿ 
 = 0:95, ïðè N = 100 ýêñïåðèìåíòàõ íåïðàâèëüíî
êëàññèôèöèðîâàííûõ � = 11 îáúåêòîâ, ïîëó÷àåì îöåíêó "0 = �=N = 0:11, è
ïî ãðàôèêó ìîæíî îïðåäåëèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë èñòèíí îé âåðîÿòíîñòè
îøèáêè � ïðè 
 = 0:95, îí ðàâåí (0:05; 0:18).

Ðèñ. 1. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë 
 = 0 :95 èñòèííîé âåðîÿòíîñòè îøèáêè [2]

6. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå êà÷åñòâà èäåíòèôèêà-
öèè

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ãîëîñà ÷åòûðå ÷åëîâåêà (Åëåíà, Äàðüÿ, Äìè òðèé è Àëåêñåé)
çàïèñàëèñü ïî 25 ðàç, ôðàçà ¾Äîáðûé äåíü¿, ýêñïåðèìåíò ñîñò îÿë èç èäåíòè-
ôèêàöèè 100 ãîëîñîâ. Ãîëîñà áûëè çàïèñàíû â 2 ïîäõîäà äëÿ êàæ äîãî â ðàçíûå
äíè. Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (ñì. òàáë. 1).
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Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ íà ôðàçå ¾Äîáðûé äåíü¿
Èìÿ Âîçðàñò Òåñòîâ (øò.) Îøèáîê (øò.) Ïðàâèëüíî (%)
Åëåíà 21 25 2 92%
Äàðüÿ 13 25 0 100%
Äìèòðèé 36 25 8 68%
Àëåêñåé 20 25 1 96%
Èòîãî: 100 11 89%

Ïðè òåñòèðîâàíèè 25 ãîëîñîâ Åëåíû ïðîèçîøëî 2 îøèáêè, åå ïðî ãðàììà
ïðèíÿëà çà Äàðüþ. Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ñ÷èòàòü î÷åíü õîðîøèì, ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî îíè ñåñòðû è ïî òåëåôîíó èõ ãîëîñà ïóòàþò ìíîãèå, ä àæå ðîäèòåëè,
îøèáàÿñü ÷àùå, ÷åì ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð. Äàðüþ êëàññèôè êàòîð èäåíòè-
ôèöèðîâàë áåç îøèáîê. Äìèòðèÿ èäåíòèôèöèðîâàë 17 ðàç èç 25, ÷òî, êîíå÷íî,
ÿâëÿåòñÿ ïëîõèì ðåçóëüòàòîì, íî íóæíî ó÷åñòü, ÷òî èäåíòèôè öèðóåìûì ãîëîñ
áûë èçìåíåí ñîçíàòåëüíî. Àëåêñåé áûë èäåíòèôèöèðîâàí îäèí ðàç ñ îøèáêîé.
Èç ýòîãî ñëåäóåò âûâîä, ÷òî, åñëè ÷åëîâåê çàèíòåðåñîâàí â ñâîåé èäåíòèôèêà-
öèè, åãî óçíàþò ñ 96 %-íîé ((75-3)/75*100%) òî÷íîñòüþ. Îáùè ì ðåçóëüòàòîì
ìîæíî ñ÷èòàòü óçíàâàåìîñòü ñ 89 %-íîé òî÷íîñòüþ. Åñëè æå ïðî òåñòèðîâàòü
ãîëîñ, êîãäà ÷åëîâåê ãîâîðèò äðóãóþ ôðàçó èëè ñëîâî, ïîëó÷è ì ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû (ñì. òàáë. 2).

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ íà ðàçíûõ ôðàçàõ
Èìÿ Òåñòîâ (øò.) Îøèáîê (øò.) Ïðàâèëüíî (%)
Åëåíà 25 7 72%
Äàðüÿ 25 3 88%
Äìèòðèé 5 1 80%
Àëåêñåé 25 7 72%
Èòîãî: 80 18 77.5%

Ïî äðóãèì ôðàçàì ãîëîñà ðàçëè÷àþòñÿ ñ ìåíüøåé òî÷íîñòüþ. Äë ÿ èñïîëüçî-
âàíèÿ ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà â ñèñòåìàõ, ãäå ÷åëîâåê çàèíòåðåñîâàí â òîì,
÷òîáû åãî óçíàâàëè, âîçìîæíî, ëó÷øå áóäåò èñïîëüçîâàòü íå î äíó ôðàçó âî âñåõ
çàïèñÿõ, à ðàçíûå ôðàçû ïî íåñêîëüêî ðàç. Òàêèì îáðàçîì áóäå ò íàêîïëåíà
íàèáîëåå ÿðêî îòðàæàþùàÿ îñîáåííîñòè ãîëîñà ÷åëîâåêà èíôî ðìàöèÿ.

Àíàëèç ñïåêòðà ÷àñòîò ïîêàçàë, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êëàññèôè êàòîðà íàèáî-
ëåå èíôîðìàòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòû â äèàïàçîíå îò 50 äî 600 Ãö. Îäíàêî
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âñåé èíôîðìàöèè îãðàíè÷èâàåòñ ÿ êîëè÷åñòâîì çà-
ïèñåé äëÿ îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàòîðà. Â äàííîé ðàáîòå êîëè÷åñ òâî çàïèñàííûõ
çâóêîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàòîðà áûëî âûáðàíî ðàâíûì 5 0, è äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ êëàññèôèêàòîðà èñïîëüçîâàëàñü êàæäàÿ äåâÿòàÿ ÷àñòîòà èç èíòåðâàëà îò
50 äî 500 Ãö.

Âîçìîæíî, äëÿ óâåëè÷åíèÿ íàäåæíîñòè èäåíòèôèêàöèè íåîáõî äèìî èñïîëü-
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çîâàòü âûáîðêó ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì çàïèñåé. Ïðîèçíîøåíè å ðàçíûõ ôðàç
÷åëîâåêîì ñ ðàçíûì íàñòðîåíèåì äëÿ îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàòîð à âïîëíå ìîæåò
äàòü âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áîëåå íàäåæíîãî êëàññèôèêàòî ðà.

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ëè÷íîñòè, åñëè ÷åëîâåê ñîçíàòåëüíî èçìå íÿë ãîëîñ, ëè-
íåéíûé êëàññèôèêàòîð, ðàçäåëÿþùèé ïî ñïåêòðó ÷àñòîò, ñ íåá îëüøîé âûáîðêîé
äëÿ îáó÷åíèÿ ïëîõî ñïðàâëÿåòñÿ ñ çàäà÷åé èäåíòèôèêàöèè. Âî çìîæíî, íóæíî
èñïîëüçîâàòü íå êîíêðåòíûé íàáîð ÷àñòîò, à âûáèðàòü èõ â çàâ èñèìîñòè îò
ñïåêòðà, ÷òî äàñò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü îñîáåííîñòè ãîëî ñà, äàæå åñëè ÷å-
ëîâåê ñòàðàåòñÿ åãî èçìåíèòü. Âîïðîñ î òîì, êàê âûáèðàòü ÷àñ òîòû, îñòàåòñÿ
îòêðûòûì, ýòî òåìà äëÿ îòäåëüíîé ðàáîòû.

7. Çàêëþ÷åíèå

Â õîäå âûïîëíåííîé ðàáîòû, íà îñíîâå âûáðàííîãî ìåòîäà ìèíè ìèçàöèè âå-
ðîÿòíîñòè îøèáêè ðåøåíèÿ, ðåàëèçîâàí àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ëè íåéíîãî êëàññè-
ôèêàòîðà. Áèîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé âûáðàí ñïåêòð ÷ àñòîò ãîëîñà, òàê
êàê ÷àñòîòà êîëåáàíèé çàâèñèò îò ñòðîåíèÿ ðå÷åâîãî àïïàðàòà. Ïðè ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà âîçíèê ðÿä ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé ãîëîñ à: âû÷èñëåíèå ÷à-
ñòîòíîãî ñïåêòðà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå; èíòåðïîë èðîâàíèå ñïåêòðà
÷àñòîò äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàííûõ îäíîé ðàçìåðíîñòè. Êëàññèôèêà òîð ïðîòåñòèðî-
âàí íà ñïåöèàëüíî ñãåíåðèðîâàííûõ äàííûõ. Òåñòèðîâàíèå íà ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè ñèãíàëîâ ïîêàçàëî õîðîøèå ðåçóëüòàòû.

Ïðîâåäåíî 100 ýêñïåðèìåíòîâ ïî èäåíòèôèêàöèè ãîëîñà. Ðåçó ëüòàòû ýêñ-
ïåðèìåíòîâ ãîâîðÿò î òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíîãî êëàñ ñèôèêàòîðà äëÿ
èäåíòèôèêàöèè ëè÷íîñòè ïî ãîëîñó âïîëíå ýôôåêòèâíî, êîãäà áèîìåòðè÷åñêîé
õàðàêòåðèñòèêîé ãîëîñà âûáðàí ñïåêòð ÷àñòîò (89 % èñïûòàíèé).

Íî âûÿâëåíû è îãðàíè÷åíèÿ äàííîãî ïîäõîäà. Òàê, äëÿ îáðàòèì îñòè êîð-
ðåëÿöèîííûõ ìàòðèö íåîáõîäèìî èìåòü èõ îöåíêó ïî âûáîðêå áî ëüøåé èëè
ðàâíîé, ÷åì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü ÷èñëà ÷àñòîò , ïî êîòîðûì ïðî-
âîäèòñÿ èäåíòèôèêàöèÿ. Ýòî òðåáóåò áîëåå äëèòåëüíîé ïðîöå äóðû îáó÷åíèÿ.
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Í.Ñ. Èâàíîâà

Â äàííîé ñòàòüå ñðàâíèâàåòñÿ ðÿä ñèñòåì ýëåêòðîííîãî äîêóì åíòîîáîðîòà,
äåéñòâóþùèõ íà ðîññèéñêèõ ïðåäïðèÿòèÿõ, íà ïðèìåðå ïðîìûø ëåííûõ
ïðåäïðèÿòèé ãîðîäà Îìñêà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ñîâðåìåííûõ óñëîâèÿõ êîìïàíèè âûíóæäåí û ïðèáåãàòü
ê âíåäðåíèþ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ ñêîðî ñòè è ýôôåê-
òèâíîñòè áèçíåñ-ïðîöåññîâ. Â ìèðå ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ê ëàññû èíôîðìà-
öèîííûõ ñèñòåì (ERP, ERP II, CPM/BPM, CRM, SCM, ECM è ò.ä.), ê àæäàÿ
ñèñòåìà ðåøàåò ñâîè çàäà÷è.

Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà ëþáîãî ðîññèéñêîãî ïðåäïðèÿòèÿ � ýòî îòñó òñòâèå åäèíîé
ñèñòåìû ýëåêòðîííîãî äîêóìåíòîîáîðîòà. Âñëåäñòâèå ÷åãî ï ðîèñõîäèò ñëåäóþ-
ùåå: óâåëè÷åíèå øòàòà; ïðîáëåìíàÿ ðàáîòà ñ âåðñèÿìè äîêóìå íòîâ; ïîñòîÿííûé
êîíòðîëü çà èñïîëíåíèåì òîãî èëè èíîãî ïîðó÷åíèÿ; óâåëè÷åí èå ñðîêà ïîèñêà
èíôîðìàöèè â àðõèâàõ.

Âñå ïðèñóòñòâóþùèå íà ðîññèéñêîì ðûíêå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ äîêóìåíòà-
ìè ìîæíî ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî êëàññèôèêàöèîííûõ ãðóïï, ê àæäàÿ èç êî-
òîðûõ îðèåíòèðîâàíà íà ðåøåíèå ñïåöèôè÷åñêèõ çàäà÷ è çàíèì àåò ñâîþ íè-
øó â ðàìêàõ îðãàíèçàöèè äîêóìåíòîîáîðîòà è äåëîïðîèçâîäñò âà. Èõ îòëè÷èÿ
îáóñëîâëåíû ñïîñîáàìè ðåàëèçàöèè çàäà÷ äåëîïðîèçâîäñòâà , ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ
îñîáåííîñòÿìè èñïîëüçóåìûõ êîíöåïöèé è ìîäåëåé ïðîöåññîâ , ïîëîæåííûõ â
îñíîâó ðàçðàáîòîê.

Ñóùåñòâóåò ìíåíèå, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ òîëüêî îêîëî 30 % âñ åé êîðïîðà-
òèâíîé èíôîðìàöèè õðàíèòñÿ â ýëåêòðîííîì âèäå (êàê â ñòðóêò óðèðîâàííîì � â
áàçàõ äàííûõ, òàê è â íåñòðóêòóðèðîâàííîì). Âñÿ îñòàëüíàÿ è íôîðìàöèÿ (îêî-
ëî 70 %) õðàíèòñÿ íà áóìàãå, ñîçäàâàÿ íåìàëûå òðóäíîñòè ïðè å å ïîèñêå [1]. Òåì
íå ìåíåå, ýòî ñîîòíîøåíèå ïîñòåïåííî ìåíÿåòñÿ â ïîëüçó ýëåê òðîííîé ôîðìû
õðàíåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, ÷åðåç ðàçâèòèå ýëåêòðîííûõ àðõèâîâ). Âðÿä ëè, êîíå÷íî,
êîãäà-íèáóäü âñå äîêóìåíòû ñòàíóò òîëüêî ýëåêòðîííûìè, îä íàêî íåñîìíåííî,
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÷òî ýëåêòðîííàÿ ôîðìà õðàíåíèÿ äîêóìåíòîâ áóäåò ïðåîáëàäà òü. Ïðè ýòîì ïîä
òåðìèíîì ¾ýëåêòðîííûé äîêóìåíò¿ â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåê ñòå îáû÷íî ïî-
íèìàåòñÿ òåêñòîâûé ôàéë, äîêóìåíò MS Word, ýëåêòðîííàÿ òàá ëèöà MS Excel,
ãðàôè÷åñêèé ôàéë, íåñêîëüêî âçàèìîñâÿçàííûõ ôàéëîâ ðàçíû õ ôîðìàòîâ (òàê
íàçûâàåìûé ñîñòàâíîé äîêóìåíò) è äð.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà áîëüøèíñòâå ðîññèéñêèõ ïðåäïðèÿòèé êî ðïîðàòèâíàÿ
èíôîðìàöèÿ (äîãîâîðû, ïðàéñ-ëèñòû, ïðèêàçû, äåëîâàÿ ïåðå ïèñêà, ôèíàíñîâàÿ
äîêóìåíòàöèÿ è äð.) õðàíèòñÿ êàê â áóìàæíîì, òàê è â ýëåêòðîí íîì âèäå (÷àñòî
íåóïîðÿäî÷åííî íà ôàéë-ñåðâåðå). Ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè íåè çáåæíî âîçíèêà-
åò äóáëèðîâàíèå èíôîðìàöèè, à òàêæå íå îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîää åðæêà ðàçíûõ
âåðñèé äîêóìåíòîâ è áåçîïàñíîñòü èõ õðàíåíèÿ. Òî åñòü è ïðè ï ðåîáëàäàíèè
ýëåêòðîííîé ôîðìû õðàíåíèÿ äîêóìåíòîâ îíè íå âñåãäà èñïîëü çóþòñÿ ýôôåê-
òèâíî. Ïîòðåáíîñòü â ýôôåêòèâíîì óïðàâëåíèè ýëåêòðîííûìè äîêóìåíòàìè è
ïðèâåëà ê ñîçäàíèþ ñèñòåì ýëåêòðîííîãî äîêóìåíòîîáîðîòà ( ïåðâûå èç êîòîðûõ
ïîÿâèëèñü åùå â 1980-å ãã.) [1].

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò íåìàëî ïî äõîäîâ ê ðåøå-
íèþ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ýëåêòðîííûì äîêóìåíòîîáîðîòîì. Êð îìå òàê íàçûâà-
åìûõ óíèâåðñàëüíûõ ñèñòåì ýëåêòðîííîãî äîêóìåíòîîáîðîòà (EDMS), ðåøèòü
çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ äîêóìåíòàìè ìîæíî ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ î ñíîâíûõ âè-
äîâ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ: ñèñòåì ãðóïïîâîé ðàáîòû (Lotus, N ovell GroupWise
è MS Exchange); ñèñòåì óïðàâëåíèÿ îñîáûìè âèäàìè äîêóìåíòî â (â ÷àñòíîñòè,
PDM-ñèñòåì); ñïåöèàëüíûõ ìîäóëåé óïðàâëåíèÿ äîêóìåíòîîá îðîòîì â ñîñòàâå
êîðïîðàòèâíûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì äëÿ ïðåäïðèÿòèé (SAP R/3, Baan è
äð.).

Îñíîâíàÿ ìàññà âíåäðåííûõ ïðîäóêòîâ íà òåððèòîðèè Ðîññèè í àïèñàíà íà-
øèìè ñîîòå÷åñòâåííèêàìè íà îñíîâå èíîñòðàííûõ ïëàòôîðì. × òî, ñîáñòâåííî,
è íåóäèâèòåëüíî, ò.ê. ïîäõîäû ê âåäåíèþ äîêóìåíòîîáîðîòà â Ðîññèè îòëè÷à-
þòñÿ îò çàïàäíûõ ñòàíäàðòîâ, õîòÿ è íå ïðîòèâîðå÷àò èì. Ïðåæ äå ÷åì ïåðåéòè
ê äåòàëüíîìó ðàññìîòðåíèþ ñèñòåì è êîìïàíèé, ïðåäëàãàåì âà øåìó âíèìàíèþ
òàáëèöû 1�2, äåìîíñòðèðóþùèå îáùóþ ñèòóàöèþ íà ðûíêå ñèñòå ì ýëåêòðîííîãî
äîêóìåíòîîáîðîòà (ÑÝÄ) â Ðîññèè [2].

Òàáëèöà 1. Ïðîöåíòíîå îòíîøåíèå âíåäðåííûõ ÑÝÄ â ÐÔ
Åâôðàò 6% Directum 3%

Áîññ-ðåôåðåíò 6% Documentum 4%
DIS 3% Ýôôåêò-îôèñ 2%

Optima 9% NauDoc 2%
Landocs 2% Ãàí-äîê 3%

Äåëî 50% Êîäåêñ: Äîêóìåíòîîáîðîò 4%
Company& O�ce Media 2% Îñòàëüíûå 4%

Ïîæàëóé, â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå íóæíî èñõîäèòü èç îñîáå ííîñòåé
öåëåé è çàäà÷, êîòîðûå ñòàâèò ïðåäïðèÿòèå ïðè âíåäðåíèè ñèñòåìû óïðàâëå-
íèÿ äîêóìåíòîîáîðîòîì. Íî, êàê ïðàâèëî, åñòü îñíîâíûå ìîìå íòû, íà êîòîðûå
îïèðàþòñÿ ðàçðàáîò÷èêè ñèñòåì ýëåêòðîííîãî äîêóìåíòîîáî ðîòà:



118 Í.Ñ. Èâàíîâà. Ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì ýëåêòðîííîãî. . .

Òàáëèöà 2. Ñòðóêòóðà ñïðîñà íà ÑÝÄ â ÐÔ
Ãîñóäðñòâåííûé ñåêòîð 43% Äðóãîå 3%

Ìàøèíîñòðîåíèå 2% Ìåòàëëóðãèÿ 2%
Íåôòåãàçîâàÿ è õèì. ïðîì. 7% ÍÈÈ, îáðàçîâàíèå 5%

Ïèùåâàÿ ïðîì. 2% Ñòðîèòåëüñòâî 2%
Òåëåêîììóíèêàöèè 4% Òîïëèâíî-ýíåðãåòè÷åñêèé êîìïëåêñ 5%

Òîðãîâëÿ 3% Òðàíñïîðòíûå êîìïàíèè 2%
Óñëóãè 6% Ôèíàíñû, áàíêè, ñòðàõîâàíèå 14%

Òàáëèöà 3. Ñðàâíåíèå ïî ñòîèìîñòè

� ïðàêòè÷åñêàÿ íåîãðàíè÷åííîñòü ðàçìåðà ýëåêòðîííîãî àðõ èâà;
� âñòðîåííàÿ ïîääåðæêà ïîëíîòåêñòîâîé èíäåêñàöèè;
� ïîääåðæêà âåðñèé è ïîäâåðñèé äîêóìåíòîâ;
� âîçìîæíîñòü õðàíåíèÿ äîêóìåíòîâ â àðõèâå â èñõîäíîì ôîðìà òå;
� çàùèùåííîñòü äàííûõ;
� âîçìîæíîñòü âåäåíèÿ æóðíàëîâ äåéñòâèé ïîëüçîâàòåëåé.
Â ñâÿçè ñ ýòèì â òå÷åíèå ïîëóãîäà èññëåäîâàëèñü òðè êðóïíûõ ï ðîìûøëåí-

íûõ ïðåäïðèÿòèÿ (ÔÃÓÏ ÎìÏÎ ¾Èðòûø¿, ÇÀÎ ¾Ðåëåðî¿, õîëäèíãî âàÿ êîìïà-
íèÿ ¾Òðè Ýô¿) ñ ðàçëè÷íûìè ïðîãðàììíûìè ïðîäóêòàìè ýëåêòðî ííîãî äîêó-
ìåíòîîáîðîòà, íî ñ îäèíàêîâûìè ïðîáëåìàìè âíåäðåíèÿ è ðàáî òû ñ íèìè. ×òî
ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà ýëåêòðîííîãî äîêóìåí òîîáîðîòà � ýòî
òîëüêî ¾êîñòÿê¿ èëè îñíîâà äëÿ íà÷àëà âåäåíèÿ äîêóìåíòîîáî ðîòà è êàæäóþ
ñèñòåìó íåîáõîäèìî äîðàáàòûâàòü è àäàïòèðîâàòü ê êîíêðåòí îìó ïðåäïðèÿòèþ
ïóòåì íàïèñàíèÿ è âíåäðåíèÿ ðÿäà ìîäóëåé.

Ðàññìîòðèì âûøåñêàçàííîå áîëåå ïîäðîáíî è ïîïðîáóåì ñðàâí èòü ñèñòåìû
ýëåêòðîííîãî äîêóìåíòîîáîðîòà íà óðîâíå ðàçðàáîòîê êîíñò ðóêòîðñêîé è òåõ-
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íîëîãè÷åñêîé äîêóìåíòàöèé.
Ïåðå÷èñëåííûå ïðåäïðèÿòèÿ íàõîäÿòñÿ íà òåððèòîðèè ãîðîäà Îìñêà è çà-

íèìàþòñÿ âûïóñêîì ïðîìûøëåííîé ïðîäóêöèè.
Ñèñòåìû ýëåêòðîííîãî äîêóìåíòîîáîðîòà:
� ÔÃÓÏ ÎìÏÎ ¾Èðòûø¿ - ñèñòåìà ¾Ëîöìàí PLM¿;
� ÇÀÎ ¾Ðåëåðî¿ - ñèñòåìà ¾Serch¿;
� Õîëäèíãîâàÿ êîìïàíèÿ ¾Òðè Ýô¿ - ñèñòåìà ¾Lotus - äîìèíî¿.
Ðàññìîòðèì ñòîèìîñòü ëèöåíçèé ÑÝÄ è ðàáîò ïî âíåäðåíèþ è òåõ íè÷åñêîìó

ñîïðîâîæäåíèþ â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.
Ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèîíàëüíîñòè ñèñòåì ýëåêòðîííîãî äî êóìåíòîîáî-

ðîòà áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü ðàáîò û ñèñòåìû íå
òîëüêî êà÷åñòâåííî, íî è êîëè÷åñòâåííî. Äëÿ ýòîãî áûëè èñïî ëüçîâàíû íàèáî-
ëåå îáúåêòèâíûå êðèòåðèè ôóíêöèîíàëüíîñòè [3]. Âñå êðèòåð èè ðàññìîòðèì â
òàáëèöàõ 4 � 10. Åñëè ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ, ñòàâèì ïëþñ, åñëè íåò
� ìèíóñ. Íåêîòîðûå ÿ÷åéêè òàáëèö ñîïðîâîæäàþòñÿ êîììåíòàð èÿìè.

Àíàëèçèðóÿ òàáëèöû 3 � 10, ìîæíî ñìåëî ñêàçàòü, ÷òî èññëåäóå ìûå òðè
ñèñòåìû ýëåêòðîííîãî äîêóìåíòîîáîðîòà ÿâëÿþòñÿ ñîâðåìåí íûìè è îñíàùå-
íû ïðàêòè÷åñêè âñåìè ôóíêöèÿìè. Îäíàêî, ïðîâåäÿ îïðîñ àäìè íèñòðàòèâíîãî
àïïàðàòà ïðåäïðèÿòèé, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî èññëåäóåìû å ñèñòåìû õîòü
è âíåäðåíû íà êðóïíåéøèõ òðåõ ïðîìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèÿõ Îì ñêà, íî äî
êîíöà íå àäàïòèðîâàíû. È íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïðåäïðèÿòèÿ ðàçí ûå ïî ñâîåé
ñòðóêòóðå è çíà÷èìîñòè, îíè ñòàëêèâàþòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøèòü ñëåäóþ-
ùèå çàäà÷è:

� íå õâàòàåò ïîäïðîãðàììû äîêóìåíòîó÷åòà. Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþ-
áîé èíæåíåðíî-òåõíè÷åñêèé ðàáîòíèê ìîæåò ñîçäàòü êàíöåëÿ ðñêèé äîêóìåíò
òèïà: èçâåùåíèå; ñëóæåáíàÿ çàïèñêà; òåõíè÷åñêîå ðåøåíèå;àêò è ò.ä. Âñå èñ-
ñëåäóåìûå ïðåäïðèÿòèÿ èìåþò áîëüøîé øòàò èíæåíåðíî-òåõíè ÷åñêèõ ðàáîò-
íèêîâ. Ïîýòîìó î÷åíü òðóäíî îòñëåäèòü íóìåðàöèþ, ñîçäàíèå è àííóëèðîâàíèå
ýòèõ äîêóìåíòîâ;

� ïðîáëåìû ñ ïåðåäà÷åé ôàéëîâ â àðõèâ. Ðàçðàáîò÷èê ÷àñòî ñîç äàåò äîêó-
ìåíò, ìèíóÿ ôàéë-ñåðâåð;

� ïðîáëåìû çàùèòû è âíåäðåíèÿ ÝÖÏ è ò.ï.
Ðàçðàáîòàííûé íàìè ìîäóëü ¾Äîêóìåíòîó÷åò¿, êîòîðûé áåç îñ îáûõ òðóäíî-

ñòåé àäàïòèðóåòñÿ â îïèñàííûõ âûøå ñèñòåìàõ äîêóìåíòîîáîð îòà, ðåøàåò ýòè
ïðîáëåìû.

Îïèñàíèå ìîäóëÿ ìû äàäèì â ñëåäóþùåé ñòàòüå.
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