
Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 19, ñ. 85�96 ÓÄÊ 65.012.8ÒÅÎ�ÅÒÈÊÎ-��ÀÔÎÂÛÉ ÀÍÀËÈÇ �ÎËÅÂÎÉÏÎËÈÒÈÊÈ ÁÅÇÎÏÀÑÍÎÑÒÈÑ.Â. Áåëèì, Ñ.Þ. Áåëèì, Í.Ô. Áîãà÷åíêîÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ �îðìàëüíàÿ ìîäåëü ðîëåâîãî ðàçãðàíè÷åíèÿäîñòóïà. Ïðåäñòàâëåí êëàññîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ èåðàðõèè ðîëåé,ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ëèñòîâîãî ïðèíöèïà ðàñïðåäåëå-íèÿ ïîëíîìî÷èé â ðîëåâîé ïîëèòèêå áåçîïàñíîñòè. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòüïîñòðîåíèÿ äàííîé ïîëèòèêè íà ïðîèçâîëüíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðà�åðîëåé.Ïðîáëåìà ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà ê äàííûì ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ýëåìåíòîìñèñòåì áåçîïàñíîñòè êîìïüþòåðíîé èí�îðìàöèè. Àíàëèç òåîðåòè÷åñêèõ èññëå-äîâàíèé è ïðîãðàììíî-òåõíè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê â îáëàñòè èí�îðìàöèîííîé áåç-îïàñíîñòè ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ÷åòûðå îñíîâíûõ ïîäõîäà â ïîñòðîåíèè ïîëè-òèêè ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà [1℄: äèñêðåöèîííûå, ìàíäàòíûå, òåìàòè÷åñêèå èðîëåâûå ìîäåëè.Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðîëåâàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè. Ýòî îáóñëîâ-ëåíî òåì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïîëó÷èëà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå òåõíîëîãèÿ ðàáî-÷èõ ãðóïï ïîëüçîâàòåëåé â ñèñòåìàõ ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà, ÿâëÿþùàÿñÿ óïðî-ùåííûì âàðèàíòîì ðîëåâîé ïîëèòèêè, òîãäà êàê �îðìàëüíàÿ ðîëåâàÿ ìîäåëüèçó÷åíà íåäîñòàòî÷íî ïîëíî.1. �îëåâàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè�àññìîòðèì áàçîâóþ ìîäåëü ðîëåâîãî ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà [1, 2℄, õàðàêòåðè-çóþùóþñÿ íåèçìåííûìè óñòàíîâêàìè ñèñòåìû áåçîïàñíîñòè. Âûäåëèì îñíîâ-íûå ýëåìåíòû, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ äàëüíåéøåãî îïèñàíèÿ.Îñíîâíûå ìíîæåñòâà:1. U � ìíîæåñòâî ïîëüçîâàòåëåé ñèñòåìû.2. R � ìíîæåñòâî ðîëåé, âîçìîæíûõ â ñèñòåìå.3. P � ìíîæåñòâî ïîëíîìî÷èé (ïðàâ) íà äåéñòâèÿ â ñèñòåìå.
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86 Ñ.Â. Áåëèì, Ñ.Þ. Áåëèì, Í.Ô. Áîãà÷åíêî. Òåîðåòèêî-ãðà�îâûé. . .Çàäàäèì îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå �óíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû ïîäóïðàâëåíèåì ðîëåâîé ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè:1. RP : R → 2P � ìíîæåñòâî ïîëíîìî÷èé äëÿ ðîëè, ïðè ýòîì ∀ p ∈ P ∃ r ∈
R : p ∈ RP (r).2. UR : U → 2R � ìíîæåñòâî ðîëåé, íà êîòîðûå ìîæåò áûòü àâòîðèçèðîâàíïîëüçîâàòåëü. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ðîëåé, íàêîòîðûå íå àâòîðèçèðîâàí íè îäèí ïîëüçîâàòåëü.Îïðåäåëåíèå 1. Èåðàðõèåé ðîëåé áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãîíåñòðîãîãî ïîðÿäêà, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå ðîëåé R. Ïðè ýòîì, åñëè r2 ≤ r1, òî

r1 íàõîäèòñÿ â èåðàðõèè ðîëåé ¾âûøå¿, ÷åì r2
1.Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ, èåðàðõèþ ðîëåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îðèåí-òèðîâàííîãî ãðà�à G = (R, E). Ìíîæåñòâî âåðøèí R � ýòî ìíîæåñòâî ðîëåé.Äóãà (r1, r2) ∈ E, åñëè â èåðàðõèè ðîëåé r2 ≤ r1
2.Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðîëåâîìó ðàçãðàíè÷åíèþ äîñòóïà, ïðè-íÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî èåðàðõèÿ ðîëåé èìååò âèä îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà [1, 2℄, âäàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü åãî äåðåâîì ðîëåé è îáîçíà÷àòü T = (R, E).Ïðè èåðàðõè÷åñêîì îòíîøåíèè ðîëåé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ïîñòðîåíèÿîòîáðàæåíèÿ RP , çàäàþùåãî ðàñïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà ïîëíîìî÷èé äëÿ ðîëåé,à èìåííî, âîçìîæíî ëè íàçíà÷åíèå îäíîãî è òîãî æå íàáîðà ïîëíîìî÷èé äâóìðîëÿì, íàõîäÿùèìñÿ â èåðàðõè÷åñêîì ïîä÷èíåíèè. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿåòñÿ ìå-õàíèçì íàñëåäîâàíèÿ ¾ñíèçó � ââåðõ¿: íàçíà÷åíèå ïîëíîìî÷èé íà÷èíàåòñÿ ñëèñòîâûõ âåðøèí � ëèñòîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïðàâ äîñòóïà . Äëÿ ýòîãî ñëó-÷àÿ âîçìîæíû òðè ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ RP [1℄:1. Ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêèé ëèñòîâîé ïîäõîä. Âñå ìíîæåñòâî ïîëíî-ìî÷èé ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà:

P =

k
⋃

i=1

Pi, ∀i, j ∈ {1, . . . , k} : Pi ∩ Pj = ∅. (1)Çäåñü k � êîëè÷åñòâî ëèñòîâûõ âåðøèí äåðåâà ðîëåé. Ïóñòü RL (RL ⊂ R) �ìíîæåñòâî ëèñòîâûõ âåðøèí. Êàæäîé ëèñòîâîé âåðøèíå äåðåâà ðîëåé ri îòîá-ðàæåíèå RP ñîïîñòàâëÿåò îäíî èç ïîäìíîæåñòâ Pi:
∀ri ∈ RL : RP (ri) = Pi. (2)1Íåîáõîäèìî òàêæå âûïîëíåíèå åùå îäíîãî óñëîâèÿ: ∀u ∈ U : (r, r′ ∈ R)∧(r ∈ UR(u))∧(r′ ≤

r) ⇒ (r′ ∈ UR(u)). Òî åñòü âìåñòå ñ çàäàííîé ðîëüþ ïîëüçîâàòåëü äîëæåí áûòü àâòîðèçèðîâàíè íà âñå ðîëè, êîòîðûå ëåæàò â èåðàðõèè íèæå.2Åñëè ñëåäîâàòü ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé ãðà�è÷åñêîãî ÿçûêà ìîäåëèðîâàíèÿ UML (Uni�edModeling Language), ïîçâîëÿþùåãî ïðåäñòàâëÿòü ðàçëè÷íûå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûå ïðî-åêòû â åäèíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, òî äóãó íàäî îðèåíòèðîâàòü îò ìëàäøåé ðîëè r′ � ê ñòàðøåé r.×òîáû ñîõðàíèòü òåðìèíîëîãèþ òåîðèè ãðà�îâ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äóãè íàïðàâëåíû îò ñòàð-øèõ ðîëåé � ê ìëàäøèì. Î÷åâèäíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ îòíîøåíèå ïîðÿäêà, çàäàþùåå èåðàðõèþðîëåé, è ñîîòâåòñòâóþùèé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà� îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 87Ïîëíîìî÷èÿ îñòàëüíûõ (íåëèñòîâûõ) âåðøèí äåðåâà ðîëåé îïðåäåëÿþòñÿ êàêîáúåäèíåíèå ïîëíîìî÷èé íåïîñðåäñòâåííî ïîä÷èíåííûõ èì ðîëåé:
∀r /∈ RL : RP (r) =

⋃

r′∈Ch(r)

RP (r′), (3)ãäå Ch(r) � ïîëíûé íàáîð ñûíîâåé âåðøèíû r.2. Íåòàêñîíîìè÷åñêèé ëèñòîâîé ïîäõîä. Ïîëíîìî÷èÿ íåïîñðåäñòâåí-íî ïîëó÷àþò òàêæå òîëüêî ëèñòîâûå ðîëè, à ïîëíîìî÷èÿ îñòàëüíûõ ðîëåé ïî-ëó÷àþòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîëíîìî÷èé ñûíîâåé. Îäíàêî äîïóñêàåòñÿ íåïóñòîå ïå-ðåñå÷åíèå ïîëíîìî÷èé ëèñòîâûõ ðîëåé:
P =

k
⋃

i=1

Pi, ∃i, j ∈ {1, . . . , k} : Pi ∩ Pj 6= ∅. (4)3. Èåðàðõè÷åñêèé îõâàòíûé ëèñòîâîé ïîäõîä. Â íàáîð ïîëíîìî÷èéñòàðøèõ ðîëåé íåïîñðåäñòâåííî âêëþ÷àþòñÿ (äîáàâëÿþòñÿ) òîëüêî òå ïîëíî-ìî÷èÿ, êîòîðûå íå âîøëè â íàáîðû ïîëíîìî÷èé ïîä÷èíåííûõ ðîëåé.Çà ñ÷åò èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû, âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ â èòîãîâîì íàáîðåïîëíîìî÷èé ïðèñóòñòâóþò âñå ïîëíîìî÷èÿ ïîä÷èíåííûõ ðîëåé.2. �àçáèåíèå ðîëåé íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòèÏóñòü èåðàðõèÿ ðîëåé çàäàíà â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî äåðåâà T = (R, E).Îïðåäåëèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ëèñòîâûõ âåðøèí RL äåðåâà ðîëåé T íà kïîäìíîæåñòâ:
RL =

k
⋃

i=1

R
(i)
L , ∀i, j ∈ {1, . . . , k} : R

(i)
L ∩ R

(j)
L = ∅. (5)Äàííîå ðàçáèåíèå çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè RL

∽ íà ìíîæåñòâå ëèñòî-âûõ âåðøèí.�àññìîòðèì òåïåðü êëàññîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïðàâ äîñòóïà . Ïóñòü äâåðîëè, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ëèñòîâûõ âåðøèí, èìåþòîäèíàêîâûå ïðàâà:
∀r1, r2 ∈ RL : (r1

RL

∽ r2) ⇒ (RP (r1) = RP (r2)). (6)Êàê è äëÿ òðàäèöèîííîãî ëèñòîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîìî÷èé, âîçìîæíû òðèàëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ RP íà âñåì ìíîæåñòâå ðîëåé R.1. Ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêèé êëàññîâûé ïîäõîä. �àçîáúåì ìíîæåñòâî
P íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ïî ÷èñëó êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ëè-ñòîâûõ âåðøèí äåðåâà ðîëåé:

P =

k
⋃

i=1

Pi, ∀i, j ∈ {1, . . . , k} : Pi ∩ Pj = ∅. (7)



88 Ñ.Â. Áåëèì, Ñ.Þ. Áåëèì, Í.Ô. Áîãà÷åíêî. Òåîðåòèêî-ãðà�îâûé. . .�àñïðåäåëåíèå ïðàâ, îïðåäåëÿþùååñÿ îòîáðàæåíèåì RP : R → 2P , çàäàäèìäëÿ ëèñòîâûõ âåðøèí â ñëåäóþùåì âèäå:
∀r ∈ R

(i)
L : RP (r) = Pi. (8)Äëÿ íåëèñòîâûõ âåðøèí ìíîæåñòâî ïðàâ áóäåì îïðåäåëÿòü êàê îáúåäèíåíèåïðàâ âñåõ âåðøèí, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñûíîâüÿìè äàííîé âåðøèíû:

∀r /∈ RL : RP (r) =
⋃

r′∈Ch(r)

RP (r′). (9)Çäåñü, êàê è ïðåæäå, ÷åðåç Ch(r) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ ñûíîâåé âåðøè-íû r.2. Íåòàêñîíîìè÷åñêèé êëàññîâûé ïîäõîä. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìóñëó÷àþ, ðàïðåäåëåíèå ïðàâ èçíà÷àëüíî ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ìåæäó ëèñòîâûìèâåðøèíàìè, íî ìíîæåñòâà ïðàâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ëèñòîâûõâåðøèí ìîãóò ïåðåñêàòüñÿ.3. Èåðàðõè÷åñêèé îõâàòíûé êëàññîâûé ïîäõîä. �àñïðåäåëåíèå ïðàâïðîèçâîäèòñÿ ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ëèñòîâûõ âåðøèí è ïåðåäàåòñÿïî èåðàðõè÷åñêèì ïðèíöèïàì. Íî, êðîìå òîãî, íåëèñòîâûå âåðøèíû, óíàñëåäî-âàâøèå îäèíàêîâûå íàáîðû ïðàâ, ìîãóò îäíîâðåìåííî ïîëó÷àòü äîïîëíèòåëü-íûå ïðàâà.Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé èç òðåõ ëèñòîâûõ ïîäõîäîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíî-ìî÷èé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññîâîãî ïîäõîäà ïðèóñëîâèè: |R(i)
L | = 1, ãäå {R

(i)
L }k

i=1 � íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ëèñòîâûõâåðøèí, äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäàÿ ëèñòîâàÿ âåðøèíà îáðàçóåò îòäåëüíûé êëàññðàçáèåíèÿ.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçáèåíèå ëèñòîâûõ âåðøèí äåðåâà ðîëåé âìåñòå ñ ïðàâè-ëàìè ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿRP ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå âñåãî ìíîæåñòâà ðîëåé.Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ñ÷èòàòü äâå ðîëè ýêâèâàëåíòíûìè , åñëè îíè íàäå-ëåíû îäèíàêîâûìè ïðàâàìè:
∀r1, r2 ∈ R : (RP (r1) = RP (r2)) ⇒ (r1

RP
∽ r2). (10)Îïðåäåëåíèå 3. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè RP

∽ çàäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàðîëåé R. Ïîëó÷åííûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ðîëåé áóäåì íàçûâàòü RP -êëàñ-ñàìè .Îïðåäåëåíèå 4. Êàæäîìó óçëó r äåðåâà ðîëåé ïðèïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèéäàííîé ðîëè íàáîð ïîëíîìî÷èé RP (r). �åçóëüòèðóþùåå ïîìå÷åííîå äåðåâî ðî-ëåé íàçîâåì RP -äåðåâîì .Èòàê, â RP -äåðåâå â îäèí RP -êëàññ ïîïàäàþò âåðøèíû, ïîìå÷åííûå îäíèìè òåì æå íàáîðîì ïîëíîìî÷èé.Îáîçíà÷èì ÷èñëî RP -êëàññîâ ÷åðåç K, à ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòèëèñòîâûõ âåðøèí ÷åðåç k. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ñòðîãîãî òàêñîíîìè÷åñêîãîêëàññîâîãî ïîäõîäà K > k. Ïðè äâóõ äðóãèõ ïîäõîäàõ âîçìîæíî ïîëó÷èòü K <
k â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà íåñêîëüêî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ëèñòîâûõ âåðøèííàäåëÿþòñÿ îäíèì è òåì æå íàáîðîì ïîëíîìî÷èé.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 893. Îïòèìàëüíûå RP -äåðåâüÿÎïðåäåëåíèå 5. RP -äåðåâî íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì , åñëè íà íåì ñóùå-ñòâóåò ðîâíî îäèí RP -êëàññ: K = 1.Íàïðèìåð, âûðîæäåííûì ÿâëÿåòñÿ RP -äåðåâî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îðè-åíòèðîâàííóþ öåïü â ñëó÷àå ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêîãî êëàññîâîãî ïîäõîäà.Îïðåäåëåíèå 6. RP -äåðåâî íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì , åñëè êîëè÷åñòâî çà-äàííûõ íà íåì RP -êëàññîâ ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí: K = |R|.Çàìåòèì, ÷òî íåîïòèìàëüíîñòü ìîæåò áûòü ïðèñóùà íå òîëüêî RP -äåðåâüÿì, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå êëàññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîìî÷èé. Îíàìîæåò ïîÿâèòüñÿ è ïðè ëèñòîâîì ïîñòðîåíèè îòîáðàæåíèÿ RP .Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îïòèìàëüíîñòè RP -äåðåâà íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òî-áû â íà÷àëüíîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà ëèñòîâûõ âåðøèí êàæäûé ëèñò ñîñòàâëÿëîòäåëüíûé êëàññ (èñïîëüçîâàëîñü ëèñòîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîìî÷èé). Äàëååðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.Òåîðåìà 1. Ïðè ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêîì ëèñòîâîì ïîäõîäå ðàñïðåäåëåíèÿïðàâ RP -äåðåâî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëó-ñòåïåíü èñõîäà (÷èñëî èñõîäÿùèõ äóã) êàæäîé íåëèñòîâîé âåðøèíû íå ìåíüøåäâóõ:
∀r /∈ RL : d−(r) > 2. (11)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü RP -äåðåâî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Òîãäà

∀r1, r2 ∈ R : (r1 6= r2) ⇒ (RP (r1) 6= RP (r2)). (12)Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ∃r1 /∈ RL : d−(r1) < 2, ñëåäîâàòåëüíî, d−(r1) = 1. Òîãäàâåðøèíà r1 èìååò ðîâíî îäíîãî ñûíà, îáîçíà÷èì åãî r2. Ñîãëàñíî ïðàâèëàìñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêîãî ëèñòîâîãî ïîäõîäà: RP (r1) = RP (r2) � ïðîòèâîðå÷èå.Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (11). �àññìîòðèì äâå ðàçëè÷íûå âåð-øèíû r1, r2 ∈ R. Íàäî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (12). Çàìåòèì, ÷òîòðåáîâàíèå (11) âëå÷åò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:
∀r1, r2 ∈ R : (r1 6= r2) ⇒ (RL(r1) 6= RL(r2)), (13)ãäå RL(ri) � ïîòîìêè âåðøèíû ri, ÿâëÿþùèåñÿ ëèñòîâûìè âåðøèíàìè â ñëó÷àå,êîãäà ri /∈ RL, ëèáî ñàìà âåðøèíà ri, åñëè îíà ëèñòîâàÿ. Äàííîå óòâåðæäåíèåî÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç àöèêëè÷íîñòè ïðèíÿòîé èåðàðõèè ðîëåé (T �äåðåâî). Ñîãëàñíî ââåäåííîé ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé, ïðè ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêîìëèñòîâîì ïîäõîäå:

∀r ∈ R : RP (r) =
⋃

r′∈RL(r)

RP (r′) (14)è
∀r′, r′′ ∈ RL : (r′ 6= r′′) ⇒ (RP (r′) ∩ RP (r′′) = ∅). (15)
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∀r1, r2 ∈ R : (r1 6= r2) ⇒





⋃

r′∈RL(r1)

RP (r′) 6=
⋃

r′∈RL(r2)

RP (r′)



 . (16)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (14), ïîëó÷àåì óñëîâèå (12). �Òåîðåìà 2. Ïðè íåòàêñîíîìè÷åñêîì ëèñòîâîì ïîäõîäå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðàâ,
RP -äåðåâî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëóñòåïåíüèñõîäà êàæäîé íåëèñòîâîé âåðøèíû íå ìåíüøå äâóõ (âûïîëíåíî óñëîâèå (11))è ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïðàâ P íà ïîäìíîæåñòâà Pi ïðîèçâåäåíî òàêèì îáðà-çîì, ÷òî

∀j ∈ {1, . . . , k} : Pj *
k
⋃

i=1,i6=j

Pi. (17)Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðå-ìå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèå (15) çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì (17).Ïóñòü I1, I2 ⊆ {1, . . . , k} : (I1 6= I2), òîãäà ∃j : (j ∈ I1) ∧ (j /∈ I2). Ñîãëàñíî (17):
Pj 6⊆

⋃

i∈I2
Pi, ñëåäîâàòåëüíî, ⋃i∈I1

Pi *
⋃

i∈I2
Pi. Â ðåçóëüòàòå:

∀I1, I2 ⊆ {1, . . . , k} : (I1 6= I2) ⇒

(

⋃

i∈I1

Pi 6=
⋃

i∈I2

Pi

)

. (18)Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî (13) è òî, ÷òî ∀ri ∈ RL : RP (ri) = Pi,ïîëó÷àåì (16) è, êàê ñëåäñòâèå, (12). �Îòìåòèì, ÷òî ïðè èåðàðõè÷åñêîì îõâàòíîì ëèñòîâîì ïîäõîäå îïòèìàëüíûììîæåò áûòü RP -äåðåâî ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû (íàïðèìåð, îðèåíòèðîâàííàÿöåïü) çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íåëèñòîâûå âåðøèíû íå òîëüêî íàñëåäóþò ïðàâà, íî èïîëó÷àþò èõ íåïîñðåäñòâåííî.4. �àñøèðåíèå è îïòèìèçàöèÿ RP -äåðåâüåâÂ äàëüíåéøåì âûáðàííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ RP áóäåì óêàçû-âàòü â íàçâàíèè RP -äåðåâà.Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü T � RP -äåðåâî. RP -õàðàêòåðèñòèêîé T íàçûâàåòñÿñïåöè�èêàöèÿ, óêàçûâàþùàÿ, êàêîé èìåííî ïîäõîä áûë ïðèìåíåí ïðè ïîñòðî-åíèè îòîáðàæåíèÿ RP :1. Äåðåâî T íàçûâàåòñÿ òàêñîíîìè÷åñêèì (èëè íåòàêñîíîìè÷åñêèì, èëèîõâàòíûì), åñëè ïðè ðàñïðåäåëåíèè ïðàâ áûë èñïîëüçîâàí ñòðîãî òàêñî-íîìè÷åñêèé (èëè íåòàêñîíîìè÷åñêèé, èëè èåðàðõè÷åñêèé îõâàòíûé) ïîä-õîä.2. Åñëè âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî áûëî èñïîëüçîâàíî ëèñòîâîå (êëàññîâîå)ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîìî÷èé, òî T � ëèñòîâîå (êëàññîâîå) äåðåâî.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 91Îïðåäåëåíèå 8. �àñøèðåíèå RP -äåðåâà T � ýòî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ RP -äåðåâà T ′, òàêîãî, ÷òî1. T ÿâëÿåòñÿ ïîäãðà�îì T ′.2. ∀r ∈ RT : RPT (r) = RPT ′(r) � ìíîæåñòâî RP -êëàññîâ T ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-æåñòâîì ìíîæåñòâà RP -êëàññîâ T ′.Òåîðåìà 3. Ïðîèçâîëüíîå RP -äåðåâî ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî äî òàêñîíîìè-÷åñêîãî (â îáùåì ñëó÷àå êëàññîâîãî) RP -äåðåâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå RP -äåðåâî. Ïîñòðîèì èñêîìîå RP -äåðåâî T ′. Âñå âåðøèíû, äóãè è ïîëíîìî÷èÿ äåðåâà T ïåðåíåñåì â äåðåâî T ′.Òåì ñàìûì óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 8 áóäóò âûïîëíåíû.Ïóñòü êàæäîé ëèñòîâîé âåðøèíå ri ñîïîñòàâëåí íàáîð ïîëíîìî÷èé Pi =
{pi1, . . . , pimi

}. Åñëè |Pi| = mi > 1, òî â äåðåâå T ′ ê ýòîé âåðøèíå ïðèñî-åäèíèì mi ëèñòîâûõ âåðøèí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ áóäåò íàäåëåíà ïðàâîì pij(j ∈ {1, . . . , mi}).Äâèãàÿñü ïî äåðåâó T ′ îò ëèñòüåâ ê êîðíþ, êàæäóþ íåëèñòîâóþ âåðøèíó rïîïîëíèì ñûíîâüÿìè-ëèñòüÿìè ïî ÷èñëó ïîëíîìî÷èé èç íàáîðà RP (r) äåðåâà
T , êîòîðûå íå áûëè óíàñëåäîâàíû (êàæäîé íîâîé âåðøèíå ïðèïèøåì ñîîòâåò-ñòâóþùåå ïðàâî).Â ðåçóëüòàòå â äåðåâå T ′ êàæäàÿ íåëèñòîâàÿ âåðøèíà íå ïîëó÷àåò íè îäíîãîïîëíîìî÷èÿ íåïîñðåäñòâåííî, à ëèøü íàñëåäóåò èõ îò ñûíîâåé:

∀r /∈ RL : RP (r) =
⋃

r′∈Ch(r)

RP (r′). (19)Êàæäîé ëèñòîâîé âåðøèíå äåðåâà T ′ ïðèïèñàíî îäíî-åäèíñòâåííîå ïîëíîìî÷èå.Îáúåäèíÿÿ ëèñòîâûå âåðøèíû ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì RP (r) = {pi} â îäèíêëàññ ðàçáèåíèÿ ëèñòîâûõ âåðøèí R
(i)
L , ïîëó÷àåì:

∀r ∈ R
(i)
L : RP (r) = {pi} = Pi, ∀i, j ∈ {1, . . . , k} : Pi ∩ Pj = ∅. (20)Èòàê, îòîáðàæåíèå RP óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì ñòðîãî òàêñîíîìè÷å-ñêîãî êëàññîâîãî ïîäõîäà, ñëåäîâàòåëüíî, T ′ � òàêñîíîìè÷åñêîå RP -äåðåâî (ñì.ðèñ. 1). ��àñøèðÿÿ RP -äåðåâî, ìû òåì ñàìûì ñòðîèì íîâóþ ðîëåâóþ ïîëèòèêó, íà-ñëåäóþùóþ âñå ðîëè è èõ èåðàðõèþ èç èñõîäíîé ìîäåëè.Â ñèëó òåîðåìû 3, îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ êëàññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîë-íîìî÷èé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ íåòàêñîíîìè÷åñêèõ èëè îõâàòíûõ

RP -äåðåâüåâ äî ñòðîãî òàêñîíîìè÷åñêèõ êëàññîâûõ, òî åñòü âîçìîæíà ñìåíàïðîèçâîëüíîé RP -õàðàêòåðèñòèêè äåðåâà íà òàêñîíîìè÷åñêóþ. Íî, ê ñîæàëå-íèþ, ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè, êàê ïðàâèëî, óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðîëåé(è RP -êëàññîâ) â ñèñòåìå.Â ïðîòèâîâåñ ðàñøèðåíèþ RP -äåðåâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â íåêîòîðîìñìûñëå îáðàòíóþ îïåðàöèþ. Åñëè âRP -äåðåâå íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí RP -êëàññ,
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{1,2} {1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{1,2} {1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{1}

{4}{4}

{5}{3}{2}{2}{2} {1}{1}�èñ. 1. Îõâàòíîå êëàññîâîå RP -äåðåâî T (ñëåâà) ðàñøèðåíî äî òàêñîíîìè÷åñêîãî êëàññîâîãî
RP -äåðåâà T ′ (ñïðàâà)ñîäåðæàùèé íåñêîëüêî ðîëåé, òî äåðåâî íå îïòèìàëüíî, à ýòî ñâèäåòåëüñòâóåòî íàëè÷èè â ïîëèòèêå áåçîïàñíîñòè ¾äóáëèðóþùèõ¿ ðîëåé. Åñòåñòâåííî ïîïû-òàòüñÿ ïðåîáðàçîâàòü èåðàðõèþ ðîëåé òàê, ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùåå RP -äåðåâîñòàëî îïòèìàëüíûì è ïðè ýòîì íå èçìåíèëîñü ìíîæåñòâî RP -êëàññîâ ñèñòåìû.Îïðåäåëåíèå 9. Äâà RP -äåðåâà T è T ′ ýêâèâàëåíòíû , åñëè ìíîæåñòâà èõ

RP -êëàññîâ ñîâïàäàþò (ñîâïàäàþò ðàçëè÷íûå íàáîðû ïîëíîìî÷èé, âñòðå÷àþ-ùèåñÿ â ñòðóêòóðå).Íàïðèìåð, åñëè â RP -äåðåâå T íà ðèñóíêå 1 óäàëèòü ëåâîå ðåáðî, òî ïî-ëó÷èì RP -äåðåâî, çàäàþùåå óæå äðóãóþ èåðàðõèþ ðîëåé, íî ýêâèâàëåíòíîåèñõîäíîìó.Îïðåäåëåíèå 10. Îïòèìèçàöèÿ RP -äåðåâà T � ýòî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ RP -äåðåâà T ′ òàêîãî, ÷òî1. T ′ ýêâèâàëåíòíî T .2. T ′ � îïòèìàëüíîå RP -äåðåâî.Çàìåòèì, ÷òî RP -äåðåâî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèè, áóäåò ëè-ñòîâûì â ñèëó îïòèìàëüíîñòè.Ïîïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû. Ëþáîå ëè RP -äåðåâî ïîääà-åòñÿ îïòèìèçàöèè? Êàê ïðè ýòîì âåäåò ñåáÿ RP -õàðàêòåðèñòèêà äåðåâà?Åñëè RP -äåðåâî ÿâëÿåòñÿ ëèñòîâûì è âåðøèíû â ïðåäåëàõ îäíîãî RP -êëàññà íå ñâÿçàíû äóãàìè (èíà÷å äîñòàòî÷íî ïðîèçâåñòè ïîïàðíîå ñòÿãèâàíèåòàêèõ âåðøèí, êàê ýòà îïåðàöèÿ ïîíèìàåòñÿ â òåîðèè ãðà�îâ [3℄), òî äîáèòüñÿîïòèìàëüíîñòè â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî çà ñ÷åò ïåðåñòðîéêè äðåâîâèäíîé ñòðóê-òóðû è èçìåíåíèÿ RP -õàðàêòåðèñòèêè íà îõâàòíóþ. Ýòîò ïîäõîä íå ñòîëü èí-òåðåñåí, òàê êàê, èñõîäÿ èç ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, æåëàòåëüíî ïîëó÷èòüýêâèâàëåíòíîå îïòèìàëüíîå òàêñîíîìè÷åñêîå RP -äåðåâî.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 935. �îëåâàÿ ïîëèòèêà áåçîïàñíîñòè íà ïðîèçâîëüíîì îðè-åíòèðîâàííîì ãðà�åÏîëó÷åíèå ýêâèâàëåíòíîé îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû ñ òîé æå RP -õàðàêòåðèñòè-êîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì çà ñ÷åò îòêàçà îò äðåâîâèäíîñòè è ïîñòðîåíèÿýêâèâàëåíòíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à, çàäàþùåãî èåðàðõèþ ðîëåé.Òåîðåìà 4. Îðèåíòèðîâàííûé ãðà� çàäàåò èåðàðõèþ ðîëåé (ÿâëÿåòñÿ îðãðà-�îì ðîëåé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì îòñóòñòâóþò îðèåíòèðîâàí-íûå öèêëû.Äîêàçàòåëüñòâî. Îòñóòñòâèå îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, à èìåííî ñâîéñòâ òðàí-çèòèâíîñòè è àíòèñèììåòðè÷íîñòè. �Çàìåòèì, ÷òî â îðãðà�å áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ íàéäåòñÿ êàê ìèíèìóìîäèí ñòîê (âåðøèíà ñ íóëåâîé ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà: d−(ti) = 0) è êàê ìèíèìóìîäèí èñòî÷íèê (âåðøèíà ñ íóëåâîé ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà: d+(s) = 0). Äàëååáóäåì ðàññìàòðèâàòü îðèåíòèðîâàííûå ãðà�û ñ îäíèì èñòî÷íèêîì.�àñïðåäåëåíèå ïðàâ ïî ïðîèçâîëüíîìó îðãðà�ó ðîëåé, òàê æå êàê è ïî äå-ðåâó ðîëåé, ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ îäíèì èç òðåõ ñïîñîáîâ. Ïðè ýòîì ïîñòðîåíèåîòîáðàæåíèÿ RP íà÷èíàåòñÿ ëèáî ñî ñòîêîâ (ëèñòîâîå ðàñïðåäåëåíèå), ëèáî ñêëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, íà êîòîðûå ðàçáèòû ñòîêè (êëàññîâîå ðàñïðåäåëåíèå).Îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîñòè, ðàñøèðÿåìîñòè, ýêâèâàëåíòíîñòè è îïòèìèçà-öèè î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé RP -îðãðà�à (ïîìå÷åííîãî îð-ãðà�à ðîëåé).Òåîðåìà 5. Ïðîèçâîëüíîå RP -äåðåâî ìîæåò áûòü îïòèìèçèðîâàíî äî RP -îðãðà�à.Äîêàçàòåëüñòâî. Â RP -äåðåâå äîñòàòî÷íî ñêëåèòü âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ýêâèâàëåíòíûì ðîëÿì, åñëè îíè íå ñîåäèíåíû äóãàìè, ëèáî ïîïàðíî ñòÿ-íóòü, åñëè òàêèå äóãè èìåþòñÿ (îïåðàöèè ñêëåéêè è ñòÿãèâàíèÿ âåðøèí ïî-íèìàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè òåîðèè ãðà�îâ [3℄). Â ðåçóëüòàòåìíîæåñòâî RP -êëàññîâ îñòàíåòñÿ ïðåæíèì, íî îðãðà� áóäåò îïòèìàëüíûì (ñì.ðèñ. 2). �Ñëåäñòâèå 5.1. Èç àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî îïòèìàëüíîãî
RP -îðãðà�à G íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ðÿä ñâîéñòâ ýòîé ñòðóêòóðû:1. G èìååò îäèí èñòî÷íèê s.2. ×èñëî ñòîêîâ ti â G ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êëàññîâ ðàçáèåíèÿ R

(i)
L ëèñòîâûõâåðøèí èñõîäíîãî RP -äåðåâà T .3. Åñëè èñõîäíîå RP -äåðåâî T ÿâëÿëîñü îïòèìàëüíûì, òî G = T .4. G � ëèñòîâîé RP -îðãðà�.
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{1,2} {1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{1}

{4}{4}

{5}{3}{2}{2}{2} {1}{1}

{1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{4}

{5}{3}{2}{1}�èñ. 2. Òàêñîíîìè÷åñêîå êëàññîâîå RP -äåðåâî T (ñëåâà) îïòèìèçèðîâàíî äî ëèñòîâîãîòàêñîíîìè÷åñêîãî RP -îðãðà�à G (ñïðàâà)Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè èñõîäíîå RP -äåðåâî òàêñîíîìè÷åñêîå, òî ïîñòðîåííûéïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó ýêâèâàëåíòíûé îïòèìàëüíûé RP -îðãðà� òàê-æå òàêñîíîìè÷åñêèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòÿãèâàíèå äâóõ âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêâèâàëåíòíûìðîëÿì, ïî äóãå èõ ñîåäèíÿþùåé íå èçìåíÿåò RP -õàðàêòåðèñòèêó. Ïðè ñêëåéêåâåðøèí èç îäíîãî RP -êëàññà ðåçóëüòèðóþùèé íàáîð ñûíîâåé áóäåò ðàñïðåäåëåíïî òåì æå RP -êëàññàì, ÷òî è â èñõîäíîì RP -äåðåâå � òåì ñàìûì ñîõðàíèòñÿòàêñîíîìè÷íîñòü ñòðóêòóðû. �Ñëåäñòâèå 5.3. Åñëè èñõîäíîå RP -äåðåâî íåòàêñîíîìè÷åñêîå, òî ïîñòðîåí-íûé ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó ýêâèâàëåíòíûé îïòèìàëüíûé RP -îðãðà�òàêæå íåòàêñîíîìè÷åñêèé.Ñëåäñòâèå 5.4. Åñëè èñõîäíîå RP -äåðåâî îõâàòíîå, òî ïîñòðîåííûé ïî ïðåä-ëîæåííîìó àëãîðèòìó ýêâèâàëåíòíûé îïòèìàëüíûé RP -îðãðà� ìîæåò îêà-çàòüñÿ îõâàòíûì, íåòàêñîíîìè÷åñêèì èëè òàêñîíîìè÷åñêèì.Îáîáùàÿ âûøåñêàçàííîå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âîçìîæíóþ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ïîñòðîåíèÿ ðîëåâîé ïîëèòèêè áåçîïàñíîñòè:1. Èñõîäÿ èç ñîäåðæàòåëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ïîñòðîèòü RP -äåðåâî T1(ëèñòîâîå èëè êëàññîâîå).2. Pàñøèðèòü T1 äî òàêñîíîìè÷åñêîãî (â îáùåì ñëó÷àå êëàññîâîãî) RP -äåðåâà T2 (ñì. òåîðåìó 3).3. Ïðåîáðàçîâàòü T2 â ýêâèâàëåíòíûé îïòèìàëüíûé òàêñîíîìè÷åñêèé RP -îðãðà� T3 (ñì. òåîðåìó 5).Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ ðîëåâóþ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîìî÷èé ìîæíîðàñøèðèòü äî ïîëèòèêè, â êîòîðîé èåðàðõèÿ ðîëåé çàäàíà îðãðà�îì áåç îðè-åíòèðîâàííûõ öèêëîâ, ðîëè ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðîãî òàêñîíîìè-÷åñêèì ëèñòîâûì ïîäõîäîì è RP -ñòðóêòóðà îïòèìàëüíà.Îêàçûâàåòñÿ, ïðåäëîæåííûé â òåîðåìå 5 àëãîðèòì îáðàòèì: ïî ïðîèçâîëü-íîìó RP -îðãðà�ó ìîæíî ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíîå (íî íå îáÿçàòåëüíî îïòè-ìàëüíîå) RP -äåðåâî.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 95Òåîðåìà 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî RP -îðãðà�à ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîå åìó
RP -äåðåâî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí RP -îðãðà� G. Áóäåì ñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ åìó
RP -ñòðóêòóðó T . Íà ïåðâîì øàãå êàæäîìó ñòîêó ti îðãðà�à G ñîïîñòàâëÿåì
d+(ti) ëèñòüåâ â T (¾îðèãèíàë¿ è (d+(ti)−1) ¾äóáëåé¿). Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåò-ñÿ ðàñùåïëåíèåì âåðøèíû (åñëè ïîëóñòåïåíü çàõîäà ðàâíà åäèíèöå, òî èìååòñÿòîëüêî ¾îðèãèíàë¿).Äàëåå, äâèãàÿñü ïî îðãðà�ó G îò íèæíèõ ÿðóñîâ ê èñòî÷íèêó, ïîñëåäîâà-òåëüíî ðàñùåïëÿåì âñå âåðøèíû. ¾Îðèãèíàë¿ è ¾äóáëè¿ íàäåëÿåì òåìè æåïðàâàìè, ÷òî áûëè ó âåðøèíû èõ îáðàçóþùåé. Ê ¾îðèãèíàëó¿ ïðèñîåäèíÿåìóæå ñóùåñòâóþùèå âåðøèíû ñòðóêòóðû T èç òåõ, ÷òî íå èìåþò âõîäÿùèõ äóã,âîññòàíàâëèâàÿ ñûíîâåé ðàñùåïëÿåìîé âåðøèíû îðãðà�à G (òàêèå âåðøèíû â
T âñåãäà íàéäóòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ). Ê êàæäîìó ¾äóáëþ¿ äîáàâëÿåì âåðøèíûè äóãè òàê, ÷òîáû ïîäãðà�, ïîðîæäåííûé ¾äóáëåì¿, ïðåäñòàâëÿë ñîáîé êîïèþïîääåðåâà, ïîðîæäåííîãî ¾îðèãèíàëîì¿.Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì èåðàðõèÿ T ÿâëÿåòñÿ RP -äåðåâîìè çàäàåò òå æå RP -êëàññû, ÷òî è èñõîäíûé RP -îðãðà� G, òî åñòü åìó ýêâèâà-ëåíòíà (ñì. ðèñ. 3). �

{1,2} {1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{1}{2}{1} {5}{4}{3}{2}{1} {4}{2}

{1,2} {2,3} {1,5}

{1,2,3,4} {1,5,4}

{1,2,3,4,5}

{4}

{5}{3}{2}{1}�èñ. 3. RP -îðãðà� G (ñëåâà) è ýêâèâàëåíòíîå åìó RP -äåðåâî T (ñïðàâà)Ñëåäñòâèå 6.1. Êîëè÷åñòâî âåðøèí RP -äåðåâà T , ýêâèâàëåíòíîãî RP -îðãðà�ó G è ïîñòðîåííîãî ïî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â òåîðåìå, ðàâíî
∑

r∈RG

(

1 + (d+(r) − 1)|RT (r)|
)

, (21)ãäå RG � ìíîæåñòâî âåðøèí îðãðà�à G, RT (r) � ìíîæåñòâî âåðøèí ïîääåðå-âà, ïîðîæäåííîãî òîé âåðøèíîé äåðåâà T , êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå rîðãðà�à G.Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 6 äàåò âîçìîæíîñòü ñâåñòè èññëåäîâàíèå ðîëåâîé ïî-ëèòèêè áåçîïàñíîñòè íà ïðîèçâîëüíîì RP -îðãðà�å ê èçó÷åíèþ ýêâèâàëåíòíîãî
RP -äåðåâà.
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