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Copyright c© 2009 Å.Î. Õëûçîâ.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî.E-mail: hlyzov@gmail.com



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 291. Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿÔóíêöèþ, îòîáðàæàþùóþ çàäàííîå ìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíî-æåñòâ, áóäåì îáîçíà÷àòü P. Ïîä AB ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèéèç B â A. Îáîçíà÷åíèå ! äëÿ ñòðåëêè îòðàæàåò �àêò åå åäèíñòâåííîñòè. Äëÿ âû-ðàæåíèÿ ¾S1 òàêîå, ÷òî S2¿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåíèå ¾S1.S2¿. Èñòèíàè ëîæü îáîçíà÷àþòñÿ çíàêàìè ⊥ (false) è ⊤ (true) ñîîòâåòñòâåííî. Îáúÿñíåíèÿîñòàëüíûõ îáîçíà÷åíèé áóäóò äàíû ïî õîäó èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà.2. Íà÷àëüíûå îïðåäåëåíèÿÄëÿ ïîíèìàíèÿ ñëåäóþùèõ ïàðàãðà�îâ îò ÷èòàòåëÿ ïîòðåáóåòñÿ çíàíèå îñíîâ-íûõ îïðåäåëåíèé òåîðèè êàòåãîðèé. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìûé ìèíèìóì,äëÿ òîãî ÷òîáû ïîäîéòè ê ïîíÿòèþ ýëåìåíòàðíîãî òîïîñà. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãîîçíàêîìëåíèÿ ñ òåîðèåé êàòåãîðèé è òåîðèåé òîïîñîâ ðåêîìåíäóåòñÿ îáðàòèòüñÿê ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [1�3℄).Îïðåäåëåíèå 1. Êàòåãîðèÿ C âêëþ÷àåò â ñåáÿ:1. Êîëëåêöèþ îáúåêòîâ Ob(C).2. Êîëëåêöèþ ìîð�èçìîâ (ñòðåëîê) Mor(C).3. Äâå îïåðàöèè dom, cod : Mor(C)→ Ob(C), ñîïîñòàâëÿþùèå êàæäîìó ìîð-�èçìó f äâà îáúåêòà, íàçûâàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, îáëàñòüþ îïðåäåëå-íèÿ (äîìåíîì) è îáëàñòüþ çíà÷åíèé (êîäîìåíîì) ìîð�èçìà f .4. Îïåðàòîð êîìïîçèöèè ◦ : Mor(C) × Mor(C) → Mor(C), ñîïîñòàâëÿþ-ùèé êàæäîé ïàðå ìîð�èçìîâ 〈f, g〉, òàêèõ, ÷òî dom(g) = cod(f) ìîð�èçì
g ◦ f : dom(f)→ cod(g), òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí àññîöè-àòèâíîñòè:

h ◦ (f ◦ g) = (h ◦ f) ◦ g.5. Îïåðàòîð id : Ob(C) → Mor(C), ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó îáúåêòó A,òîæäåñòâåííûé ìîð�èçì idA : A → A, òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿçàêîí åäèíèöû:
idB ◦ f = f = f ◦ idA.Ïðèìåðû êàòåãîðèé:1. Set � îáúåêòû: ìíîæåñòâà, ñòðåëêè: âñå �óíêöèè ìåæäó ìíîæåñòâàìè.2. Top � îáúåêòû: òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ñòðåëêè: âñå íåïðåðûâíûå�óíêöèè.



30 Å.Î. Õëûçîâ. Ý��åêòèâíûé òîïîñ êàê ñèíòåòè÷åñêàÿ âñåëåííàÿ. . .3. N � îáúåêò: N (åäèíñòâåííûé), ñòðåëêè: îòîáðàæåíèÿ èç N â N. Êàæäàÿñòðåëêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàòóðàëüíîå ÷èñëî (c = m ◦ n = m + n ∈
Mor(N), ∀m,n ∈Mor(N)).Îïðåäåëåíèå 2 (Äåêàðòîâî çàìêíóòàÿ êàòåãîðèÿ). Êàòåãîðèÿ C äåêàðòîâî çà-ìêíóòà, åñëè îíà:1. Cîäåðæèò òåðìèíàëüíûé îáúåêò, ò.å. îáúåêò, ê êîòîðîìó êàæäûé îáúåêòêàòåãîðèè èìååò åäèíñòâåííóþ ñòðåëêó, èíà÷å ãîâîðÿ, óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî:
∃ 1 ∈ Ob(C) . ∀X ∈ Ob(C) ∃!f ∈ Mor(C) . cod(f) = 1, dom(f) = X. Â êàòå-ãîðèè Set ïðèìåðîì òåðìèíàëüíîãî îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ñ îäíèìýëåìåíòîì.2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâX, Y ∈ Ob(C) ñóùåñòâóåò îáúåêò X×Y ∈ Ob(C),êîòîðûé, âìåñòå ñ äâóìÿ ñòðåëêàìè prX : X × Y → X, prY : X × Y → Y ,îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ñòðåëîê f : C →
X, g : C → Y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà h : C → X × Y , òàêàÿ,÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:
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prXoo prY // YÒðîéêó < X × Y, prX , prY > íàçûâàþò êàòåãîðíûì ïðîèçâåäåíèåì Xè Y , à ñòðåëêè prX è prY íàçûâàþò ïðîåêöèÿìè. Â êàòåãîðèè Set êàòå-ãîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ.3. Êàòåãîðèÿ äîïóñêàåò ýêñïîíåíöèðîâàíèå, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ

X, Y ∈ Ob(C) ñóùåñòâóåò îáúåêò Y X ∈ Ob(C), íàçûâàåìûé ýêñïîíåíöèà-ëîì, è ñïåöèàëüíàÿ ñòðåëêà ev : Y X × X → Y , íàçûâàåìàÿ �óíêöèåéçíà÷åíèÿ, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà Z ∈ Ob(C) è ëþáîé ñòðåëêè
g : Z ×X → Y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà ĝ : Z → Y X , òàêàÿ, ÷òîñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:
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// YÂ êàòåãîðèè Set ýêñïîíåíöèàëîì Y X ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèéèç X â Y , à �óíêöèåé çíà÷åíèÿ � îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ïàðó (f ∈

Y X , X) â ìíîæåñòâî f(X).



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 31Îïðåäåëåíèå 3 (Êëàññè�èêàòîð ïîäîáúåêòîâ). �îâîðÿò, ÷òî êàòåãîðèÿ C òåðìèíàëüíûì îáúåêòîì 1 èìååò êëàññè�èêàòîð ïîäîáúåêòîâ Ω, åñëèñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà ⊤ : 1→ Ω è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî(Ω-àêñèîìà):Äëÿ êàæäîãî èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ (ìîíîñòðåëêè) f : A → B ñó-ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ χA : B → Ω, òàêàÿ, ÷òî: ⊤ ◦ ! = χf ◦ f . Íà ÿçûêåòåîðèè êàòåãîðèé ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå �îðìóëèðóåòñÿ â âèäå óòâåðæäåíèÿ,÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà (êîììóòàòèâíûå êâàäðàòû ïðèíÿòîíàçûâàòü äåêàðòîâûìè):
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// ΩÑòðåëêó χA ïðè ýòîì íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñòðåëêîé äëÿ A. Âêàòåãîðèè Set, Ω èìååò âèä {0,1}, à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ äëÿ ïîäìíî-æåñòâà A ⊂ B îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
χA(x) =

{

1, x ∈ A;

0, x /∈ A.Íàêîíåö ìû ïîäîøëè ê íàèáîëåå èíòåðåñóþùåìó íàñ ïîíÿòèþ òîïîñà. Ñëå-äóþùåå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî äàííîìó Â. Ëîâåðîì è Ì. Òèðíè â 1969 ãîäó:Îïðåäåëåíèå 4 (Òîïîñ). Äåêàðòîâî çàìêíóòàÿ êàòåãîðèÿ ñ êëàññè�èêàòîðîìïîäîáúåêòîâ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì òîïîñîì.Ñëîâî ¾ýëåìåíòàðíûé¿ ëèøü óêàçûâàåò íà ïðèðîäó äàííîãî òîïîñà,à òî÷íåå, íà åå îòëè÷èå îò èçâåñòíîãî äî íåãî òîïîñà �ðîòåíäèêà è âäàëüíåéøåì áóäåò îïóñêàòüñÿ.Ê ñîæàëåíèþ, áåç ïîëíîöåííîãî ââåäåíèÿ â òåîðèþ êàòåãîðèé ñëîæíî ïðè-âåñòè ïðèìåðû òîïîñîâ îòëè÷íûõ îò Set. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòåéøèìèòîïîñàìè, òàê èëè èíà÷å îáðàçîâàííûìè îò Set:1. Ñàìûì åñòåñòâåííûì ïðèìåðîì òîïîñà ÿâëÿåòñÿ ñàìà êàòåãîðèÿ Set (âîîá-ùå, òîïîñ ìîæíî ìûñëèòü êàê íåêîòîðîå îáîáùåíèå Set). Â îïðåäåëåíèÿõâûøå èìåííî ýòà êàòåãîðèÿ áûëà èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå íàãëÿäíîãî ïî-ñîáèÿ.2. Êàòåãîðèÿ Finset ÿâëÿåòñÿ ïîäêàòåãîðèåé êàòåãîðèè Set è â êà÷åñòâå îáú-åêòîâ ñîäåðæèò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Finset òàêæå ÿâëÿåòñÿ òîïîñîì �ýêñïîíåíöèàë, êëàññè�èêàòîð è êàòåãîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòðîÿòñÿ òàê æå,êàê â Set.



32 Å.Î. Õëûçîâ. Ý��åêòèâíûé òîïîñ êàê ñèíòåòè÷åñêàÿ âñåëåííàÿ. . .3. Êàòåãîðèÿ ïó÷êîâ ìíîæåñòâ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ òî-ïîñîì [5℄. Âîîáùå, êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ òîïîñîì, êàê êàòåãîðèÿïó÷êîâ ìíîæåñòâ îäíîòî÷å÷åíîãî ïðîñòðàíñòâà.Áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð òîïîñà, ïîçâîëÿþùåãî ðàáîòàòü ñ ¾ý��åêòèâíî êîí-ñòðóèðóåìûìè¿ ìíîæåñòâàìè è ¾ý��åêòèâíî âû÷èñëèìûìè¿ îòîáðàæåíèÿìè,áóäåò ðàññìîòðåí ÷óòü ïîçæå. Òîïîñû èíòåðåñåû òåì, ÷òî îíè ìîãóò âûñòóïàòüâ êà÷åñòâå îïèñàííîé â íà÷àëå ñòàòüè ñèíòåòè÷åñêîé âñåëåííîé. Âïåðâûå òàêèåýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû Ëîâåðîì, ÷òî ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ ñèíòåòè÷åñêîéäè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè [9, 10℄.3. Çàðîæäåíèå ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòèÂ ñâÿçè ñ òåì, ÷òî êàæäûé òîïîñ îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííîå ëîãè÷åñêîå èñ÷èñëå-íèå [2℄, óïîìèíàíèå î ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè (ÑÒÂ) ìîæíî âñòðå-òèòü åùå â 1986 ã. [12℄, ò.å. ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ ïîÿâëåíòåì ý��åê-òèâíîãî è ðåêóðñèâíîãî òîïîñîâ. Â òî âðåìÿ ÑÒÂ íå ïîëó÷èëà çíà÷èìîãîðàçâèòèÿ è ¾êàòåãîðè�èêàöèÿ¿ ïðèáëèæàëàñü ê òåîðèè âû÷èñëåíèé ïîñðåä-ñòâîì ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè äîìåíîâ � òåîðèè, ãäå ïðèìåíåíèå ñèíòåòè÷åñêîãîïîäõîäà ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ìíîãîîáåùàþùèå ðåçóëüòàòû [6, 13℄. Â 2005 ãîäóñëîâåíñêèé ìàòåìàòèê Àíäðåé Áàóåð âûñòóïèë ñ äîêëàäîì ¾Ïåðâûå øàãè âñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè¿, ãäå áûëà ñäåëàíà ïîïûòêà îïðåäåëèòüíà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ íîâîé òåîðèè, îïèðàÿñü íà óæå äîâîëüíî áîãàòûé îïûòíàðàáîòîê ñ âû÷èñëåíèÿìè â êàòåãîðèÿõ. Â êà÷åñòâå ìîäåëè îí ïðåäïî÷åë èñ-ïîëüçîâàòü ý��åêòèâíûé òîïîñ Eff , îïèñàííûé Ì. Õèëàíäîì â [8℄. Èíòåðåñíî,÷òî Eff ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì òîïîñîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ òîïîñîì �ðîòåíäèêà âîòëè÷èå îò ñâîåãî ¾êîíêóðåíòà¿ � ðåêóðñèâíîãî òîïîñà [12℄. Äàëåå ìû ¾âñêðî-åì¿ ÑÒÂ, ïðåäëîæåííóþ Áàóåðîì è ðàçáåðåì ñòðîåíèå Eff .4. Ñòðîåíèå êàòåãîðèè Eff�àññìîòðèì íîâóþ êàòåãîðèþ ¾ïðåäïîðÿäîê¿, îïðåäåëåííóþ òåì, ÷òî äëÿëþáûõ äâóõ åå îáúåêòîâ X, Y ∈ P ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ìîð�èçìà
f : X → Y . Íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ P (â ñëó÷àå, êîãäà ìîæíî ãîâîðèòü îñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ èìåííî êàê î ìíîæåñòâå, ò.å. êàòåãîðèÿ P ìàëà) ìîæíîçàäàòü îòíîøåíèå ïðåäïîðÿäêà ñëåäóþùèì îáðàçîì: X ≤ Y ⇐⇒ ∃f : X → Y .Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ äàëåå, îòíîñèòñÿ ê êàòåãîð-íûì ïîñòðîåíèÿì è ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì îáðàùåíèÿ âñåõ ñòðåëîê â îïðåäåëåíèèêàòåãîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 5 (Êîïðîèçâåäåíèå). Êîïðîèçâåäåíèåì äâóõ îáúåêòîâ X, Y ∈
Ob(C) íàçûâàåòñÿ îáúåêò X+Y ∈ Ob(C), êîòîðûé âìåñòå ñ äâóìÿ ñòðåëêàìè iX :
X → X+Y , iY : Y → X+Y , îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ïðîèçâîëüíîéïàðû ñòðåëîê f : X → C, g : Y → C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà h :



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 33
X + Y → C, òàêàÿ, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:
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iYooÒðîéêó < X + Y, iX , iY >íàçûâàþò êàòåãîðíûì êîïðîèçâåäåíèåì èëè ñóì-ìîé X è Y , à ñòðåëêè iX è iY íàçûâàþò èíúåêöèÿìè. Â êàòåãîðèè Set êàòå-ãîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Eff íóæíà àëãåáðà áîëåå îáùàÿ ÷åì àëãåáðà �åéòèíãà (êî-òîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ), íî èìåþùàÿ ñõî-æèå ñâîéñòâà. Çàìåíîé îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà îòíîøåíèå ïðåäïî-ðÿòêà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 6. Ïðåäàëãåáðà �åéòèíãà H � ýòî äåêàðòîâî çàìêíóòàÿ êàòå-ãîðèÿ ïðåäïîðÿäêà ñ ïðîèçâåäåíèÿìè (∧), êîïðîèçâåäåíèÿìè (∨), íà÷àëüíûìîáúåêòîì ⊥, êîíå÷íûì îáúåêòîì ⊤ è ýêñïîíåíöèàëîì (→). Ïîä p ≡ q ïîäðàçó-ìåâàåòñÿ, ÷òî p ≤ q è q ≤ p.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäàëãåáðà �åéòèíãà ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèåé êîí-ñòðóêòèâíîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé [11℄. Êîíñòðóêòèâíîñòü ìîæíî ìûñëèòü êàêíåîáõîäèìîñòü ¾ïîäòâåðæäàòü¿ àáñòðàêòíûå âûâîäû, ò.å. äëÿ êàæäîãî òàêîãîâûâîäà äîëæåí ïðåäúÿâëÿòüñÿ ý��åêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðåçóëüòàòà.Â êîíñòðóêòèâíîé ëîãèêå âûñêàçûâàíèå (A ∨ !A) íåäîêàçóåìî; ÷òîáû ïîíÿòüïî÷åìó, äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ñåáå ìíîæåñòâî ¾òî÷åê îñòàíîâà¿ K ⊂ N. Åñëèêîíñòðóêòèâíîé èñòèíîé áûëî áû âûñêàçûâàíèå n ∈ K∨n /∈ K, òî ýòî îçíà÷àëîáû, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé, áóäó÷è ïðèìåíåííûì íà íàòóðàëüíîå÷èñëî n, ñîîáùèë áû, âõîäèò ëè n â K èëè íåò. Íî, ñîãëàñíî òåçèñó ×åð÷à,òàêîãî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò.Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, òîãäà ìû ìîæåì ïðåâðàòèòüñòåïåííîå ìíîæåñòâî P(N) â ïðåäàëãåáðó �åéòèíãà ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:Åñëè F,G ∈ (P(N))X òàêèì îáðàçîì, ÷òî F (x), G(x) ⊆ N äëÿ êàæîãî x ∈ X,òî:

(F ∧G)(x) = F (x) ∧G(x)
(F ∨G)(x) = F (x) ∨G(x)

(F → G)(x) = F (x)→ G(x)È F ≤ G ⇐⇒
⋂

x∈X

F (x)→ G(x) 6= ∅.Ìû áóäåì ïèñàòü òàêæå P(N) � (F ↔ G) äëÿ îáîçíà÷åíèÿ P(N) � (F → G) ∧
(G→ F ).
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x∈X

F (x) 6= ∅, òî áóäåìýòî çàïèñûâàòü êàê P(N) � F , à âûïîëíåíèå F = λx.F (x) áóäåì çàïèñûâàòü êàê
P(N) � F (x).Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê îïèñàíèþ ýëåìåíòîâ êàòåãîðèè
Eff . Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîé â ýòîì ïàðàãðà�å òåîðåìû (à òàêæå ìíîãèõäðóãèõ, íå âîøåäøèõ â äàííóþ ñòàòüþ) ìîæíî ïîñìîòðåòü â ñîîòâåòñòâóþùåéìîíîãðà�èè [8℄.Îïðåäåëåíèå 9 (Îáúåêò Eff ). Îáúåêò (X,=) â Eff � ýòî ìíîæåñòâî X âìåñòåñ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè â P(N), ò.å. äëÿ êàæäûõ x, x′ ∈ X ïîäìíîæåñòâî
|x = x′| ⊆ N ðåàëèçóåìî ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, ÷òî îçíà÷àåò:

P(N) � |x = x′| → |x′ = x| è
P(N) � (|x = x′| ∧ |x′ = x′′|)→ |x = x′′|.Ïóñòü x ∈ X, áóäåì ïèñàòü Ex äëÿ îáîçíà÷åíèÿ |x = x|.Îïðåäåëåíèå 10 (Ôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå â Eff ). Ïóñòü (X,=), (Y,=) ∈

Ob(Eff ), òîãäà �óíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå èç (X,=) â (Y,=) � ýòî îòîáðàæåíèå
F : X × Y → P(N), òàêîå, ÷òî
• P(N) � (F (x, y) ∧ (|x = x′| ∧ |y = y′|))→ F (x′, y′)

• P(N) � F (x, y)→ (Ex ∧ Ey)

• P(N) � F (x, y) ∧ F (x, y′)→ |y = y′|

• P(N) � Ex→ {〈k,m〉 |k ∈ Ey y ∈ Y m ∈ F (x, y)},äâà �óíêöèîíàëüíûõ îòíîøåíèÿ F, F ′ ýêâèâàëåíòíû (F ∼ F ′), åñëè
P(N) � (F (x, y)←→ F ′(x, y)).Îïðåäåëåíèå 11 (Òîæäåñòâåííîñòü â Eff ). Òîæäåñòâåííîå �óíêöèîíàëüíîåîòíîøåíèå â Eff èç (X,=) â (X,=) îïðåäåëÿåòñÿ êàê I(x, x′) = |x = x′|.Îïðåäåëåíèå 12 (Ìîð�èçì Eff ). Ìîð�èçì(ñòðåëêà) f : (X,=) → (Y,=) â

Eff � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè �óíêöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé f = [F ], ãäå F ��óíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå, çàäàþùåå f.Òåîðåìà 1 (Õàéëàíä). Eff � òîïîñ.Äëÿ ëó÷øåãî óÿñíåíèÿ âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ ý��åêòèâíîãî òîïîñà ðåêî-ìåíäóåòñÿ îáðàòèòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå [8, 11, 12℄. Äàëåå, ÷òîáûèçáåæàòü ñåðüåçíîãî óãëóáëåíèÿ â òåîðèþ òîïîñîâ (áåðÿ ïðèìåð ñ Áàóåðà), áó-äåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñïåöèàëüíûé âíóòðåííèé ÿçûê. Âíåøíåå îïèñàíèå Eff áûëîäàíî âûøå, âíóòðåííå æå òîïîñ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîíñòðóêòèâíóþ òåî-ðèþ ìíîæåñòâ, ðàñøèðåííóþ íåñêîëüêèìè àêñèîìàìè, êàñàþùèìèñÿ ìíîæåñòâè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë [4, 7℄.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 355. Ââåäåíèå â Ñèíòåòè÷åñêóþ òåîðèþ âû÷èñëåíèéÂ êà÷åñòâå îäíîé èç ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ ÑÒÂ ìîæíî óêàçàòü íåêîòîðóþîáîñîáëåííîñòü òåîðèè âû÷èñëåíèé îò îñòàëüíîé ìàòåìàòèêè. Îïèñàíèÿðàçëè÷íûõ ìàøèí Òüþðèíãà, ÷èñëà �åäåëÿ, ëÿìáäà-àáñòðàêöèè ïðèäàþòåé íåêîòîðóþ îñîáåííîñòü, íî â òî æå âðåìÿ ïîäíèìàþò ïîðîã âõîæäåíèÿ,òðåáóÿ îò ìàòåìàòèêà çíàíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèèòîé èëè èíîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé. ÑÒÂ ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ ãîðàçäî áîëååïðèâû÷íûìè îáúåêòàìè � ìíîæåñòâàìè è îòîáðàæåíèÿìè ìåæäó íèìè,ñêðûâàÿ äåòàëè çà âûñîêèì óðîâíåì àáñòðàêöèè  ïîìîùüþ ¾âíóòðåííå-ãî¿ ÿçûêà ðîäèòåëüñêîãî òîïîñà. Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå�ðåéìâîðêà èñïîëüçóåòñÿ òîïîñ Eff è îäíà èç àêñèîì ÑÒÂ ïðîòèâîðå÷èòçàêîíó èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå, ìû áóäåì ðàáîòàòü âèíòóèöèîíèñòñêîé (êîíñòðóêòèâíîé) ëîãèêå. Íàøà öåëü íà äàííîì ýòàïå �ïåðåíåñòè íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû êëàññè÷åñêîé òåîðèè íà âíóòðåííèéÿçûê Eff , íå âûõîäÿ äàëåêî çà ïðåäåëû êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ.Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â Eff âû÷èñëèìîñòü ÿâëÿåòñÿ âñòðîåííîé, ò.å.âñå, ÷òî âûâîäèìî â Eff , ïî îïðåäåëåíèþ èìååò ý��åêòèâíûé àëãîðèòìäëÿ âû÷èñëåíèÿ. Äàëüíåéøèé òåêñò ÿâëÿåòñÿ â áîëüøåé ñòåïåíè îáçîðíûì,ïðåäëîæåíèÿ è òåîðåìû ïðèâîäÿòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ áîëåå ïîëíîãîîçíàêîìëåíèÿ ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê [4℄.Òî, ÷òî ìû ðàáîòàåì â èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå (ÈË), îçíà÷àåò, ÷òî ìûáóäåì èìåòü äåëî ñ âûðàæåíèÿìè, âûõîäÿùèìè çà ðàìêè ¾êëàññè÷åñêîãî¿ ïî-íèìàíèÿ. Ïîìèìî çàêîíà èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî, ñëåäóþùèå îáùåïðèíÿòûå�îðìóëû òàêæå íå âåðíû (â îáùåì) â ÈË:1. ¬¬ϕ =⇒ ϕ2. ¬ϕ ∨ ¬¬ϕ3. (ϕ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ ϕ)4. ¬(¬ϕ ∧ ¬ψ) =⇒ ϕ ∨ ψÂ ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â èíòóèöèîíèñòñêîì ñìûñëå ñóùåñòâóþò àðãó-ìåíòû, íà êîòîðûõ íè îäíà èç âûøå ïðèâåäåííûõ �îðìóë íå âûïîëíÿåòñÿ.Îòäåëüíîãî ïàðàãðà�à çàñëóæèâàåò àêñèîìà âûáîðà.6. Ñòðîåíèå ìíîæåñòâÄëÿ îïðåäåëåíèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (ýëåìåíò ìíîæåñòâà A×B ) ìû ðàññìîò-ðèì îïåðàöèþ 〈−,−〉 âìåñòå ñ ïðîåêöèÿìè π1 è π2, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêèîìàì:
π1 〈x, y〉 = x è π2 〈x, y〉 = y. Îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ñåìåé-ñòâà ìíîæåñòâ F ⊆ P(A):

∪F = {x ∈ A|∃S ∈ F .x ∈ S} ∩ F = {x ∈ A|∀S ∈ F .x ∈ S}.Òåïåðü ìû ãîòîâû äëÿ ñëåäóþùåãî âàæíîãî îïðåäåíèÿ:



36 Å.Î. Õëûçîâ. Ý��åêòèâíûé òîïîñ êàê ñèíòåòè÷åñêàÿ âñåëåííàÿ. . .Îïðåäåëåíèå 13 (Íàòóðàëüíûå ÷èñëà). Ìíîæåñòâî N âìåñòå ñ ýëåìåíòîì 0 ∈
N, íàçûâàþùèìñÿ íóëåì, è ñ �óíêöèåé âûáîðà ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà succ :
N → N, òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A, x ∈ A è f : A → A ñóùåñòâóåòåäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ h : N → A, òàêàÿ, ÷òî h(0) = x è h(succ(n)) = f(h(n).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ h çàäàíà ïðîñòîé ðåêóðñèåé. Îäíîýëåìåíòíîåìíîæåñòâî 1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê 1 = {n ∈ N|n = 0} . À ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ êàê
∅ = {x ∈ 1|⊥} .7. Ñòðîåíèå �óíêöèé�ðà� Γ(f) �óíêöèè f : A → B � ýòî îòíîøåíèå Γ(f) ⊆ A × B, îïðåäåëåííîåäëÿ x ∈ A, y ∈ B ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(x, y) ∈ Γ(f)⇐⇒ f(x) = y.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðà� ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëüíûì îòíîøåíèåì. Íàîáîðîò,êàæäîå �óíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå îïðåäåëÿåò �óíêöèþ. Ýòî èçâåñòíî êàê àê-ñèîìà åäèíñòâåííîãî âûáîðà:
∀R ∈ A×B.((∀x ∈ A.∃!y ∈ B.R(x, y)) =⇒ ∃f ∈ BA.∀x ∈ A.R(x, f(x))).Ïðèâåäåííàÿ àêñèîìà îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé ïðè çàäàíèè �óíêöèé. Íàïðèìåð,åäèíè÷íàÿ �óíêöèÿ 1A îïðåäåëÿåòñÿ êàê �óíêöèÿ, ÷åé ãðà� ÿâëÿåòñÿîòíîøåíèåì ðàâåíñòâà íà A.Òåïåðü èìååòñÿ äîñòàòî÷íî èíñòðóìåíòîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèñòóïèòü ê îïè-ñàíèþ òåîðèè. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíûõ àêñèîì ÑÒÂ,îïðåäåëèì ïîíÿòèå ðàçðåøèìîñòè. Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì íà ïîíÿòèå èñ-òèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ â êîíòåêñòå ÈË. Íàïîìíèì, ÷òî èñòèííîñòíûì çíà÷å-íèåì íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, ⊤, ⊥,

∀x ∈ (R).(x = 0 ∨ x 6= 0)).Îïðåäåëåíèå 14 (Ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé). Ω = P1.Â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîëüêî ⊥ (ëîæü) è ⊤ (èñòèíà)ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè Ω (â íåêîòîðîì ðîäå ýòî ïðîñòî �îðìà çàêîíà èñêëþ÷åí-íîãî òðåòüåãî). Â èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Âïðî÷åì,ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî Ω ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç äâóõ ýëåìåíòîâ. . . Äëÿ òîãî, ÷òîáûýòî ïîíÿòü, ñëåäóåò âñïîìíèòü, ÷òî îçíà÷àåò âûñêàçûâàíèå ¾ìíîæåñòâî èìååòäâà ýëåìåíòà¿: åñëè x, y ∈ A, òàêèå, ÷òî x 6= y è íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà z ∈ A,òàêîãî, ÷òî z 6= x è z 6= y � ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A èìååò äâà ýëåìåíòà âñëàáîì ñìûñëå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ äëÿ ëþáîãîýëåìåíòà z ∈ A âåðíî, ÷òî ëèáî z = x, ëèáî z = x, ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî Aèìååò äâà ýëåìåíòà â ñèëüíîì ñìûñëå. Òàêèì îáðàçîì, Ω èìååò äâà ýëåìåíòà(⊥ è ⊤) â ñëàáîì ñìûñëå, íî äîêàçàòü, ÷òî Ω èìååò äâà ýëåìåíòà â ñòðîãîìñìûñëå, ìû ìîæåì òîëüêî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.
Ω ÿâëÿåòñÿ ïðåäàëãåáðîé �åéòèíãà 1. Òàêèì îáðàçîì, p ∧ q =⇒⇐⇒ p =⇒1Íà ñàìîì äåëå, êàê ïîêàçàòåëüíîe ìíîæåñòâî, Ω ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé àëãåáðîé �åéòèíãà.
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(q =⇒ r). Îòðèöàíèå ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîäîïîëíåíèåì, ò.å. ¬p îïðåäåëÿåòñÿ êàêíàèáîëüøèé ýëåìåíò q, òàêîé, ÷òî p ∧ q = ⊥. �àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî Ω,èìåþùåå îòíîøåíèå ê êëàññè÷åñêîé ëîãèêå, ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàçðåøèìû, ò.å.óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî.Îïðåäåëåíèå 15 (Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìûõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé).2 = {p ∈ Ω|p ∨ ¬p}.2 èìååò ðîâíî äâà ýëåìåíòà â ñòðîãîì ñìûñëå è âìåñòå ñ îïåðàöèÿìè ∧ è ∨ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé.Ïðåäñòàâèì åùå îäíî ïîäìíîæåñòâî Ω, èìåþùåå íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøå-íèå ê êëàññè÷åñêîé ëîãèêå.Îïðåäåëåíèå 16 (Êëàññè÷åñêîå ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé).

Ω¬¬ = {p ∈ Ω|¬¬p =⇒ p}.Ýëåìåíòàìè Ω¬¬ ÿâëÿþòñÿ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ, ÷üÿ èñòèííîñòü ìîæåòáûòü äîêàçàíà ¾îò ïðîòèâíîãî¿ � åñëè ¬p ëîæíî, çíà÷èò p èñòèííî. Äàëüøåâ òåêñòå ýëåìåíòû Ω¬¬ áóäóò íàçûâàòüñÿ ¾êëàññè÷åñêèìè¿. Ω¬¬ ïîìèìî òîãî,÷òî, êàê è Ω, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé àëãåáðîé �åéòèíãà, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîéáóëåâîé àëãåáðîé.Ïðèâåäåííûå ìíîæåñòâà ñîîòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:2 ⊆ Ω¬¬ ⊆ Ω.Áîëåå ïîëíóþ èí�îðìàöèþ ìîæíî áóäåò ïîëó÷èòü ïîçäíåå, êîãäà äîáàâèòñÿòðåòüå ïîäìíîæåñòâî Σ ⊆ Ω, èãðàþùåå êëþ÷åâóþ ðîëü â ÑÒÂ.8. ÏðåäèêàòûÏðåäèêàò P ⊆ A ìîæåò áûòü çàäàí õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé χP : A→ Ω,îïðåäåëåííîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:
χP (x) = {t ∈ 1|x ∈ P}.Íàîáîðîò, �óíêöèÿ ξ : A→ Ω ñîîòíîñèòñÿ ñ ïîäìíîæåñòâîì
{x ∈ A| ξ(x) = ⊤} ∈ A.Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðåäèêàòàìèíà A, ïîäìíîæåñòâàìè A è ïðîïîçèöèîíàëüíûìè �óíêöèÿìè A → Ω.Ïðîïîçèöèîíàëüíûå �óíêöèè, îòîáðàæàþùèå íà ïîäìíîæåñòâà Ω, ïðèâîäÿòê îñîáûì âèäàì ïðåäèêàòîâ. Íàïðèìåð, �óíêöèÿ p : A → 2 ïðåäñòàâëÿåòïîäìíîæåñòâî S = {x ∈ A| p(x) = ⊤}, òàêîå, ÷òî ∀x ∈ A.(x ∈ S ∨ x /∈ S). Òàêèåïðåäèêàòû è ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðàçðåøèìûìè.Åñëè ðàâåíñòâî íà ìíîæåñòâå çàäàíî âû÷èñëèìûì ïðåäèêàòîì (∀x ∈ A.(x =

y ∨ x 6= y)), òî òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì.



38 Å.Î. Õëûçîâ. Ý��åêòèâíûé òîïîñ êàê ñèíòåòè÷åñêàÿ âñåëåííàÿ. . .Ïðåäëîæåíèå 1. Ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ðàçðåøèìû: íàòóðàëüíûå ÷èñëà,ïîäìíîæåñòâà ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå è ñóììàðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ.9. Àêñèîìû ÑÒÂÎïðåäåëåíèå 17 (Ïðîåêòèâíîå ìíîæåñòâî). �îâîðÿò, ÷òî äâà ìíîæåñòâà A,Bäîïóñêàþò âûáîð (îáîçí. AC(AB)), åñëè äëÿ êàæäîãî òîòàëüíîãî îòíîøåíèÿìåæäó A è B âûïîëíÿåòñÿ
∀R ⊆ A×B.((∀x ∈ A.∃y ∈ B.R(x, y)) =⇒ ∃f ∈ BA.∀x ∈ A.R(x, f(x))).Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè AC(A,B) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãîìíîæåñòâà B.Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ àêñèîìà âûáîðà óòâåðæäàåò, ÷òî âñå ìíî-æåñòâà ïðîåêòèâíû. Â íàøåì ñëó÷àå ìû îãðàíè÷åíû ãîðàçäî áîëåå ñåðüåçíî,ïîòîìó ÷òî â âû÷èñëèòåëüíîì ñìûñëå ïðîåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ìíîæå-ñòâà, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðûõ èìååò êàíîíè÷åñêèé êîä �åäåëÿ. Òàêèì îáðàçîì,ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî N ïðîåêòèâíî, à ìíîæåñòâî N

N � íåò, ïîòîìó ÷òîâ ïîñëåäíåì ñëó÷àå íåëüçÿ ý��åêòèâíûì îáðàçîì óêàçàòü ïðîöåäóðó âûáîðàêàíîíè÷åñêîãî êîäà.Â êîíñòðóêòèâíîé ìàòåìàòèêå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íåñîìíåííî,äîëæíî áûòü ïðîåêòèâíî. Ýòî óñòàâíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ àêñèîìà.Àêñèîìà 1 (Âûáîðà ÷èñëà). Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ïðîåêòèâíî.Òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå àêñèîìû âûáîðà ÷èñëà.Àêñèîìà 2 (Îáóñëîâëåííûé âûáîð). Åñëè R òîòàëüíîå îòíîøåíèå íà A è
x ∈ A, òîãäà ñóùåñòâóåò f : N → A, òàêîå, ÷òî f(0) = x è R(f(n), f(n + 1))âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n ∈ N.Òðåòüÿ àêñèîìà âûáîðà îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ïåðâîé àêñèîìîé ÑÒÂ.Â êîíñòðóêòèâíîé ìàòåìàòèêå (ïî Áèøîïó) îíà â îáùåì íå ïðèíèìàåòñÿ. Ååîáîñíîâàíèå ëåæèò íà ðàññìîòðåíèè âû÷èñëèòåëüíîãî àñïåêòà êëàññè÷åñêèõïîäìíîæåñòâ. ×ëåíñòâî â êëàññè÷åñêîì ïîäìíîæåñòâå S ⊆ A ïðîåêòèâíîãîìíîæåñòâà íå íåñåò íèêàêîé âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè, òàêèì îáðàçîì, êîäû�åäåëÿ äëÿ ýëåìåíòîâ A êîäèðóþò òó æå èí�îðìàöèþþ, ÷òî è äëÿ ýëåìåíòîâ
S. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òå æå êîäû äëÿ ìíîæåñòâà è åãî ïîä-ìíîæåñòâà, à ðàç ýëåìåíòû A èìåþò êàíîíè÷åñêèå êîäû, òî, çíà÷èò, ýëåìåíòû
S òàêæå áóäóò èõ èìåòü.Àêñèîìà 3 (Ïðîåêòèâíîñòè). Êëàññè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòèâíîãî ìíî-æåñòâà ïðîåêòèâíî.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 3910. Ñ÷åòíûå è ïîëóñ÷åòíûå ìíîæåñòâàÂû÷èñëèìûå ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà èãðàþò öåíòðàëüíóþ ðîëü â êëàññè÷åñêîé òåî-ðèè âû÷èñëåíèé. Â ÑÒÂ îíè ñîõðàíÿþò ñâîþ çíà÷èìîñòü, òîëüêî âíóòðè Eff îíèâûãëÿäÿò êàê îáû÷íûå ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà.Îïðåäåëåíèå 18. Ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî (ïåðå÷èñëèìî), åñëè ñóùåñòâóåò ñþ-ðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå e : N→ 1 + A, íàçûâàåìîå íóìåðàöèåé A. Íóìåðàöèÿíàçûâàåòñÿ íóìåðàöèåé áåç ïîâòîðåíèé, åñëè ∀n,m ∈ N, e(n) = e(m)⇒ n = m.Ïðåäëîæåíèå 2. Ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïðîíóìåðîâàíî áåç ïîâòîðåíèéòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñ÷åòíî è ðàçðåøèìî.Ñëåäñòâèå 1.1. Êàæäîå ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî (N) ìîæåò áûòü ïðîíóìå-ðîâàíî áåç ïîâòîðåíèé.Íèæå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ êàñàòåëüíî ñïîñîáîâ ñîçäàíèÿñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ.1. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.2. Îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ ñ÷åòíî.3. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíî.4. �àçðåøèìîå ïîäìíîæåñòâî ñ÷åòíîãî ïîäìíîæåñòâà ñ÷åòíî.5. Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ �îðìèðóåò ñ÷åòíîå ìíî-æåñòâî.Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî âñåõ ñ÷åòíûõ ïîäìíî-æåñòâ N, áóäåì îáîçíà÷àòü åãî E :
E = {A = PN|A }.Ñ ýòèì ìíîæåñòâîì ñâÿçàíà ñëåäóþùàÿ ëþáîïûòíàÿ òåîðåìà, ïîêàçûâàþùàÿ,÷òî E ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé íà N.Òåîðåìà 2. Ñåìåéñòâî (E) � ýòî íàèìåíüøåå èç ñåìåéñòâ (F ) ⊆ P(N), òà-êèõ, ÷òî:1. 0 ∈ (F ) è N ∈ F .2. {n} ∈ Fäëÿ êàæäîãî n ∈ N.3. Åñëè A,B ∈ F òî A ∩B ∈ F .4. Åñëè A ∈ Fñ÷åòíîå ñåìåéñòâî, òîãäà ∪A ∈ F .Òåîðåìà 3 (Òåîðåìà î ïðîåêöèè). Ïîäìíîæåñòâî S ⊆ N ñ÷åòíî òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ðàçðåøèìîãî ïîäìíîæåñòâà äåêàðòî-âîãî ïðîèçâåäåíèÿ N× N . Ò.å. S = {x ∈ N|∃y ∈ N. 〈x, y〉 ∈ N× N}.



40 Å.Î. Õëûçîâ. Ý��åêòèâíûé òîïîñ êàê ñèíòåòè÷åñêàÿ âñåëåííàÿ. . .Ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî çàíèìàåò èñêëþ÷èòåëüíóþ ðîëü â ÑÒÂ, à òàêæåõîðîøî èçâåñòíî â ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèè äîìåíîâ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî â ÑÒÂñ÷åòíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîëóðàçðåøèìûìè, ïðåäîñòàâèâ òàêîå ìíîæåñòâî
Σ ⊆ Ω ïîëóðàçðåøèìûõ èñòèííûõ çíà÷åíèé, ÷òî E = ΣN .Îïðåäåëåíèå 19 (Ìíîæåñòâî ïîëóðàçðåøèìûõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé).

Σ = {p ∈ Σ|∃f ∈ 2N.(p⇐⇒ (∃n ∈ N.f(n)))}.

Σ òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì (ñì. [12℄):
∀p ∈ Σ.∀q ∈ Ω.((p⇒ (q ∈ Σ)) =⇒ (p ∧ q) ∈ Σ.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, ðàñêðûâàþùèõ çíà÷åíèå Σ.Ïðåäëîæåíèå 3. Ïîäìíîæåñòâî N ñ÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíîïîëóðàçðåøèìî.Ïðåäëîæåíèå 4. Σ � ýòî íàèìåíüøåå ïîäìíîæåñòâî Ω, ñîäåðæàùåå ⊤ èçàìêíóòîå ñâåðõó.Òî, êàê ýòè ìíîæåñòâà ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé, õîðîøî ïîêàçûâàåò ñëåäó-þùàÿ òåîðåìà (äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñì. [4℄).Òåîðåìà 4. Íè îäíî èç ñëåäóþùèõ âêëþ÷åíèé 2 ⊆ Σ ⊆ Ω¬¬ ⊆ Ω íå ÿâëÿåòñÿðàâåíñòâîì.Â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå âñå íåñêîëüêî ïðîùå: 2 = Ω ñî âñåìè âûòåêàþùèìèèç ýòîãî ðàâåíñòâà ïîñëåäñòâèÿìè.�àññìîòðèì øèðîêî èçâåñòíûé â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëåíèé ïðèíöèïÌàðêîâà.Ïðåäëîæåíèå 5. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:1. Ïðèíöèï Ìàðêîâà: äëÿ êàæäîãî a : N → 2,¬(∀n ∈ N.an = 0) =⇒ ∃n ∈

N.an = 1.2. Ïîëóðàçðåøèìûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè Σ ⊆
Ω¬¬.3. Ïîëóðàçðåøèìûå ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè.4. Ïîëóðàçðåøèìûå ïîäìíîæåñòâà N ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè.Õîòÿ åãî âûïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòóèòèâíî áåññïîðíûì, äîêàçàòü ýòî â ðàì-êàõ êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè íåâîçìîæíî.Àêñèîìà 4 (Ïðèíöèï Ìàðêîâà). Äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå ÿâëÿþùà-ÿñÿ íóëåì, ñîäåðæèò åäèíèöó.Ñ ïîìîùüþ ýòîé àêñèîìû ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, ïðèâîäèìóþïðàêòè÷åñêè â êàæäîé êíèãå ïî òåîðèè âû÷èñëèìîñòè (ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ A = N ).Òåîðåìà 5 (Ïîñòà). Ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà äîïîëíåíèå ýòîãî ïîäìíîæåñòâà ïîëóðàçðåøèìî.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 4111. Îñíîâû ÑÒÂÂ ýòîì ïàðàãðà�å áóäåò äàíà ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà ÑÒÂ è íåñêîëüêî áàçîâûõòåîðåì òåîðèè âû÷èñëåíèé (êîòîðûå óäàëîñü äîêàçàòü â ÑÒÂ).Îïðåäåëåíèå 20. ×àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ f : A ⇀ B � ýòî �óíêöèÿ f : A′ →
B, îïðåäåëåííàÿ íà ïîäìíîæåñòâå A′ ⊆ A, íàçûâàåìîì íîñèòåëåì f . Êàæäàÿ÷àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ f ñîîòâåòñòâóåò (òîòàëüíîé) �óíêöèè g : A → B̃, ãäå B̃ �ýòî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ çíà÷åíèé:

B̃ = {P(B)|∀x, y ∈ B.(x ∈ s ∧ y ∈ s =⇒ x = y)},

f è g ñîîòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: g(x) = {f(x) ∈ B|x ∈ A′}. Îäíîýëåìåíò-íîå ìíîæåñòâî {y} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûé ýëåìåíò y ∈ B,êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì çíà÷åíèåì. Óòâåðæäåíèå ∃y ∈ B.(s = {y}),îçíà÷àþùåå ¾÷àñòè÷íîå çíà÷åíèå s ñîâåðøåííî¿, áóäåì ñîêðàùàòü êàê s ↓.Ïðåäëîæåíèå 6. ×àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ N→ Ñ ñ÷åòíà (èìååò ñ÷åòíûé ãðà�)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(n) ↓ ïîëóðàçðåøèìî äëÿ êàæäîãî n ∈ N.�àññìîòðèì òå ÷àñòè÷íûå çíà÷åíèÿ, ÷üÿ ñîâåðøåííîñòü ïîëóðàçðåøèìà.Îïðåäåëåíèå 21. Ïîäúåìîì A⊥ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Σ-÷àñòè÷íûõ çíà÷åíèé
A⊥ = {s ∈ Ã|s ↓∈ Σ},

Σ-÷àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ � ýòî ÷àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ f : A→ B⊥.
Σ-÷àñòè÷íûå �óíêöèè N → N⊥ ÿâëÿþòñÿ ñèíòåòè÷åñêèìè àíàëîãàìè ÷à-ñòè÷íî âû÷èñëèìûõ �óíêöèé. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà òåîðèè âû÷èñëèìîñòèóòâåðæäàåò, ÷òî âû÷èñëèìî-ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà â òî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ íîñèòå-ëÿìè ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ �óíêöèé. Ïðèâåäåì àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå:Ïðåäëîæåíèå 7. 1. ×àñòèíàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ Σ-÷àñòè÷íîé òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà åå íîñèòåëü ïîëóðàçðåøèì.2. Ïîäìíîæåñòâî ïîëóðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåò-ñÿ íîñèòåëåì Σ-÷àñòè÷íîé �óíêöèè.Ïðåäñòàâèì åùå îäíó õîðîøî èçâåñòíóþ òåîðåìó èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè.Òåîðåìà 6 (Òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîñòè). Êàæäîå ïîëóðàçðåøèìîå îòíîøåíèå

R íà N × N èìååò Σ-÷àñòè÷íóþ �óíêöèþ âûáîðà s : A → B̃, òàêóþ, ÷òî äëÿâñåõ x ∈ A
(∃y ∈ B.R(x, y)) =⇒ s(x) ↓ ∧R(x, s(x)).Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëåíèé åñòü õîðîøî èçâåñòíûå ¾òåîðåìû ñ÷åòíî-ñòè¿, ïåðâàÿ èç íèõ óòâåðæäàåò, ÷òî ¾ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå ïåðå÷èñëåíèå âû-÷èñëèìî ïåðå÷èñëÿåìûõ ìíîæåñòâ¿, à âòîðàÿ ïîñòóëèðóåò òî æå ñàìîå, íî äëÿ



42 Å.Î. Õëûçîâ. Ý��åêòèâíûé òîïîñ êàê ñèíòåòè÷åñêàÿ âñåëåííàÿ. . .÷àñòè÷íî âû÷èñëèìûõ �óíêöèé. Â ÑÒÂ ýòèì òåîðåìàì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþ-ùàÿ àêñèîìà è óòâåðæäåíèå 8. Äî ñèõ ïîð âñå, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàëè, âïîëíåìîæåò ñóùåñòâîâàòü â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå (ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïåðåõîäå êêëàññè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ), õîòÿ è íå ïðåäñòàâëÿëî áû òîãäà íèêàêîãî èí-òåðåñà (2 = Σ = Ω). Ñëåäóþùàÿ àêñèîìà â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ïåðåëîìíîé �ñëåäñòâèÿ èç íåå âûõîäÿò çà ïðåäåëû êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.Àêñèîìà 5 (Ñ÷åòíîñòè). Ìíîæåñòâî ñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ N ñ÷åòíî.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì âàæíîé êëàññè÷åñêîé òåîðåìûî âû÷èñëèìîñòè:Ïðåäëîæåíèå 8. N→ N ñ÷åòíî.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àêñèîìû ñ÷åòíîñòè, ðàñ-êðûâàåò ñóòü âîçíèêàþùåãî â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå ïðîòèâîðå÷èÿ.Òåîðåìà 7. Íè îäíî èç ñëåäóþùèõ âêëþ÷åíèé íå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:2 ⊆ Σ ⊆ Ω¬¬ ⊆ Ω.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ¾íåâîçìîæíîå¿ íåðàâåíñòâî 2 6= Ω. È íàêîíåö
2 6= Σ îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâà ðàçðåøèìûõ è ïîëóðàçðåøèìûõ ïîäìíîæåñòâ Níå ñîâïàäàþò.Ïðåäëîæåíèå 9 (Ïðèíöèï Ôîà (Phoa)). Äëÿ êàæäîé f : Σ→ Σ âûïîëíÿþòñÿñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà:

f(x) = (f(⊥) ∨ x) ∧ f(⊤)f(x) = f(⊥) ∨ (x ∧ f(⊤)).12. Ôîêàëüíûå ìíîæåñòâàÏîñëå ïîäúåìà ìíîæåñòâî ïðèîáðåòàåò ¾íåîïðåäåëåííûé¿ ýëåìåíò ⊥A. Íî èíî-ãäà ìíîæåñòâî óæå ñîäåðæèò òàêîé ¾íåîïðåäåëåííûé¿ ýëåìåíò. Íàïðèìåð, îíìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïóòåì ïðèñîåäèíåíèÿ ⊤ ê ìíîæåñòâó è çàòåì îòîáðàæå-íèåì ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîæåñòâà íà èñõîäíîå, íå òðîãàÿ ýëåìåíòû ïîñëåäíåãî.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.Îïðåäåëåíèå 22 (Ôîêàëüíîå ìíîæåñòâî). Ôîêàëüíûì ìíîæåñòâîì íàçûâà-åòñÿ ìíîæåñòâî A, âçÿòîå âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì (�îêóñíûì) ǫ : A⊥ → A, ïðèêîòîðîì ǫ({x}) = x äëÿ âñåõ x ∈ A. Ýëåìåíò ǫ(⊥A) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé �îêóñà.�îâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ñâÿçíî, åñëè îíî íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî íàíåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå A1 + A2 íåòðèâèàëüíûì ñïîñîáîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñâÿçíîì ìíîæåñòâå ëþáîå îòîáðàæåíèå A→ 2 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì îïðåäåëåíèè, â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ ïðèâåäåì äâå òåîðå-ìû ÑÒÂ, ÿâëÿþùèåñÿ áîëåå îáùèìè àíàëîãàìè òåîðåì êëàññè÷åñêîé òåîðèèâû÷èñëåíèé.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 19. 43Òåîðåìà 8 (�àéñà). Ôîêàëüíîå ìíîæåñòâî ñâÿçíî.Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà �àéñà óòâåðæäàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõðàçðåøèìûõ ïîäìíîæåñòâ E . Ýòî ñðàçó æå ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîé âûøå òåî-ðåìû, ò.ê. E - �îêàëüíîå ìíîæåñòâî.Îïðåäåëåíèå 23 (Ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ). Ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèåé f : A ⇉

B íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ f : A→ P(B), òàêàÿ, ÷òî f(x) íå âûðîæäåíî äëÿ êàæ-äîãî x ∈ A.Ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè f : A ⇉ A íàçûâàåòñÿ òàêàÿòî÷êà x ∈ A, ÷òî x ∈ f(x).Â çàâåðøåíèå ïðèâåäåì îáîáùåííóþ �îðìóëèðîâêó òåîðåìû î ðåêóðñèè:Òåîðåìà 9 (Òåîðåìà î ðåêóðñèè). Êàæäàÿ ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ íà ñ÷åòíîì�îêàëüíîì ìíîæåñòâå èìååò ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó.Èç òåîðåìû 9 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà.Ñëåäñòâèå 9.1 (Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà î ðåêóðñèè). Äëÿ êàæäîãî f : N → Nñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå, ÷òî ϕf(n) = ϕn.13. Çàêëþ÷åíèåÍà äàííîì ýòàïå çíàêîìñòâî ñ ñèíòåòè÷åñêîé òåîðèåé âû÷èñëåíèé çàêàí÷èâà-åòñÿ. Çà ðàìêàìè ñòàòüè îñòàëèñü îïèñàíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ÑÒÂ ñ òîïîëîãèåé,â ÷àñòíîñòè òåîðåìû �àéñà-Øàïèðî è Øå�åðäñîíà, îïèñûâàþùèå òîïîëîãèèíà ΣN è N → N⊥ ñîîòâåòñòâåííî. Ôàêòè÷åñêè èññëåäîâàíèå ðåêóðñèâíûõ òî-ïîëîãèé è ðåêóðñèâíîãî àíàëèçà â ðàìêàõ ÑÒÂ � ýòî îäíî èç íàïðàâëåíèé,íàïðàøèâàþùèõñÿ íà ðàçðàáîòêó. Âòîðîå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåìñàìîãî ïîíÿòèÿ âû÷èñëåíèÿ è ïîñòðîåíèåì òîïîñîâ, ñòðóêòóðà êîòîðûõ ñîîò-âåòñòâîâàëà áû äàííîìó ïîíÿòèþ.Íåáîëüøèå äîñòèæåíèÿ âñå æå åñòü � �îðìóëèðîâêè è íåêîòîðûå êëàññè÷å-ñêèå òåîðåìû òåîðèè âû÷èñëèìîñòè âûãëÿäÿò â ÑÒÂ áîëåå ýëåãàíòíî. Äîêàçàíûàíàëîãè îñíîâíûõ òåîðåì òåîðèè âû÷èñëèìîñòè (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áîëåå îá-ùèå), òàêèå, êàê òåîðåìà �àéñà, òåîðåìà î ðåêóðñèè, òåîðåìà Ïîñòà, òåîðåìà îáîäíîçíà÷íîñòè, òåîðåìà �àéñà-Øàïèðî è äðóãèå. Ïî ìíåíèþ àâòîðà, ÑÒÂ åùåíå óñïåëà âûðàñòè äî àêòóàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, ÷òî, íåñîìíåí-íî, íå ñïîñîáñòâóåò ïðèâëå÷åíèþ ê íåé âíèìàíèÿ ñî ñòîðîíû ¾êëàññè÷åñêèõ¿ñïåöèàëèñòîâ. Òåì íå ìåíåå àâòîð óâåðåí, ÷òî ïðèìåíåíèå ñèíòåòè÷åñêîãî ïîä-õîäà ïîñïîñîáñòâóåò ïîëó÷åíèþ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.Ëèòåðàòóðà1. Öàëåíêî, Ì.Ñ. Îñíîâû òåîðèè êàòåãîðèé / Ì.Ñ. Öàëåíêî. � Ì.: Íàóêà, 1974.2. �îëäáëàòò, �. Òîïîñû. Êàòåãîðíûé àíàëèç ëîãèêè / �. �îëäáëàòò. � Ì.: Ìèð, 1983.
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